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Introduction sur les suites

I Définition générale

Définition : on appelle SUITE toute fonction IN → R

n ↳ Un

Le nombre un est appelé TERME GENERAL de la suite (Un) new

ne pas confondre un : un NOMBRE

et (Un) new suite (fonction.)

par conséquent, il ne faut PAS come UN

croissante.

entiers naturels : 0, 1,4.

) réels

ATTENTION.

est CROISSANTE mais (Un) now est



Il existe 2 façons de décrire les suites

1 FORMULATION EXPLICITE, Un = f (n), NEN

② FORMULATION PAR RÉCURRENCE Unt, = f (Un)

Mo = α at R donné

Remarque • avantage majeur de la formulation explicite : pour calculer Usa

on a juste à poser Uso-f1500) > résultat immédiat

tandis que pour la formulation par recurrence,pour calculer um

il faut determiner Mygg, pour avoir Unas il faut calculer Mugs etc...



I Représentation graphique des suites

de existe 2 façons de les représenter selon qu'elles sont formulées de façon

explicite ou par recurrence.

Exemple : FORMULATION EXPLICITE1

On considère la fonction 7:[◦ , ta ↳ R

✗ ↳ ☒

On definit pour tout new un-Fn (Un : fin))

Cette suite (Un) new est bien définie pour tout new, Connor)

y

Ef

' 2 3 4 5 ...

Mo

Ü

î

Remarque : dans le cas de la formulation explicite de (un) new (un : fin))

• si test croissante alors (Un) new est croissante

- si l" décroissante" " i. décroissante

• si f est constante . " statessinaire



2 FORMULATION PAR RÉCURRENCE

On considère f:[◦ , to[→ R

- HA

et on definit la suite (Un) mou par Unt, = flan) = Van

Mo s 4

Est-ce que la suite est bien définie ? Est que pour tout new Un 30

Pour son on le montre par récurrence : on montre que :

Pas" Unso" est vraie pour tout MEN

Initialisation : P vraie ? Po : no-470 vraie

Hérédité On suppose Pervraie pour un certain KEN, montons

(naso

que Peet, est vraie

a

i

ù



que Peet, est vraie

(Ueno ?)

Comme Pa est vraie, ma U» donc Uki,-Fa existe et Uno io Pea, vraie

Conclusion Pnest vraie pour tout NEN

(Uno pour tout new)

racine d'un nombre poitif

↑

ü



b Representation graphique de (4) non

• >4 : No--y .

o

%

Mnt = flan)

No = 4

U, = fluo)-ko

½ : flu,) s ra

4

M

1

2

M,

3

Y :X : PREMIÈRE BISSECTRICE

V

•

-

÷

2=1,

:

Mz

si on avait pas No = 0.1

y

Ef

y :X

M

no m, ½

Remarque si (un) non est formulée par recurrence : c'est à dire Un +,: flan)

et si f est croissant

en plus Moch alors (Un) non est croissante

No > 4 "" décroissante

alors : si

si

si Misty : on est sur un point fixe (un point t.g.tk) x)

et si f- est DÉCROISSANTE ?

⑯ 4 : Mo.

Exemple : On considere 7 : R" → R et Un - flan) "¼

- -



Exemple : On considere 7 : R" → R

✗ ↳ ¼

y

④

140

et Un+,- flan) "¼

Nos 4

✗

½ m

on a une suite alternée

O

y :X

µ ?

Un = 11

44

½

un

Mo

½

¼

Us.

÷



II Trois suites classiques

a. suite arithmétique

On appelle suite arithmétique, toute suite (Un) non pour laquelle

il existe un nombre réel a (appelé raison)tel que pourtout new

Unt, = Un ta

Mo donné

Exemple : Mo :L et a :3

Definition

Unt): Un +3

Us-2

Comment obtenir la formulation explicite ?

No = No

Mp - Mo tla

½ = 14+0 : Moth

Mz = Mot 339
.

Un = Not na - fin) à f: ✗ ↳ les tax

Montions cette formule par récurrence : on note Pr :"Un : Kotra"

Initialisation : P : nosnotoa.no vraie1



② Hereoilé On suppose Pa est vraie pour un certain rang k GN. Montrons

que Pat, est maie (càd que Meet, = no + (kt 1) a)

On sait que, par définition : Uht, = lepta ou par l'hypothèse de recurrence Prilep : Kotka

donc Ukt,:(Mot kf+9 = Mot (kt 1) a donc Ppa, est maie

Conclusion : (B) nov est vraie pourtout new3

Autrement at Un = Motha

Question : que vaut not est... + un ?



Question : que vaut not est... + un 

Nos Mo

U, = Mota

½ = Motta

⅓ = 10+39

:

Un = Mot Ma

Koth, t...-ton = Mot 10797 Motta + Mot 39 t-_+ Moth a = (Mtl) Mot (+2+37...tn) a

5=1+2+37.. _ tn

- S = nth.lt/n-2)t.nt1

GAUSS

25 = (Mtl) tint 1) + (nti) t---+ (nti) = NIMH) donc s = menti)

2

Par conséquent not ustus t.at Un : (nti) Mot "'n"a = (nti) (no + 1)
2

= (nti) (20th
2

= 4+1) (not not na
2

+ un s (nts) (Mothm

a)

Not..



b. suites géométriques

Définition On appelle suite géométrique, toute suite (un) new pour laquelle

il existe un nombre réel r, appelé maison tel que que pourtout new

Unt, = run

to donné

Exemple : si no :c et 1=3 Uno,:3 Un

Mo-2

Remarque : si r :O la suite est stationnaire (un :o) à partir de n : 1)

si 1=1 la suite est stationnaire un : no pour tout new

Dans la suite on suppose

formulation explicite no -no

rfo et 241

M = 140

½ = 11h : 1.140 : 2%0

Uz : 13W

:

Uns 1%0
on montrerait par recurrence que c'est vrai pourtout non



Que vaut la somme Motu, test... + un ?

Mo s Mo

+ M : 26

+ Uz : 140

:

+ Un : r" ho
1°

Kotlht.-+ Un s Mot ruotr² not... + Û Mo : Mo (i' +1+24... +1")

Rappel que vaut 1+2+24. _+ r"?

astuce : on multiplie cette somme part-r :

on a also (171724.-fr") (1-2) = 172+24.. _+2°

- 1- 22.... -17-21+1

= 1- 1ˢᵗ/

comme 241 on peut diviser par I-r et ma

171fr't--fr"

Conclusion :

1- 11H

1- 2

notant.. tun : 10. 11"
1- 2



C suites arithmético-géométriques

Definition on appelle suite arithmeties géométrique,toute suite (4) non pour

laquelle il existe 2. nombres réels a etre, appelés raison, tels que pour tout non



Unt, = runta

no donné

Un +1 = Un ta : on a une suite arithmétique

Unt, = Un : " " géométrique

Remarques : 1 si

si

151

Z aso

On considère par la suite que

Question : comment obtient-on une formulation explicite pour de telles suites ?

Par la méthode suivante.

1ft etato

étape 1 : On pose f : ✗ ↳ exta et on cherche un réel l tel que

f(e) :C (recherche d'un point fixe)

f- (e) il ⇔ retail

⇔ re-e : a

⇔ l(2.1) s-a

⇔ e. %

étapes : suite auxiliaire : pour tout non, on pose Un = un-l

Montions que la suite (4) non est géométrique de maison r

Calculons Un + i: pour tout non,

Unt, = Unt,-b

= Unta-l mais Un : Utl

done Unt, = 1147e) + a-l

- run tretal

= rvp + ((1- 1) ta

s 24 -ata

ainsi (Un) non est une suite géométrique de maisons

et de premier terme

mais es %, donc l (2-1)-%, 4- D=-α

Unt, = 12hainsi

↳ = M-l



étapes : formulation explicite de (un)non

D'après le cours précédent ns v. rt = µ-e) ê

étape" : formulation explicite de (4) non

Comme Un = Un-l ma Un-ls (4- Gr"

done Uns Ho-Gi te pour tout new

avec 1=59



Exercice : ① Déterminer la suite (un) non définie par

Unt, = 2mn73

Mo s)

de façon explicite

Représenter cette suite sur un graphe2

>

solution : étapes on pose fix ↳ 2×+3

et on cherche le IR tel que f- (e) =L

or f11):L ⇔ 4+3=1

⇔ 2e-l =-3

⇔ l =-3

étape 2 : pour tout MEN, on pose Un = Un +3

Calculons Untie Unt, sunt, +3

= 24m73 +3

24+6 OR Mns Un-3

Unt, = 2(Un-3) +6=24-676=22

Ainsi (Us) newest une suite géométrique maison & et premier terme v. suo-l

= 1735

étapes : On en déduit que pourtant non sens 4. 2

étape & : Comme Un = Un +3, alors Un +3=4.2"

donc

4



étape & : Comme Un = Un +3, alors Un +3=4.2"

One pour tout new Uns 4.2^-3 s 22213 = 2ⁿᵗ⅔

g : ✗ ↳ 2×53

"
24442-3

2. Représentation graphique

y

9.

y :X

f : ✗ +2×+3

M

i



Mo s

M

.

3

3

• 3

7

M

^

I suites récurrentes : généralités



I suites récurrentes : généralités

Question. comment étudier une suite récurrente de façon générale ?

C'est à Où une suite de la forme :

Un ti s f (Un) où f : I CR → IL

no donné

Le but est de savoir si la suite (un) non est bien définie, c'est à dire

que pour tout new, Une of

est-ce que ↳ l→itmo Un existé

Exemple : Dans l'exercice précédent

On pose f :X ↳ 2×+3

Comme Of : IR, la suite (en)non est bien définie

Que vaut leçon ?

On a vu que un = 2"? 3

1

Z

Unt, = 2h73

Mo = 1

ici Of : IR

n : 4m :3

y :X"

n-2 n :/

n :O
1

- 1

Rappel : si -K KI lm X" so


n → +0

lui x"si
Hd + ~

si ✗ s-1 PAS DE LIMITE

Un = 24ᵗʰ-3

si ✗ si

Ici

251 donc pff, 2"": to et ainsi leim uns to
noto



Proposition si f : I CR → R est contenue sur I

et si la suite (un) non est convergente vers l (ler)

alors l vérifié f- (e) il

(c'est à dire que si une suite récurrente converge, elle converge vers

un de ses points fixes)

Unt, = f (Un)

1+70

l

en effet :

Atta

limant, = lui flu)

" = f- (limon)

l s f (e)

Remarque : bonne nouvelle, toutes les fonctions classiques sont contenues sur

ntr MTN Jon test

continue



Remarque : bonne nouvelle, toutes les fonctions classiques sont contenues sur

leur domaine de définition.

Remarque attention f peut avoir 0,42,.. ou plusieurs points fixes y

7 y:X nY

y :X

x

In

O

Cf

✗
O

X

Cf

y :X

aucun point fixe un seul point fixe "points fixes

Plusieurs questions se posent alors :

① Combien la fonction f possède-t-elle de points fixes ?

② si la suite (Un)non converge, vers quel point fixe converge-t-elle ?

③ Comment savoir si la suite converge ?

④ Comment représenter graphiquement la suite ?



Réponse à la question : soit Un)now une suite définie par

② si fest croissante et si. nous : alors (4) newest croissante

• Moby i" 1. décroissante

⑤ si fest décroissante alors la suite (Un) now est alternée

Réponse à la question : est-il possible de savoir si l'on a des points fixes ou mm ?

② si on peut les trouver "à la main" (par le calcul) c'est mieux

⑤ sinon on a le résultat suivant

• STABILITÉ D'UN INTERVALLE

Unt, = flung

no donné

soit f : ICIR → IR où IC Of (domaine de définition de f)

Definition on dit qu'un intervalle I est STABLE pouf si f- (I)

3

c'est à dire que pour tout ✗ et, f4) ET ±

FLI) 1

Remarque on a besoin de la stabilité pour 2 choses :

I

×

y

I J1

♀

--



① ça aide à montrer qu'une suite est bien define

puisqu'on reste dans

② On retrécit à chaque fois le domaine et on a des chances de se diriger

vers un point fixe

lorsque Iest un intervalle stable par f (id 7E) CI)

avec ICOf alors la suite fun) non défini par

Un t, i f/un) est une suite BIEN DÉFINIE (CD que tous

un donné dans I ls un tof)

Rappel : soit f : I → R, mot quel est un point fixe def si et seulement si

f- (1) il

EXISTENCE D'UN POINT FIXE

Ehesième :

• POINT FIXE

Ehesième

soient Is (a, b] et f :[a, b) → IR continue sur [a, b) c Of

On suppose que [a, b) est STABLE pou f (càd que 7/[a, b) c [93])

(ou encore siasxsb alors fla) s fly sf (b))

alors il existe au moins un point fixe def dans [a, b] !!



Réponse à la questions : comment savoir si la suite (un) non converge ?

Pour sa, on a un résultat : condition nécessaire de convergence

FONCTION STRICTEMENT CONTRACTANTEa

Définition: Soit f : ICR → R, ICOf

dire que f est strictement contractante sur I signifie qu'il existe

tel que pour tous yytInombre réel K skal



tel que pour tous yytI

y

un nombre réel K, avec

/ f (x)-fly)/≤ K. K-y/

◦ skal

G

×

✗ ↗ Y

ix. y,

Royal : lake

⇔-caca

t'g)
X

fix)-fly))

Remarque l'f4)-fly) skk.gl


/sKsI

«

six#y on a (f4)-fly

- y

⇔
fly-fly

✗ -y

- /

pente de la sécante

à Gen (×, fix)) et les, fly))

et on rappelle que lem f4)-f193 = fly)

✗ → y v. y

on a alors le resultat suivant:

theoreme théorème des fonctions strictement contractantes

soit 7: ICR → R IC Of, avec f dérivable

si l'vérifié max/t' 41 : Ksi alors f- est strictement contractante

Y a
✗ EI

Of 4- prof !

x

max t'lay

si on troue f1

↗

attention

pas f ! Il
w

max l'Lx)

ff1

¾

si t'A) 0

Max If ¼)/ y

O

"

m

o

Gfl

si t'lxko

?/f'/

max/t'4) /

y

O✗

:

Cf

max/t'4f

o

si f ' (N)

change de signe

hm
max/t'la/



exemple : est-ce que fixtox² est STRICTEMENT CONTRACTANTE sur [42]?

attention : ne pas oublier les hypothèses ou theoreme

Ici : . Of SIR donc [1,23C Ofsolution



• fest durable sur (1,2] on xp"? estoervialle sur

Calculons : max/t' (x)/et montions que max

XE [1,2] XE (42]

& t'4) sex in si 15×52 (✗ Elle])

alors 0<252×54

↑ algy l'4) = 2×5/t'W/(un 2×70 si ✗ EC42])

donc max/l'4) /= max l'4) = 4>1

XE (42] ✗ E(42] ↑

donc f n'est pas strictement

contractante sur/42]

l' (x)/ SKI

théorème : théorème du point fixe

soit 7: ICR → IR, avec IC Of telle que

① 7 est continue sur I

② I est stable par f (id FLEXI)



par f (id FLEXI)

③ f- est strictement contractante sur I (no max/t'4) /SKI)

alors f admet un unique point fixe laver LEI et la suite (un) non

définie par punt, -flan) converge vers le point fixe l !!

✗ Et

No E I donné

On dit alors que l est attractif.

Questions ① Que se passe-t-il si on n'arrive pas à appliquer ce theoreme

(maison arrive quand à trouver là la main)des points fixescef ?

② Comment savoir si ces points fixes sont attractifs ou répulsifs 



② Comment savoir si ces points fixes sont attractifs ou répulsifs ?

Les reprises sont données dans le théorème suivant

Ehevième. Points ATTRACTIFS-POINTS RÉPULSIFS

Soit 7 : ICR → IR ai Icof

soit (Un) now une suite définie par punt, s f14)

No GI donné

On suppose :

① 7 Continue et desirable sur I

② que l'on reussi à calculer la valeur exacte des points fixes l

alors si /t' (C) KI alors l est attractif

④ si /t' (e) 11 i. lest répulsif.

② Si t' (e) s): on calcule (si elle existe) f" (e) etona :

① Si f- " (1) f0 alors lest répulsif) INSTABLE

si f " (l) so alors on calcule f- " (e) -on a

• si f1" (e) > ◦ alors lest répulsif

• si f" (l) so il est alliacty

• si f. " (e) so → on calcule f- " " (l)...

a

Ü

④ si l' (C) s-I on calcule

- 27" (e)-3 (7 " (e))" si❤ lest ATTRACTIF

so lest REPULSIF

50... on continue à explorer..





Exercice (examen 2021)

soit 7 : ✗ ↔ ¥? t/

① Ofs (✗ ER, 49. ×-510} = RI {53 =]-n,-151035, to [

② Explespies pourquoi 7 est continue sur of

7 est contenue sur Of comme : quotient et somme de fonctions continues

③ On suppose ✗ Elon]

Montrer que f ' (x) s [¥5,2

On a fix) s ¥ 3+1 de la forme"¼ + k" ont ladeneivant "n'44' to"

a

ici Usxtz donc U's'

vs ✗ -5 donc v's /

Par conséquent f. ' (x), 1. (✗ -5) -¢+23.1, ×. 5- ×.} , -7

(x-5) ²4- 5) 2 (-5)

Sin

↳

• sin

• CA

⑤ Expliques pourquoi f est décroissante sur ton]

t'4) = §,.co donc f est décroissante sur lois

② Calculer f10) et f11) et en demie que [on] est stable part

¾

sur [011],

flo) s 0ᵗʰ +1s -⅔ +1s -2%5 3



¾
flo) s 0ᵗʰ +1s -⅔ +1s -2%5 :

◦ -5

f4) s 1%+1=-3

3

5

t/ = ? +1s
¼

- 374

4 1

Comme t est décroissante m fois], et continue mai 7([ai]) = [f11), f101]

¼

= [¼, ¾] ([ai]

(car ¼ > ◦ et 35<1)

done to, ☐ est stable par f !!

d Montrer que f- " (x) =L!}

On sait que t' 4) = [×? sp de la forme "Y"donc la denrée est de la forme " ' " w'
V2

avec us-7 donc U'50 m² → 2u.nl

et v s (✗ • 5) ' donc ✓ 's 2.1×-5)

14. (4/5) 14

• 5) (F53

donc 7" (x) s ◦ +7.2. (x-5)

C. 5) 4 C- 5) 3/×

② Montrer que f'est décroissante sur la]

7" (x) s 14 > ◦ donc on signe de (×. 5) 3, donc du signe de ×. 5

(x 3

M ◦ s ✗ SI donc-SI ×-551-55-4<0

one ×-5 Co sur Toi]

f. " (x) co sorti], ainsi l'est strictement decurisante sur lois]

1h

Gna

Par conséquent

f) Calculer l'b) et t' (1)

✗

◦

- 7/25

f110) s Ée' Ê"

t' (1) ≤ g) 2 : ¾ : %.

1

Cfl
¾

(g) Montrer quel est strictement contractante sur GD

pour sa il faut calculer max/l'lx)/et montrer que c'est si.

✗ Ela]

comme l'est ↘ et negative sur toi.] max/l'4) 1s -f4): f641



negative sur toi.] max/l'4) 1s -f4): f641

✗ Eloi]

done f est strictement- contractante sur lois].

⑥ Que peut-on endocrine sur un éventuel point fixedef ?

exercice (pour s'entrainer) → solution cours 2024

soit (Un) non une suite définie par µ,s flan)

no donné

① f possède-t-elle des points fins ? Si oui, lesquels ?

② sont-ils attractifs ou répulsifs ?

solution : ① Les points fins venfient Ax)#

or f4) = ✗ ⇔ NA #

⑤ ✗3 :O

à f : ✗ ↳ XIX

⇔ est le seul point fixe✗ 50

② f : xp ✗ '+ ✗ est durable sur/R

l'4) = 3×41 au point fixe * ◦ ma f110): 3.041=0.

Calculons f"Lx)- GX alors f- " (o) so

Calculon t' " (x) -6>0 done ◦ est répulsif

one




