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Etude qualitative de systèmes

de 2 équations différentielles autonomes d'ordres.

I Introduction.

Dans tout ce cours, nous étudierons les systèmes d'équations différentielles ordinaires

(eds) de la forme ✗ 'H): flxit), ylt))

y' (t): g(✗ H), ylt))

De façon plus" claire" on notera

✗ = flx, y)

y': glx, y)

avec pour condition initiale (quand on en aura besoin) ✗ (6) %

ylto):b

où te ICR

totI

✗ o, goth

en général to :O.



Exemples :

^ Population

1. (Ecologie) equations de proie et prédateurs : LOTKA-VOLTERRA

APOPULATION

a. sardines

Requins

t

H.

t

HUDSON BAY COMPANY

LIEVRE

LYNX

modèle mathématique

REQUINS

y

SARDINES

je

2
s ✗ ' (t) = axlt)y (t)- bxlt)

mortalité des requins

a, b, c, d 70

y' It) = cylt) - dxltsylt)

↓

croissance des saurons

les requins mangent le sardines

mortalité des sardines

due aux respiens



2. Equations de compétition Rappel : croissance LOGISTIQUE (VERHULST)

✗ '= ex/1- x)

K

X l' (t) s r, Xt) (1 - ✗ (E) + a 9H))

K,

y' (t) = ½ alt) (1 - 44) + bxlt)

½

• models de symbiose

- modèles de commensalisme



3. Modèle d'épidémiologie

s I

infectessains

(susceptibles)

SI

S' (t) = - α SH) Ilt) + bIlt)

I'll) s as(f) Ilt) - bIlt)

S' (7) + I't) = ◦ constante

↓

(S + 5) " (t) = ◦ ⇒ Slt) + slt)-N

Question : comment étudier ces équations ?

en général on ne peut pas les résoudre "à la main" c'est à dire qu'on ne peut

pas trouver de solution explicite (-on ne peut pas faire d'étude QUANTITATIVE).

Il faut alors attaquer le problème sous un autre angle: l'études des équilibres,

et de leur stabilité) (C' est-ce qu'on appelle une étude QUALITATIVE).

Pour sa nous allons devoir rappeler quelques notions mathematiques : les vecteurs et

les matrices.



I Vecteurs et matrices en dimension

1. Vecteurs en dimension 2 (dans R²)
X

î IR ✗ IR = 1Re

(x, y')

Û : un vecteur de R2 est definilar :

î

sa longueur : 11 v11 (NORME)

- sa direction (support, Ointe sur laquelle

le vecteur se trouve)

son sens

X

O

Remarque : • le vecteur peut également être défini par ses composants (ses coordonnés)

à :(:)

y



→

✗

(O, î, j')

O

a

b

♂ 1

Â

Hill - j ⇒

1

Ô = ai + bj'

• La somme de 2 vecteurs est aussi un vecteur !

Elle se construit de la façon suivante :

Un  + 

û

☐ ✗

Propriété : Deux vecteurs sont linéairement independants si et seulement si

k, ♂, + k É = ◦ alors k,:&-• (les directions dû et É ne sont

pas parallels)

à

ü
ré :{ alors 2% : 34"

⇔ 3%-2%50 MAIS 3 et-2 sont#0

→ pas lenesurementindépendants

M

½"

' et ½ linéairement independants



2. Matrices (en dimension 2) matrices 2×2

Définition : Une matrice réelle (à coefficients réels) est un tableau constitué

de 2 lignes et 2 colonnes

ca b) → ligne,

→ ligne 2
Exemple : As



colonne 1 colonne 2

3. - entre matures et vecteurs
- -

votons à :(%) et M :(?!)

Que vaut Mô : nié :(:&). (%):

= («9,4,+ {E)

Attention! le produit n'est pas COMMUTATIF. (id ✗ • y $ g. x)

Ici MÛ ≠ Û. M !!

1Was possible

vecteur transposé : si  :(½) alors "= (×, ½)

? M = (x. x) (ĉ ½)

4. Trace et déterminant d'une matrice

On note A :

a s

c d

"2

ax, tbh)

ex, tdx

-

le resultat est un vecteur

Dans ce cas (X, ½

A::)

bx, tdk)(x,tCXz

a b

c
d

trace (A) = atd (sommes des éléments de la premiere diagonale)

determinant (A) = detta) = ad-cb

Exercice : calculer la trace et le determinant de :

A :(! 4) B :(!:) C :
3 ◦

◦ 7

trace (A) = 1+4 : 5

det (A) = 1×4-2×3

: 4 - 6

= 2

te (B) = 6-2=

dit (B) = 6×1-2)-3×61)

- 12 +3

=

4

g

tile) = 3+7=

deb (C) = 3×7-0.0 =

10

21





5. Comment résoudre un système de 2 équations à 2 inconnues (avec les vecteurs

et les matrices)

On considère le système suivant : (s) "+ ½ : k, ❤

CX, t dy = kz (2)

Objectif : trouver ×, et X (les inconnues) en fonction de a, b,c, d, k, et KEIR (donnés)

ax, + bas k,

dxzs.kz → si dso ↗" ½ : ◦ une infinitive solution.
(on peut pendre ce qu'on veut

pank)

si c :OCAS 1

↘ si keto o : ki pas posible

½ : ⅔ on remplace dans (1)

ax, + b ¾ = k, ⇒ ax, = k,-b12

→ si a sorti k-bf so

une infinité de solutions

→ si k-% f0

aucune solution.

✗ , = K - Sky

→ sid#0

→ si

on utilise la méthode ou PIVOT DE GAUSS :

a $0

a

• si Cto

(ix. .
X 50

5 0

U

Methode On cherche à éliminer ×,dans la ligne 2.

ax, + by = k, (1)

CX, tdxz.kz (14×12))

Pour sa : ma

on obtient : (1) ax, + by = k,

(2) -ax,-♀ dy :-2k,



(2) -ax,-♀ dy :-2k,

on ajoute ensuite les lignes (i) et (2'): (1) ax, tbxzs.kz

(2"):(1) + (2) : 0 + (b ½ = k,-♀ k

⇔ (bcc-a) ½ :(kc-94

⇔ (bc-d) ½ :(kc-ah)

k, c- ak)
si on suppose bc-adto ⇔ ½ =

bc-ad

⇔ ad-bc $0

⇔ det (A) to avec A :(ĉ !)

Pour résumer ½ = k, c- aka

bc - ad
avec det (A) $0

ke-aka = - (k, c- aka) =

(detta): ad-bc

- della) det A)

On cherche ×, en se servant de la ligne (1) : ax, tbysk, ❤

- kctakz

- ke take

det (A)

dette)

(1) E)

⇔

ax, + b (-kctakz
det A

= k,

- kictakz
ax, = ki - bbc.az → dette)

ays kfc-ki ad-bkc + b. aka⇔
bc-ad

✓

- kad + hab
bc - ad

a 4⇔
¢1-kd tkb)

be-ad

Y = -kdtkzb
bc-ad - detta)

- kdthzb

- det (A)

La solution de ce système si c $0 et si dette) = ◦ est alors le vecteur

"% :"

- Gk, 6th b) , k, d- kb

det (A)

( " ):( -ketka
½ - ke thad

det A

Rappel :
* ×,

kx):& ¼

LÉA

k, d- kab





On rappelle que A :(??) et on pose ✗ = (½)

Que vaut AX ? :
:&) (Ê):(."""«½:)

(::)/:):

=
ab ax, + ¾

ex, taxa)
c d)

:)

Exercice : Calculer
ah,-¾

- ch, take

" (Ê): acco) (actaea) donc on put aire (Ê): Lea, (1) (4)

Remarque : on noté A'= (E) la matrice adjointe de A :(? %)

A → A

k, d -hab

Ce 6E à)

Par conséquent, résoudre (1)

(2)

revient à écrire le problème sous la forme

et la solution de ce problème s'écrit

ax, tbx

CX, talk

= k,

= kz

AX :(%)

X :(E) ='à. A' (E) si on pose k :(½)

on a la résolution Ou système AX : K s'eint

en mathématique quand det(A) to on eut note

"LA_t'k

A" A. A !

-

(l'inverse de A)

done AX-K ⇔ ✗ -A-K si et seulement si det (A) $0 A" : matrice inverse

A':" adjointe



adjointe

Exercice : en utilisant le notations de vecteur et de malice

donner la solution ou système suriant

✗ , + 2×2 - 4

3×1 + 4×2 = 5
(5)

A :( 's ;)

A :(% %)

det As 4×1-3×2=4-6=-2

✗ (%)

A- ' : à,. t'= 1. (% ;)

K : (⅔

Omc ✗ : A"K=  (:-7) (!)

 (:):(%):

( " %-):(:)
- 3 1 - 12+5

- 3X



 (:):(%):

%-):(:)
3

½

X

Exercice : Comment résoudre AXsAX (7 : LAMBDA (nombre))

avec X :(¼) et A :(%)

:)



On suppose que ✗ ≠ (:)

nature gombe

AX-AX ⇔ "X-X : (8)

vecteur. Tecteur

Remarque si on pose I : %)

(matrice identité)

que vaut ✗ ✗ 2 → 1. (Ê): (1%)

que vaut 7. I. X ?

↳ + IX : 7. (! f) (%)

= a (E) = (¾ ?)

(75 : 11!?):(!;))

(:,

×

2

½

ASTUCE ici : on écrit AX- H = Ô
⇔ AX

⇔ (A-+ 6) ✗

↑

AIX 5

égaux

matrice
matrice

(::).-6 :):(?!)-C:)

= (a-07 & :):

O

Calculons A-75 : A-75s

a- 7 b

c d- 7)

Conclusion : résoudre AX-AX revient à résoudre ( E) × :(?

On rappelle que par hypothèse ✗ ≠ (:)

On a alors le système suivant :

a-t b
Le a. a) (Ê)-(:) que l'on peut eine

(a- 7) x, + bxson

CX, + (d- 7) 2=0 (2)

⇔

(1)

Cys - (d- d) ½
⇒ "

✗ , = -(d-t ↳ (2') (on isole ×, dans (4)

on suppose Cto

On remplace ensuite y par cette valeur dans :

(a-7) ✗ , + by so ⇔ (a-7) . (_ (dit)) ×, + 3×2=0

⇔ É (-(a A) (d- 1) ) Et ⅔ ½

⇔ ½ (-Ca-7) (d- 7) + Cb) ✗ 2=0

¥0

() - (a-7) (d-d) + cbs o

W

k$0 par hypothèse (cask):(:))



() - (a-7) (d-d) + cbs o

↔

⇔ Cb - (a. 1) (d- a) 50

or on remarque det ([ "& !)-(at) (d- a)-Cb

Rappel : (a A b
c a. a) = (::)-as-a. as

> -det (%"!-a) -0

⇔ de (2ᵈˢ Jo
d-7

↳ det (A- 75=0



II systèmes d'équations différentielles

On considère le système d'equations différentiels linéaires suiant :

* (t) = a ×, (t) + by(t)

✗ {(t) = Cx, Ct) tdxz.lt)

qui peut s'ecrire sous la forme

✗ ' A) = A. X (t) avec ✗ (t)-(§ ) et A :(?!)

Rappel : en L2 (2ᵉᵐᵉ de Licence LSPS) on am que la solution de l'équation

✗ ' (t) = axlt) était ✗ (t) scedt

(5)

Idée : l'idée est de chercher les solutions de ✗ ' (t): AXA)sous la forme ✗ (t)-etv

où 7 est un nombre et Vest un vecteur (Vf (?) sinon ✗ (t):

Attention : ici 7 peut être un nombre réel ou complexe

o

0

→ As ✗ tip , it. q i ?-1)



et V est un vecteur de coordonnées réelsleou complexes

SPOILER : on devrait trouer à chaque fois 2 valeurs d, et ½ et 2 vecteurs V, et V2 non nuls !

Comment est-ce que l'on fait ?

l'équation est ✗ ' (t): AXA) on cherche les solutions sous la forme

✗ (t) s e" 'V→ ✓ ne depend poet

que vaut ✗ 'H)?

On remplace ✗ et X'dans l'equation : ✗ ' (t): 7e""

✗ ' (t)- A. ✗ It) ⇔ d "V : A. e

Rayel :(e""') = n'117e""'

ici (est)', de"

"V pour tout 170

⇔ AV : AV

d' apri ce qui précède c'est equivalent à résoudreOn doit done résoudre AV.TV

det LA-77=0

si A :(?}) et tt. Ii) alors A- 75s
a- d

C
:)

A :(%)

t-(A) : atd

dette)-ad-be

Que vaut det (A-75)-◦ ?

det A-71): 0 ⇔ (a- 7) (d- 7) - beso

⇔ ad- at - td + 72-beso

⇔ 72_ (at d) dtad-beso

⇔ 72- ACA)) + det A :O




