
Laurent PUJO-MEN JOUET

pujo@math.univ-lyont.fr

BRACONNIER -BUREAU 216

Equations aux dérivées partielles

appliquées à la biologie et la médecine

Partie 1 : équations paraboliques (équations de réaction-diffusion)

equations hyperboliques (équations de type transport)

et equations différentielles à retard

Partiez :



Partiel : éspiations de réaction-diffusion Référence : JAMES MURRAY

(vol1 & vol 2)

I Les structures de Zuring

Introduction : dans un contexte biologique, les systèmes de réaction-diffusion

ont été introduis en 1952 par ALAN TURING pour étudier

la MORPHOGENESE (apparitions des formes dans l'embryon)

i

au cours de laquelle des formes semblent."apparaître" à

"partir de rien" , 9%

✓ b.

EMBRYON

Ewing a montré que ce type d'émergence de forme peut avoir

lieu dans les systèmes assez simples, comme des mélanges d'espèces

chimique (qu'on appelle MORPHOGENES) soumis à de la DIFFUSION

et de la RÉACTION.

les formes dites STRUCTURES DE TURING (TURING PATTERNS)



les formes dites STRUCTURES DE TURING (TURING PATTERNS)

ont été utilisées depuis les années 70 dans de nombreux travaux

de BIOMATHS : tâches sur le pelage, problème d'ecologie, population,...

Toutefois avant de passer aux systemes d'equations de reaction diffusion

commençons par étudier une seule équation :

1. Equation de diffusion

L'équation type decuiant les phénomènes diffusifs est la suivante :

£414 x) = d. Ault, x) équation de la CHALEUR historiquement



£414 x) équation de la CHALEUR historiquement

introduite par Fourier

u : quantité de chaleur qui se diffuse

t : temps

✗ : espace ✗ ∈ RCIRN N :), 2,3 (ici on étudiera N:|)

↳ c'est à dire quand R :[o, L]

O L

BARRE

L

↳ O

dimension 1 :
O "

09£ : déniée partielle par rapport au tempt

Δ : LAPLACIEN opérateur de diffusion : en ID : Ault, x) s 0%14, ×)

en 2D : Dulkx): 414×1+9'ult,x)
%

✗ =L)



=L

d. : do COEFFICIENT DE DIFFUSION

Définition : La diffusion est un phénomène pour lequel le flux est

proportionnel au gradient

fort gradient

flux negatif → fort

flux vers la droite

L◦ §

fort gravient positif

fort flux vers la gauche

gradient
flux

O

gradient

baisse

→ le flux

diminue

L

⇒

O L

La diffusion" APLATIT LES BOSSES"d'autant plus vite qu'elles sont hautes

et que d est grand (do)

Question : que se passe-t-il sidao ?

on a alors un phénomène d'agrégation ou concentration

ALO



> - ⇒ALO

Remarque : dans ce cours on n'étudiera que le phénomène de diffusion c'est

à dire

Etude de cette équation en ID :

do

L'équation de diffusion s'écrit Êultix)-d. Àultix) t≥0 et ✗ EGL], ↳ 0

a. Conditions aux limites :

Pour que ce problème soit complet, il est necessaire de préciser :

quelle est la condition initiale : cela, ×): fix) , ✗ ∈ [0,1]1

O

:

② . quelles sont les conditions aux bows :

① condition de DIRICHLET HOMOGENE

0 L



alt, o): alt, L) = O

limult, x)-0

t → to

ù condition de NEUMANN HOMOGENE

d- alt, o):& 4144=0
dx

conservation de la MASSE

L
L

H

Ef

L

f- (4) dx = H. L ⇒

0

Le problème est désormais complet :

H - [J'fltxldx

0f ultix): d. Ault, x)

+ conoition initiale : Ulo, x): f4) ✗ ELL)

+ motions aux bows (NEUMANN ou DIRICHLET HOMOGENE)

↳ ◦ , ✗ e- [0,4]

(5)



Question : comment résoudre ce système ?

Pour ça, on introduit un outil mathématique appelé FONCTION PROPRE

b. Fonctions propres

Definition on appelle fonction pope de l'opérateur Δ, que l'on note w

pour les conditions aux bords définies (NEUMANN ou DIRICHLET)

un profil spatial (ou une forme) (c'est une fonction qui ne dépend que

de ✗ (espace)) ici c'est W : ✗ ↳ Wh, tel que :

w est demable 2 fois sur [o, J

ur #◦ . sur GL) (w n'est pas nul partout sur [ou])

w veifne les conditions Aux BORDS

Δ Wh) = 7th) , 1ER

1

2

3

1 (si d) 1 : amplification du profil



Δ Wh) = 7th) , 1ER1 (si d) 1 : amplification du profil

 au

siocial : diminution. ou profil

M → n

Remarque. w est définie à une constante multiplicative près

c'est à dire why on kwa) designent la même fonction propre (kto)

en effet d'apis ④ Δ kwk) = * Awa) =D feux)

devinWer 2ⁿᵈˢ

Remarque : 7 est appelée VALEUR PROPRE associé à W (la fonctions pope)





Exercice : On considère ✗ e- [0,2] avec les conditions de DIRICHLET HOMOGENE

Calculer les fonctions pops de Δ associées à ce problème, ainsi que

les valeurs popes

Dessiner les premiers fonctions propres

on cherche des fonctions w, 2 fois deniable sur [oh, telle que

W $0 sur [◦ IL] vérifiant : DIRICHLET HOMOGENE : W (o) so et W (L)

et AWK) = 7Wh) ici AWK) s w" (x)

done on a ←

1

2

solution.

W " (x) = 7Wh)

Autrement dit on résout wt. q. W"/X)-7Wh) pouxelai]

WCO): W (L):O et W#◦ swfq.is

Rappel : on cherche les solutions sous la forme ex avec re ¢

si Wh): e" alors W" (x): re" et W" (x): 1ʳᵉˢ"

donc w" (X) s 7Wh) (⇒ 12e" s te" pour tout ✗ ∈ 10,1]

4- 7) e"so "

ou encore⇒ 12-1=0 147 polynôme caractéristique

CASI si 7>0 alors 22=7 possède 2 solutions r :B et 1s-A

On a alors 2 solutions linéairement indépendantes et"et ê" (où

Dans ce cas là, les solutions W sont données par

ark) = 4e"+ 4e"pour tout ✗ e- (at]

et on calcule c, et a grâce aux conditions aux bows: who): W (L) so (DIRICHLET)

1 2

1,5-22



• Who) so ⇔ 4. et" + 4e":O

C, t E -o

9=-4

On a alors Wh) = C, e"-gé"

= 9 (e"-é"")

d

s (è-é 44=0• W (L):O ⇔

si 4=0 alors Wh) so partout

IMPOSSIBLE CAR W#0

ent-é" 

⇔ e": ent

j e": en, c.) (e4)?

1,:B, 770 ✓

$0 PAS POSSIBLE

=, 4L :O

↘ PAR HYP. ↳ O !

le cas 1 : 7>0 n'a pas de solution.

CAS 2 i 7=0

Alors W" (x) = Aulx) so (cont :o)

on doit résoudre w"4) so c'est à dire W'lx):S

et donc

Get E sont de terminées par ls conditions aux bows:

• Who)-◦ ⇔ 4.0+2=0

Wh): 9×+4

⇔ Eso

donc Wh): GX

d'autre fut

• W (L): o ⇔ 4L :O

le cas 2 : 7=0 n'a pas de solution.

M L-70 et si G :O alors WEO PAS POSSIBLE

CAS 3 si 720 comme REC on a alors m² : 76"done r ? - -HI

2ᵉ = if/

on a alors 2 solutions r,: if et ½ =-if

C'est à dire que r, = ½

Rappel : si r, = ✗ tip et re : ris α-ils alors wex): à"β"+ se"""

et on peut se ramener, à way : e" (Gapytesinpy)



et on peut se ramener, à way : e" (Gapytesinpy)

Ici : r,-if) de la forme ✗ tip avec α so et β : fil

on applique alors la formule :

WW): ê (Geo (F1. x) tesin (ftp.x)

Y

= ga (Fx) tesin (Fx)

On calcule c, et s en fonction des conditions aux bords,

on obtient who) = c, colo) + sain (o) = 0

Y = 0

⑤ 4 :D

Omc Wh) = asin (V71.x)

• WIL): 0  {sin (F71-L):O

⇒ in (flic):O

⇔ F71. L : KIT

si Eso alors W ◦ IMPOSSIBLE

KEE
'

1W ↳ ◦
> 

> ◦

↳ > 0

k doit être > ◦ donc KEIN" (k : 443,4, 

⇔ V1 : KIT one 171 :(½'

Aom

- 8 s

L

KITT

KEIN"donc As- KITZ

on a une infinité dénombrable de valeurs popst,

on les note th, KEN"

et ls fonctions pops sont données par

W (x) = E sin (F1. x) où f71 : KI

Wh) s E Sin (KIT ×

L

/ KEN"

on rappelle que les fonctions popes sont données à une constante multiplicative pi.

Autrement dit, sans perte de généralité on prend ⇔

Conclusion : les fonctions pops de Δ avec ls conditions de Dirichlet homogène



fonctions pops de Δ avec ls conditions de Dirichlet homogène

sont Wp (x) s sin (kif), ke N"

et de valeurs propres associées 7h : -
KIT L



2. Dessinons les premiers fonctions propres

k 51,4341"
k :| k : 2

W, K): sin (Y)

y

Wzlx) s Sin (21T ×

✗ 50

SIX : ◦ sin (o):O

si ✗ =L sin (21E)'sinkit):O



y

O ✗

1

i

50

sinto)

✗ =L

Sin (ITE) ssintt)

¼ ½ ?

✗ =Ls/i2n (TE)

= sin (½)

CW,

si ✗ =L sin (21E)'sinkit):O

ix. ½ sin/EE).int)

- O

six : ¼ sin ( "%): in (E)

six : ¾ sin (211.3L

L (

sain (3E):-1

k ∈ IN * est également appelée FREQUENCE des oscillations de Wp !

pour le 9 décembre. mêmes questions mais avec NEUMANN (au

lieu de DIRICHLET)

B

Car

Remarque

Exercice :



c. Résolution de l'équation de diffusion :

On rappelle que l'on a

(5)

feulᵗ, ×): dAultix)

+ c. i Ulo, x)-flx) /XE (o, L]

+ c. aux bons Dirichlet ou Neumann

(e) si la condition initiale est une fonction propre Wpix) (de Δ satisfaisant les

conditions aux bords)

On suppose donc que ulo, x) = Wh 4) ✗ EGL] (wek)

^
equation': % ult, x) = d. Ault, x)

Ulo, X) = Wh (x)

Du (Gx)

Δ Wek)

sit? "amplifié Effkepf.ae.

initial change 1"

↗ Cwk

✗

t

ultix)

on applique le

laplacien

la forme reste inchangée, elle

sera juste"amplifiée"ou" diminuée"

au cours du temps



au cours du temps.

ASTUCE : on cherche les solutions sous la forme suivante:

alt, x) = ✗ (t) Wpk)

-

coefficient d'amplification au cours du temps

on a séparé les mialls t et × : c'est la méthode de separation os variables.

avec Ult, ✗ )-alt) Wala fonction pope,

l'équation de diffusion s'écrit alors : ♀ ult, ×): adult, y

⇐ 0f (alt) aka)): dA (✗ 4) Kkk))

⇔ aka). L'It) s dalt) Δ Uk)

⇔ Wpk, ✗ 'It) = dix (f) . ¼ Uk 4)

⇔ week)(✗ ' (t)- Agdalt)):O pour 67,0 et pourtout ✗ Elon]

-

∄ 0

- -

⇔ ✗ ' (t)- hd alt)-o équation différentielle

☒ A)

⇔ ✗ (t): ✗ 10)eᵈ½ᵗ

Rappel ✗ '+ ax :O on multiplie par es"! Et

- eak'taêtxso

⇔ (edx)':O

⇐ , eatx :c

⇔ ✗ (t): céᵗ ici as-dad.

et C : ✗ 10)

Siona Dirichlet uklx): sin (KI) et de :-(ET

Par conséquent :

Ullix): ✗ (t) wek)

s'ent

Mlt, ×): Xlojedktwklx)

-

(exercice précédent)

i
Que vaut No) = ?

• on pose to Ulo,x): alu) écukk): ✗ (o) UK)

mais par hypothèse UH = Week)

} ✗ loyaux, sweek,

done No =

Conclusion : la solution de l'équation de diffusion quand la condition

initiale est une fonction pope ukix) est donnée par :

ult, x) = ed.#Wplx)



Remarque si la condition aux bons est Dirichlet, on a ukex): sin (KI) KEN"

¾ °

donc ult, ×): éd. ❤ It et Xp : _ (Hp

sin (E4)
-

↓#o -
borné compientu-1 et/

ftp.ult.X): 0.

Exercice : quelle est la limite quand ma On Neumann homogène ? pour le 9 décembre



Exercice : pour le 9 décembre Dirichlet à droite

↑

Chercher les fonctions pops de Δ sur (ou) are u' (o)-o et W (L):O (examen)

NEUMANN à gauche

di) si la condition initiale est la combinaison linéaire de 2-onctions pops

On suppose ici que ulo, ×): L we, k) + Luk,4) 4442 ER

hematiques, le pince

la combinaison de cha

fonction'pope c'est à

alt, ✗ )-aye" "twerk) + ½ᵉ"" week)

une seule fonction propre une seule fonction pope

On utilise, ce qu'on appelle en mat

la solution ult, x) est donnée par

condition initiale est une seule

je de superposition :

une des solutions si la

dire.

↳ ◦ etxelal].




