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Comment résoudre un système de 2 equations à 2 inconnues

(avec les vecteurs & les matrices)

On considère le système suivant : ax, + bxz.sk, ID

c Xp + dy s k (2)

Objectif. trouver yet ½ (les inconnues) en fonction de a,b,c,d, kethER

Connés)

CAS 1 s si Cso ax, + bz : k,

dy s ke → si dso

si k :O on a une

infinité de solutions

(on peut pendre ce qu'on

veut pour ½)

◦ : kito impossible

PAS DE SOLUTION

si k£0

→ on a

et on remplace ½ par kg dans l'expiation

ax, + b.kz : ¾ ⇔ ax, = k,-bz

si dto ½ = ½

↗ k-bz 



↳ si½ ↗ 2=0 ◦ si k-bz :O

on a une infinité de solutions

on met ce qu'on veut pour y

• sik-b. k$0

on a 0.4 : k,-b. kg $0

IMPOSSIBLE-PAS DE SOLUTION

↳ si 040 max,-{(4-61)

CA 2 si C#0 on utilise la méthode du Pivot DE GAUSS

idée ✗ t α

+ α

- *

α

→ - ×

x

t

On rappelle l'espiation ax, + Exisk❤

CX, + dy s ka (2)

Méthode : on cherche à" éliminer"4 dans la ligne (2) :

Pour sa : on écrit la ligne ⅓ de nouveau :

on multiplie la ligne ③ par-2 et on a : -9.4.x,-Edy :-♀.kz ↳

on obtient :

ax, t bz : k, C1)

(3)- ax,- E.dz :-2k

et on fait (1) +30 : on obtient

On garde la ligne ① et on change dans le système la ligne (2) en ligne ⑨

On a alors le système ax, + bois k

(b- a d) & : k,-? ½

◦ + (b- ?-d) Es 4- 22 ⑤

on modifie "légèrement ⅓": (b- 2 d) ½ = k k

(c. §. E. d) Es c. k - 2k

C

[(bc_ad) ½ = {(ch-alz)⇔
1

(bc-a d) x = (ch-aka) ⑤

si bc-ad to on α
½ = Ck,-ok

bc-ad



bc

Remarque : le système ax, + by :b

CX, + ½ s ka
peut s'ecrire (?!) (E) :(%)

on note A :(2 !) alors tra) = α + d

det (A) = ad-cb

on a ½ s Ch,-ok

bc-ad

= Ck,-aka

(avec deta) $0)

be-ad toc ⇒ det (A) $0

- detta)

-(ch,-aka)

det (A) s ad-Cb

done

. - deb G) sbc-ad

det A

≤
- cki take

det CA)

On cherche ensuite y : (1) ax, + bas kg avec ½ : _chtak

det (A)

① ⇔ ax, + b. - ch, take

det (A)

⇔ ax, = k -b.

s k,

- ch take)

det (A)

k, -b (-ch take)
ax, =

detta) s ad-cb

ad-Cb

- k, (ad-cb) - y C- chtaka)

ad-cb ad-Cb

k, ad-Rob + Ak,-ablez
⇔ ax,

ad-Cb

- k, ad - kab

ad-Cb

⇔ au

81 a $0 ⇔ µ
= α (kid-kb)

ad-cb

4
≤ kd-kab .

ad-cb
- det (A)

si c#◦ , ato et detCA) $0

alors ×, ≤ kid-hab et Es - kctka

kid-kb

det A)

Pour résumer.

detta) det (A)



kd-kb

- Getha)

on peut ecrire : ⅓

½
= Et (A) C::)-"1 :)

Remarque : on a ax, tbysky

CX, + des k

qu'on peut écrire a b

(a) (E)-(E)

on remarque que la solutions s'écrit

(Ï):#1ᵉʳᵉˢ
- k, c + Ea

↳ on peut l'écurie sous forme

d'une matinée × vecteur

d -b

E)(" j

NOTATION : on note A':(!-%), elle s'appelle MATRICE ADJOINTE de A ½)

on passe de A → À

Ca :)-C :)

Conclusion : la solution ou système ax, + bz : k qu'on écrit A (E):(%)

ex, + dr-k
are A :(%)

r
- G Q

Remarque

s' cent : si Clo, det G) to et a $0)

(Ï): Lea."-(E) à s' :(::)

En mathématiques : on peut montrer que l'envie de la matrice A notée A"

est exactement A"= LA. A'

A. (Ê)-(1) ⇔ (E): A" (E)
A's Letaj À

Exercice : Resourre X, t 2×2 = 4

3×1 + 4×2<5

• le système s'ent : (??) (%):(:)



) (%):(:)

on pose A :(!:) - C :3#

alors (½)-Lan s' (9) au 1 :(?:)

(%). 1::)-(:-):-if: E) = :(! 

- t :?) t'½

det (A) = -2 $0 as/$0

et on

%:)

Exercice (pour mercredi):. Résoudre 2×1 + 3×2 5 1

54, + 2×2 = 4

• Résoudre 2X, +32 51

◦ y + 22=9

Remarque : ecrire ax, + by sky

CX, + dy s ka

peut s'ecrire

où A :(:&) X-(E) K :(%)

avec A" = dejà

A. X : K

et la solution s'eait (si det (A) $0...) ✗ s Aik

Question : comment résoudre AX :X ici 1ER

avec A :(?!) et X :(½)

On suppose que ✗ + (:)

Remarque : quand on a : ax six ⇔ (a. Dx :O danses réels

est-ce qu'on peut le faire avec ls matrice et le vecteurs ?

Réponse : pas tout à fait :

??

A. X -AX↑ ← vecteinᵒ (⇒ A-7

maline ↗ "vertun nombre

✗ so

une un
matrice nombre : on a pas le droit de

faire MATRICE-NOMBRE

Pour avoir (MATRICE-MATRICE)



faire 

Pour avoir (MATRICE-MATRICE)

↑ on va utiliser une astuce :

ce qu'on veut c'est trouver une mature M telle que a.MX : Ax

de telle sorte que AX sax s'écrit AX s AMX ⇔ (A-AMX :O

↑ ↑

mature-mature

Repose : si M :(%): matrice identité on la note I :( '◦ 9)

7 (◦ 1) "≤ a. 1 :?) (E) d. (E) :X

"si X :(%)

L'équation AX sax ⇔ AX-d. I. X à E :(%)

⑤ AX-AIX :O

c) (A-1) ✗ = 0

• A- as :(?:).-(::):(ĉ :) + (Ï)

a-t b

c a.)

one (A-77×-0 ⇔ (" s
c d-d) ✗ 50

on rappelle que ✗ $ (:)

si X :(%) on a ⇔ a-t b

(c a. a) (E) -0

(a-7) ×, + bz :O ①

ex, + (4-7)×2=0 (2)

(a- d) ×, + by  ①

ex, =_ (d- DE

(1)

×, "

C

on suppose c $0 ⇔

(d- d) ½

On remplace ×, de (3) dans l'équation (1)

Ca. d) . (d- 7) 

3)

by 



Ca. d) . (d- 7) ½on a : + by :O

⇔ - ½ (a-d) (d- 7) + b) ✗ 2=0

⇔ (  (a. 7) (d- 7) + CI) ½

ĉ 1- Ca-7) (d- a) + cb) ½

⇔ (-(a-a) (d- 7) + (b) ✗ 2=0 or Xs (¼)# (8)

on suppose ✗ 240

donc il reste _ (a- d) (d- 7) + cb :O

⇔ cb-(a- 7) (d- 7) so

⇔ - det (A-75):O

⇔

Remarque A- AI :(a" b
c a. a)

detCA-It):(a- 7) (d- 7) -bc

- det (Adt): Cb-(a. a) (d-
det (A-25)-0

↗ unecmoition pour

résoudre le système est que de A- 27=0.... À SUIVRE...

☐ 9 termes d'équations différentielles

On considère le système d'équations différentielles Uneaires suivant

×!(t) = ax, (t) t bxzlt)

✗ {(t) = ex, (t) + dxzlt)

qu'on peut écrire sous la forme:

✗ , 4)

⑤

(xa)
" :(a b) (X2 (4t))

et en posant ✗ (t): ( %,) et A :(::)

le système s'ent

c d

✗ ' (t): A. XA)

Rappel de La (SPS): quand on a ✗ ' (t)-axlt) en dimension/pas de matrice)

on a vu que la solution s'écrivait



on a vu que la solution s'écrivait

* (t) = c. et

Méthode dans le cas des systèmes :

l'idée est de chercher les solutions de ✗ 'G) = A. Xt) sous la forme

✗ (t) se"V avec V# (:) et 7 (lambda) est un nombre
← vecteur

Remarque. attention 7 peut etre un nombre réel GR) ou complexe (ER)

7s atib i ?-1
↑ '

partie réelle partie imaginaire

et V peut aussi etre un vecteur réel ou à composantes complexes

on cherche les solutions ✗ (t) sous la forme ✗ (E) = etv

que vaut ✗ ' (t): déᵗ. V (F) '= n' 117e""

et on remplace dans l'équation : XIII: AXA)

⇔ 7e"V : A. e"V

⇔ Actv-te"V

⇔ e"CAV-V) so pour tout te ICR

⇔ avec ✓ + (8)AV-AV-0

⇔ AV- AI V50

⇔ CA-A) V :O

d'apice qui peine c'est equivalent à résoudre

det LA-II)-0

✗ ' : AX

✗ sehr

Rappel : si A- (?!) alors A- 15=1 ? %)-(ô :)

:(ac" ds. d)

Comment trouver 7 à partir de l'équation

Reprise en écrivant det (a. 75):O ⇔ det ("c",". a) 

det (A-71):O ?



Reprise en écrivant det (a. 75):O ⇔ det ("c",". a) ⇒

↳ (a-7) (d- 7) . bc = 0

⇔ ad - ad-ad +72- beso

⇔ 72_ (at d) t + ad-beso polynôme de degré 2 end

Rappel Rappel: axe + bxtcso

" :({%) • si Δ > ◦ : ×, =-b-☑ et ×, =-↳ ☑

te (A) satd

Δ :b'-40C

22 2A

- si Δ :O × = -%

si Ao : on verra...

det (A) = ad-bc

⇔ 1 ? KCA) At det (A) so

Remarque :. cette formule permet de trouver d.

On pourra ensuite trouver V par la forme de

• si Δ-o on a alors 2 solutions d, et ½

et dans ce cas là on aura 2 vecteurs V, et V2

Dans ce cas là, un résultat de mathematiques nous dit que toutes les

solutions de X's AX s'écrivent alors

✗ (t) s k,. et"Y + kett v2

si on pose ✗ , 4) se"tu, et ✗ 241 :#V, alors

AVIV

Δ s tra)"-4deth)

Xt) slyX.lt) the Xlt)

Les constantes k et ke sont calculées à partir de la condition initiale :

✗ , (o) s no × ! (t) sa x, 4) + by Lt)

X2 (o) = Xo ✗ 2" (t) s Cx, (f) tdxz.lt)

Exercice : résoudre le système Klt) = Xlt) + 2×2 (t)

(s) ✗ {(t) =3 ✗ alt) + 44 (t)

Etape : (5) s'écrit sous la forme: ✗ ' (t): AXA) avec A :(! 3)



Etape : (5) s'écrit sous la forme: ✗ ' (t): AXA) avec A :(! 3)

On cherche ls solutions sous la forme ✗ (t) set. Voir# (8)

étape 2 : Chantons d, et ½ :

pour sa on utilise la formule :

Calculons d'abord Lila): 5

det (A):-2

donc le polynôme s'écrit

7ᵉ_lila)d + detta):O

82-57-2=0

Δ-25-18=3370

on a alors 2 solutions 7, =-15-B et ½ ! 5+533

2 2

Remarque : on vient de trouver d, et 72. Il resterait à trouver V, et V2

par la formule AV, = 7, V1 et AK : V2

on le fera avec un exemple plus simple.

Retour au cours: pour la forme d'-kho) Atdetta):O

si Dao on trouve 2 solutions 8, = HA)-B et 72s HAHA

2
 s ti (A) 2- 4det(A)

2

Calculer 7, +72 :

7. te = (tra); b) (tings) (GCA)-B) (GAINS), AI-m²

ACA)-B , ti A) + D= liA)-☑ + HA) + ∄, 24g):

2 2

ha)

A :(a- %)

As atd

GAZ_④ (A) 2- 4det A)

4

GAZ_KATY dets

4

7,22F det (A)
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Rappel : But : résoudre et représenter graphiquement les solutions de

×,' lt) = ax.lt) + bxzlt)

Xlt) s ex, (t) + dxzlt)



Xlt) s ex, (t) + dxzlt)

qu'on peut écrire sous la forme Xts = A. X(t) à ✗ (4) = (["f) et A :(? %)

On a vu que si on cherche les solutions sous la forme Xt): et avec ✓ + (8)

où Dee, et V : (!) alors ✗ 'It): AXA)

s'emit dedtv.se?tVpourtouttEI(t301ar

exemple)
⇔ iv. AV

⇔ AV-AV :O

" (A- AI)V :O où I :(di) et V41 :)

⇔ dit (1-75)=0

l'objectif est alors de trouver d'abord) puis ✓

→ Comment trouer D: on a vu précédemment que :

det(A-D) so ⇔ 82_tels)7 + detta) so

C'est un polynôme de degiez end.

On a alob3 cas : si Δ : trap-4deth) > 0

on a alors 2 solutions 1, et de réelles distinctes 7, shh)-VA
2

et 72s ACASTUS

On a un que d, + des litt) et aides dette)

Quand on a trouvé >, et de on calcule Y et V, tg.

AY : 1,4 et Ave :{V2 avc Y :(E) $1:)

et V2 ← (E) $18

alors les solutions de ✗ 'A): AXA) sont ornées par

✗ (4) s g. ê.tv, + getty

et on troue 4 et ce en utilisant la condition initiale

important :

✗ 6) :(% %).



Retour au cours : Comment trouer les solutions de ✗ ' (t): AXA)

quand Δ : tra)"-Adet A) > 0

Pour sa, on a encore besoin de faire quelopes calculs :

On suppose qu'on a calculé D, et 2 et Y :(%) et K : (4) le vecteurs

associes.

Note : d, et ½ sont appelées VALEURS PROPRES du système

et r, et ½ " appelés VECTEURS PROPRES associés à diettz

Définissons la matrice P suivante : Ps ( "½ %):(Y 4)

↑, ½

Exercice : si on pose A :(2%), t.gs AV,-2,4 et Ak : ½

Calculer A. Ps ([3) (IÉ)'

½
r

(::

avi, tbViz

Chitdviz

ah, + buzz

C V2, t d V22

R AV,:(? &) (%)-

et Are-({b) (%):

aviitbliz

Cht d V12

a Va, tb 22

c Vait avez)AV,E Ave)

= (7h 7k)

= (V. K). (d'oie) = P. (! %)

↑ à verifier en exercice

Pour résumer : on vient de montrer que AP :P. D où D= (% :)

↑ diagonals

Remarque : on pourrait montrer (pas fait) que Pest inversible de matrice

inverse P" et par la propreté des matrics invisses on a :

P. P" = I on encore P" P-I

Ici on a AP s P. D si on multiplie par P"à gauche 



Ici on a AP s P. D si on multiplie par P"à gauche ma

p-'Ap s P"! P. D

= I. D

PAP : D

Remarque : on vient de trouver un moyen de passer de la nature A

à la nature D:

p-'AP

(E) → (!:)

T T

• La mature P s'appelle MATRICE de PASSAGE.
AV, =D, V1

dès qu'ma A :(?!), on calcule d, ette puis y etre ↗ Lave : ick

on en déduit D :(Là) et Ps (U, re)

◦ La matrice D est beaucoup plus facile à manipuler que A !!

• Comment procède-t-on en exercice de façon concrète?

METHODE :

• on a l'equation ✗ ' : AX on calcule d,, ½ etheth

on en déduit D :(! %) et P :(V, K)

on pose8 ✗ = PY où Y :(%) inconnue

alors X' s P. Y' m X': AX

et donc ma AX = PY'

on multiplie par P'': on obtient

P" AX s P-! PY'

w

⇔ P"A~. PY : I Y's Y'

2

⇔ DYSY'

③ Conclusion résoudre ✗ ' : AX revient à résoudre

↑
po facile

Y's DY

↗
facile



po facile
facile















Réprésentation graphique des solutions :

on rapelle qu'on est dans le cas où

7, et de deux racines réelle distinctes du polynôme caractéristique µ 2- tra)] tdeth) so

× ! = ax, + bz

Xd : Cx, tdx

¼': A)

Δ, tib)²-hdetto) 20 et qu'on a

alors résoudre
- revient à résoudre

y,'s d. y,

yo's 1292

(Y': D. 4)

↘ console :

Y, (t) s k, edit

124) = Gett

Pour trace ls solutions on va utiliser les tangentes :

→ tangente

y, 41

½

o

½

si y

✓ pente de la tangente : vecteur vitesse : (silt), gilt)

y {tt)

si y,' 4) 20 ⇒ y, tt) est ?

→ (

si gilt) co ⇒ y, tt) est ↘ ← gauche

si y :(f) so ⇒ Malt) est ? ↑ haut

si y ! (f) co ⇒ Galt) est ↘ ↓ bas

si y.lt) soi on ne bouge pas horizontalement

-

droite



si y élaso " " " verticalement

(Ide :o) (detA : 8,12 :o)

tra): dit :-12

exemples : CAS 1 si 7, so et ½ $0

on suppose 2270

y,"/t): d. y,

y'all): 1292

1230

s'lent avec d, so, 1220 :
y,' Lt)-

y !H) s 1242

so ✓

CRÊTE

> pas de deplacement horizontal

il n'y a que des

déplacements verticaux
12

9,
o

1220

12<0
yzco

o

y,

l

½

:

/

↓




