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☐ - • différentielles à retard

Rappel : équations afferentielles noinaires (EDO)

✗ ' (t): flt, ✗ (t))

✗ " (t) = flx (t))

(EDR)

i edo NON AUTONOMES ex: ✗ " (t): text))

i edo AUTONOMES exix' (t): ln/✗ (t))

en dimensions, les solutions des en scalaires autonomes sont monotones (quand elles ne sont

pas constantes) ~

✗ '= f4)

PAS D'OSCILLATION POSSIBLE !

On peut avoir des oscillations : foyers, cents

mais on ne peut pas avoir de CHAOS

t t

en dimension ?
fr15)

det (5) Δ-o

NO

1>0

pour avoir ou chaos il faut au moins passer à la dimension 3 (par ex : les equations de LORENZ)

Avec les équations différentielles à retard, une seule équation peut engendrer le casos !



équations différentielles à retard, une seule équation peut engendrer le casos !

tout ce qu'on savait sur les os ne marche plus avec ls er !!

Exemple : le modèle de MACKEY-GASS

érence entre edo et ear

Ex

Quelle est la of

✗

t

✗ ' (t)-f4171)

✗ (o): KEIR

✗ ' (t) = f(✗ (t-1)) ↳ 0

✗ (t): Glt), tel-1,0]

468161,03; R)

t

✗

un seul point

0 7

:

une infinité de point

%
q



A-t-on un résultat d'existence et d'unicité? Peut-on même calculer la solution de

façon explicite ?

✗ ' (t): - XCE-T) Tso ↳ 0

✗ (t) = 91E):b sur [To].

Exemple :

t

✗

4%

:

T

Rappel : si Tso on a ✗ 'A) =-✗ (t)

✗ (o): 1

qui ✗ pour solution ✗ (t): ét

On suppose ici Tso : on calcule la solution sur [◦ ,☐

si of EST alors -1st-Tso dans ce cas là ✗ (t-T)-Glt-T)#

et l'équation devient sur Lot] ✗ ' It):-I

done for tout te lot] ma ftxislds : f- Ids

⇔ ✗ (E)-No) = -(s)!:-Etos-t

"
1

T

⇒ ✗ (t): 1-t / te [OIT]

Exercice : chercher les solutions sur [T, 2T], sur [2T, 3T]...

De façon générale : sur la.at, ni] avec new"

✗ (t) = 1 + §, C- 11k (t_ (k-1) 7k

k !
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applications to the

life sciences.

KUANG

delay differential equations

Remarque : prouver l'existence et l'unicité se fera intervalle par intervalle → pas difficile

par contre exprimer la solution de façon explicite peut devenir trs compliqué

mème pour des equations tis simples (voir exercice précédent)

. On va donc s'intéresser plutôt à l'etude des équilibres et de leur stabilité

• Pour les équilibrs : on note ✗ " un équilibre de ✗ ' (t): f (x (



• Pour les équilibrs : on note ✗ " un équilibre de ✗ ' (t): f (x (ti

Bonne nouvelle : ce sont les mêmes que pour les eds. En effet les équilibres sont

des solutions stationnaires one independants ou temp. Ils vérifient :

✗ "' s o -ce qui dans l'cordonne

/

fixᵗ):O c'est une racine de f.

Une fois les équilibres troués méturé leur stabilité en les perturbant (puis on linéarise

le problem).

Pour étudier la stabilité d'un espérilibre il faut commencer par étudier le problème

linéaire.

1. CAS LINÉAIRE
GEIR

On considère l'équation suivantes, ✗ ' (t) saxit-1) (on perdT =), 630

ma ✗ ' (t):O pourtout 630Si



ma ✗ ' (t):O pourtout 630

donc ✗ (t): k (constante) on connait la solution.

étapes trouver les équilibres ✗ *

Les équilibres ✗ * vérifient \"1=0 c'est à dire axto avec ato donc

est le seul équilibre.

étape 2 : on perturbe l'équilibre

On pose xp une petite perturbation de ✗ * so et on note ✗ G) = ✗ * + xp Lt), 63,0

si ↳ lui + ok = ◦ alors ✗ "est LAS, si loin xp to alors ✗ * est instable

↳ to

CASI Si 950

CAS 2 si ato

✗ TU

On remplace × par * + xp dans l'or ✗ ' (t): ax (ti) et ma

☒ * + xp (t))'sa (✗ * + xp (t-1) '

ce qui donne Xp' It) = a xp/t-1)

l,',!Ë:)

On cherche ensuite les solutions sous la forme xp(t) s et, te ¢

Remarque : il y a une infinité de valeurs pops parce que le ear sont

définies en dimension infime



définies en dimension infime.

étapes On remplace xp Lt) par et dans xp' (t) = axplt-1)

On obtient de"= aet" " de": oct-7 pour tout ta

⇔ et (a- ait) 

⇔

elle n'a pas de solution explicite, on l'appelle equation transcendentale.

d- de" so equation caractéristique

Comment determiner le solutions de ¢ ?

étape 4 CASA Si 1ER 7- ait

on pose 717):-1 et gla) = ait. On cherche 1ER t.gl/d/:gH)

graphiquement : si 2>0

fig
G

par le théorème des valeurs

intermediaire on a existence et unicité

d'un 1, et on a même daso
ta



a

¼
Conclusion : si ado, ✗ " est INSTABLE

si aco

7 7

♀

G
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acacco accaco
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Calcul de ac (et de dc) te vérifie pour ac : flac): glac)

⇔ de = gé"

D'autre part le point (de, de) est tangent à Cf et bg

autrement art de renfui 1 = - q. é"

On a donc 7es acète 0

et ②1=-2 .

① + ② ⇒

et comme -a : e"donc a =-e"

=-é'

7es-

éLa valeur critique ac vant-le et la valeur propre

si at Jac, % on peut montrer par le calcul que l'on a 2 valeurs pops reillsco

et si ✗ Cac " " " que l'on a aucune valeur propre réelle.

des-1 O



cas B si de ¢ ca 7 : Reca) tilmla) avec Im (7) f0

sinon on retombe

au cas A)

On pose pour simplifier d : α tip

On remplace dans l'équation 7H): ga)

on obtient :

⇔

fatip): glatip)

✗ tip = a e- (✗ tip)

⇔ ✗ tips = ai" é "β

= ai" (estp) + sin (β))

= ne" (cop-isinp)

Par identification des parties réelle et parties imaginais :

α : aérop ① β to a

β :-né" si"β② et on veut savoir si xo ou > o ?

Pour aco (le cas au est dejà connu : ✗ * instable)

et pour β to

on cherche yet y to. α : 9(β)

et α :4(β)

- -↳sinβg = -coton (β) donc

et dans ② on a : β = -de" sinp iad a :-B e"

sin (β)

on remplace ✗ par -β cotank) et on obtient

§ : ⅔ α :-piston (p)

as -
β, -pestant? pp,

sin/β il

- YIP)

y :p (t)

✗ : 411)





1Re (7

a

* est instable

! at

inÊISK

RÉ

que vaut at ?

on cherche la valeur de aco la plus grande

(la poche de 0) t. g. on ait (RH):o)

on cherche one β E. g. α :O et aco (la + poche de o)

✗ 50

= α

✗ :-piston β =-β Ç⅔

done α :O ⇔ CA β

⇔ β = {+ KIT, ke E

=-oé" sings si α-◦ ps-asings 11

~

si β = EMIT ⇔ {+ KIT :-asin/Et KIT)

2 β

± Et kit a

On cherche aso la plus proche de ◦ , càd la valeur de k E. q

± E + KIT co et le proche de o. k : ◦ et

La valeur aka la + poche de ◦ pour laquelle ✗ so est one a#

si ago ✗ * :O INSTABLE

as

En resumé :

si at]-E, ◦ [ ✗ * so AS. (asymptotiquement stable)

si a C- ½ ×"so INSTABLE

a

Ret

at

Ë
O

*

INSTABLE

✗ *

INSTABLE

* A. S. afo ☒ 'saxl'-x)

exercice : On considère l'en ✗ ' (t) = a x (t-1) (I-✗ (t-1)) LOGISTIQUE

Iyaz équilibres si on pose fix): axel-x) flyso ✗ * sooux":|

Etudions la stabilité de ×":| on considère xp une petite perturbation et on note #✗ * + xp

l'edr s'entals ☒ + plu)" : flx.tt/p(t-D)onlinemiseautomdex*s1

9e



l'edr s'entals ☒ + plu)" : flx.tt/p(t-D)onlinemiseautomdex*s1

m

Xp' (t) = t' (A) xp/t-1)PROBLEME LINEARISE VAN : ne f4) sax/1.x)-9×-9×2

= a-2x

l' (1) = a-20=-9

f'

Xp'lt) = a Xp/t-1)

on a vu que si xp' (6) = αxp (t-1) : ✗ * est Las. si at]-½, ol

INSTABLE AILLEURS

donc ✗ * =/ est LAS. si-de]-½, d

càd

ici as-a

ne/9%1


