
9 janvier 2023
↳ sciences pour la santé.

Etude qualitative de systèmes

de 2 équations différentielles autonomes d'acte 1.
↳ ne depend

pas explicitement
1. Introduction de t

Dans ce cours, nous étudierons les systemes d'équations dfferentielles danois (edo)

✗ ' (t): f (Xt), glt)) EEICIRde la forme

J'A) = 96×4), YLE))

de façon plus "claire" on écrit

✗ ' : flan)
y' s 94, D­


ave pour condition initiale ✗ (to)-to
yl to): go '

to EI , to, GEE

Exemples : 1. Equations de proie et prédateurs (LOTKA-VOLTERRA)

N' (t) = a. Nlt) - b NCE) Plt) = f (NA), PHI)

P ' (t) = -CPA) + d Nlt) PA) = JCNLEI.PH))

N.lt)-population des proies autempt

P (t) s i. "prédateurs au tempt

N

L

p

2. Equations de compétition

N'4) = r, N, It) (1 - N, H) + a, Neli))
KI

Na' (E) = 12N, Lt) (1 - N2 (t) + a, NI/t))
K2

ANI ni : r, m/1. E.) espiation .

taux ↑ capacité
de croissance maximale de charge

_
logistique (VERHULST)

K,

3. Epidémiologie.

S'4) = _a SCHI (t) + bilt)

I' (E) _ ta SHII(E)-bilt)

Ni Ne

S

susceptibles infectés

Slt): population de susceptillsanterpt

ILE):" des infectés antempt

I

SI

Remarque S'HHI.lt)-O

(SCHELE)) s

⇒ Slt) t IL E) =P.

population totale est constante

Question : comment étudier ces équations ?

en général on ne peut pas les résoudre "à la main" c'est à dire qu'on ne

peut pas trouver de solution EXPLICITE. (on ne peut pas faire d'étude QUANTITATIVE)

0e faut alors attaquer le problème sous un autre angle : l'étude des équilibres

et de leur stabilité (étude QUALITATIVE). C 'est ce que nous allons faire dans ce cours.

Pour sa, nous allons devoir définir quelques nouvelles notions de mathématiques

2. Vecteurs et matrices en dimension

a. Vecteurs en dimension 2 (dans 1RE) R ✗ IR : R2
(×, 9)

Un vecteur de R' est défini par :. sa longueur IN (norme)

• sa direction (support, droite sur laquelle le
vecteur se trone)

• son sens
y

0

v

Le vecteur peut également être défini par ses composants à (3)
coordonnées

→

-
r

✓
-

b (BI)

(axé)

À-✗ t'+6J

La somme de 2 vecteurs est aussi un vecteur et se construit de la façon suivante :
À toi

v

û
Ü

- -

Propriété : Deux vecteurs sont linéairement independants si et seulement si

k, Ù, + KÉ -◦ alors k.sk:0 À →

Autrement dit si ui et à ne sont pas linéairement independants (on dit

alors qu'ils sont colinéaires m'écrit:

k, Û, + ME so avec ki et k$0

⇔ k, Û s-k È

⇔ À = -futé - KE
ü a. É

K

en posant k :-&,

b. Matrices 2×2

Définition : Une matrice réelle là aefficients réels) est un tableau constitué de

2 lignes et 2 colonnes

et : A :(9%1=2 ligne

↑ ↗
2 colonnes

C. Operations entre matrices et vecteurs

Notons Ü (E) et M.-(2d) ME : (1) E) : a b
ca'

x)
an, tbx

Cx, talk)

vecteur

mais V. M : (×, a) fax, tu bytdyme matrice

Donc attention : Mû ≠ FM (ô M n'est pas possible)

d. Trace et determinant d'une matrice : soit A = (ca %)

trace (A) = trace (Dd) = a + d somns de éléments de la première diagonale

des (A) = det (EI) =/a = a xd-cb

Exercice : Caduler la trace et le determinant de :

b

C C

mais si Ü :(X. X2)

b

c d

A :(??) B :(??) C :(%)

e. Comment résoudre un système de 2 equations à 2 inconnues

avec ls vertus et ls matrices

On considere le système suivant :

ax, t by = ki H

C ✗ , t d ✗ 2 = kz (2)

objectif : trouver mette La, b, c, d, hier kimms)

Maths de Ou PIVOT DE GAUSS :

(1) a ×, t bz = h, (1)

(2) ' ,  (2) " -9-d Xp- E. d ✗ 2 : -♀-k (2) '
(5) ⇔

a) + (2) "= bxz-E.dk : ki-2k

⇔ (bc-ad)xz c. ki-ak
C c

SI C#0

⇔ (bc-a d) X2 : ch-ok,

⇔ ✗ 2 - Chi-alz
be-ad

On remplace × dans ☒ et on troue :

' " ax, + b Chi-ah = by
be-ad

ax, = ki - cki-aka b.
b- c- ad

- (bc-a d) ki - b (ch, -aha)
bc-ad.

= bchi-adky -bfh, tablez
bc-ad.

- adk, tablez
bc-ad.

(1)

ax,

% :b&c-ad' (bkz.dk)

✗ , bkz.dk,
bc - ad

Conclusion la solution est (Y): bha-dh
Ï ;) 1 (sk.dk

chialer bc-ad ch,-ok)

%)
(-ah + bha

ch,-aha)

E : (!):3:(1)

Remarque : calculer -d(c 1) Ca):(% :

calmer (E 1) (E)"

calculer det (?!): ad-de

-

ax, th)
ex, + dy

Remarque. ax, + by i k,
slextdxz.kz

s'écrit alors
(

a b
• a) (E) :(E)

One si on pose A : (La) et Â (1) et K :(%)

(5) s'écrit mxiant,

et la solution s'écrit : ×, s E. a, (bkz.dk) ! a. " (ki-bla)

✗ 2" bel-ad (cki -aha) !ad-be (ak-chi)

ï" (" "

A. Û É

- eh, take)

Et (:?)/En)

s'Her)

☑ A

"Et A

ni A":(là)

"janvier : Conclusion quand on veut resointe

ax, + by she on l'écrit (d) (E) :(tu

:à

CX, + dy-k

et si det (C !): ad-be to mai (E) s de!t (4) " (c ' {

on l'obtient

:)

( {a) → (EE)ce qui revient à eau Aù : Ê donne À :L,-À

Définition : La matrice À s'appelle matrice adjointe

et on note A" la nature inverse a A telle que

A "A :(Si) avec

A i': lé on multiplie à gauche par A" mai

J' IA À : A- là

~
♂ = A- À

A" "delta""

Donc resomte

W
(b) E. A- à

en 1 D:
ax :b

G. a × :3
~ a
1. X ; bg

× :&

on note Id ; (E) matrice identité(: ,) â :(:) (E)

 à

Exemple : comment résoudre

on suppose ✗ + (8)

on a AX -AX ⇔ AX-NX-O

Ax : IX
A matrice 2×2 i donnée

7 constante : donnée

✗ -(E) vecteur : minnie

ID : ax :X
ax - 7×-0

✗ (a-71=0

E) X :O M a

⇔ AX- 754×-0 (AX-76.9))

 (A -Hdz) X :O - ✗

75dg :> (JP):(% ait :&.\
E)

A :C!!)

✗ :(E)
:&)-C :)) (E)"

¥
→

a 7 b

c d. 7
, O

⇔
(a. d) ✗ + by :O ①

+ 4- d) 45020C ✗

(✗ ×, 2) ≠ (8) par hypothèse

⇔
①

= - (d- 7) Xz (si CIO)
C

(a-t). (-( )-✗ 2) t.by :O

✗ , = _ (dé"'y ③

(a. 7) (d- A) ☒ by :O
C

(3)

⇔

(

⇔
- la-d (d- 7) xztbexz.su

C

(3)

- (a-7) (d- d) Et beys
③

f- la-a) (d- a) t 3 C) y :O

(3)

⇔

(J)

(5)

⇔

✗ 2=0 pas possible car ✗ 240
ou

bc-(a- A) (d- a) so

"÷"

⇔

✗
2- 51

✗ :L

¥ :O

✗ :O

⇔ - det/ac-t ds-d)"

⇔ det (ac-t as,)"

⇔ det (A-Xd):O

3. Système d'equations différentiels linéaire

On considère ici les systèmes suivants :

il# a ✗ il Ht b ✗ alt)

✗ {(t): C ✗ , (t) td X alt)

Rappel :

✗ ' (t) = f/✗ It))

✗ ' It) = a ✗ (t), 670

~⇒ ✗ (E) = ✗ (u) eat

si on pose ✗ (t): (YY)

et on a alors (S:

(Yn):(%)""

alors ✗ ' (t)- ✗ "t)
s'A)

✗ 'H)-(f) ✗ A)

alors ma ✗ 'A) = A. ✗ H)
EH

si on note A :(?!)

✗ ' (t): AXA)Méthode de résolution de

① On cherche le solutions sous la forme

alors

✗ A) = et tu

✗ 'A) = 7e" V

✗ ' (t)-AXA) ⇔ de" V-A. et tu

⇔ 7 V : AV

⇔ AV-AV I O

⇔ AU-did,Vso
⇔ (A-t Ida) V :O

⇔

où 7- constante

et V :(1) ≠ (3)

ainsi

det/ A-JIE):O

② Calculons det/A-+ Ide) - det ((::)-+ (si))

- dette" %)

et det (A- did)-◦ ⇔ det/?" %):O

⇔ la-7) (d- 7) -cb :O

(s) ad-ta-ad + d' _cbso

⇔ 72 - (at d) 7 tad-cb-0

⇔

avec A :((b)

ACA): atd

det (A) sad-bc

✗ _ KIA).at det (A) :O

Remarque : pour résoudre * = AX en cherchant les solutions sous la forme

✗ : et tu

on doit trouver 2 valeurs 7 : topette (réelles ou complexes)

avec 2 vecteurs associes Viette

de telle sorte que TOUTES les solutions de X': AX seront données

par ✗ (t): Getty + getty 9 et ce sont des constants wills

que l'on determine au ls conditions

initials ✗ (o):(YE):( "E)

③ Resolvons

discriminant :

T.tn/A) tt det (A) so

 :(tra)? 4 det (A)
= te (A) 2-Udet A.

ax2tbxte :O
D= 62.40C

CAS 1 si D> o on a alors 2 solutions réelles districts 7, et 72
ici 1,: KA)-☑ de : KU) + B -

si DX
×,:-b-V9

m
X2" -btb

29

2 2

on a donc 2 solutions qu'on appelle valeurs popes

Remarque : A, + & : "1A)-☑ p KA) t ☐ = Urca). fr (s)
2 2 2

7,72 :( "A) -B) (trata)

= (HA)-B) (HAHA) =
4

2 2

412- V9 ? trais
4 4

= 412_KAY Gaeta
4

= det (A)• Comment calculer Hetty ? → prochaine séance

supposons que l'm ait calculé 7, Az, V, et V2

Rappel : on avait pu definition

être elle

AV :X done AV, :X,

et A V2-V2

rappel : V, i vecteur 4 :(Y:)

V2 i vecteur V2 : (Y)

si on pose la matrice P :(Va/V2)

alors P :(4/re):(K E)

:(? 2) ( " "
Yz V22) =

a Vis + byz
c hit dye)

et AP
ah, + byz ✗ V2, +312
crut dur catch)

= (hui AK)

fin KK)

- (4/4/1915)

P :("P,

AU :(1) (Y):

AK :(<asa) (Y):(avait bu).
C V2, + d V22

(en exercice)

_ P. D où D: (IE)

matricé ↑ diagonale
donc A. P-P.D ai A :(Et] P :(Y/E) et D :(J'%)

ax 21-3×7 C 30
A :b"-40C Dso ×, :-b-B

29

E :-HD
La

X,:-b
a

[Dco 2 solutions
complexes

A :O

OBJECTIF : trouver 71,72 et Y, V2, puis 9 17

Rappel

24 janvier 323

Rappel : MM": M-'M : Ed,:(59) et Ida-A = (5 9) (2 %) = (E %)

AP : PD on multiplie à gauche par P" (la matrice inverse de P)LÜ

on a alors P" AP =P" PD
n

- Id, D

PAP =D
Remarque : on peut passer de la matrice A :(? %) à la matrice D :(! %)

(ai d, et 72 sont solutions de AV-AV) en multipliant A à gauche par P"

et à droite par P.

P est appellée pour ça, la matrice de passage.

méthode pour trouer P : on a A :(%) on cherche &, v, et tata tels que

AV,:D, V, et A V2 : ask (4 et V2 ≠ (8) )

ensuite on pose P :(V1/V2) et on calcule P" par la formule de l'entorse

d'une matrice donnée plus haut dans le cours.

Retour à l'équation différentielle : × :: ax, + by
(S)

✗ 'z = CX, td X2

que l'on peut écrit "sous forme vectorielle"

(E) ' :(%) (E)

et A :(9f) sa donneet en posant ✗ :(E)
✗ ' : AX

Astuce : si on pose ✗ =P Y où 4 sera une inconnue et P :(V1/V2) (matrice de
passage

IX : Py

on a alai 1 py p
↳ Y :: 44)

on multiplie par P" à gauche

d'autre partona :X': Axdomona : ✗ ' : AX E)

et comme ×':P Y' en

p-• l - MA
: pippy

multipliant par P" on a : P-'X'=P-'PY/- = IL Y'
Ide -

⇔ 1 = p-'AP Y

Y': D- Y car on a vu plus haut

que P "AP : D = (J'%)

ai × : PY avec P :(K/K)

et 4, v2 sont les vecteurs associés

aux valeurs propre 2, et de

Conclusion : Résoudre l'équation différentielle

✗ '= AX revient à résoudre Y':D Y

probleme

compliqué
problème

plus simple

(rappel D: HAI-Udet A)

on a alors 2 racines réelles qui sont distinctes : 7, et 72

et d'api ce qu'on vient de voir écrire ✗ ' = AX revient à écrire Y'=D Y ai D :(l'%)

Autrement dit on résout : si 4 :( "K) alors ima (PE): (1à) (Y)

ce qui donne le système : y,': d, y,
92 -7292 système beaucoup plus simple !

on peut le résoudre "à la main": le système est découplé, il ne dépend que

de 9, sur la 1ere ligne et que de y, sur la 2ᵉᵐᵉ ligne

on a y,'si, y , C2-ÎÎ " "y. (t): d'typo): et tu aies 9,10)

Mz'i ta Ye Ya 4) = etat yelo): et,

(soit 7, so out, so) c'est à dire qu'une des 2 valeurs

s 1.9110)-Cyr

Retour au cas 1 : A> O

on a alors le solutions

où E : yet)

Question : comment dessiner le graphe des solutions ?

Réponse : il y a plusieurs sous-cas possibles

② Si 7,72=0
pops est nulle.

E) supposons que ce soit 71=0

on a alors y, A) = Ey, lo)

Glt): etatylo): êt. &
(G et E constantes)

representation sur un graphe :

%

91

^ on a 9,:O , 122°

y ! ⇒

92=7292

Remarque importante : qu'est levecteur de

musters de la fonction (Mz).

Autrement ait y :: la composante horizontale

• si y'a> a ⇒ y, est croissant

donc la composante horizontale g,

2

:
si

du vecteur va vers la droite (loi ni y, cuit) ↑

• si y,ko ⇒ y, est demoisant
donc la composante va vers la gauche

• si y): ◦ pas de deplacement horizontal,
il n'y a que du deplacement vertical

a defason analogue : y'a : est la composante

verticale du vecteur tangent à la courbe.

µ, donc si y'a o i y, est croissant

92

> y,

donc le vecteur va vers le haut
(la coupante verticale)

si J'2<0 i Y, est décroissant, le vecteur mien le bas

(la composante verticale et tournée reste bro

si 92=0 92 n'a pas de deplacement vertical

il n'y a plus que du deplacement horizontal

Z

19k

y, .

4130
Mito

si
yé

HIJO
end : 9250

si"
9230

I,

ya

9,

y,

Mz

Retour au cas e) 7, à
ma y', = 719,

y'as 7292

⇒ y,:O ⇒ pas de mouvement horizontal : que vertical

y,': Azyz :) comme deco si ya <o i azyz> ◦

si ya> 0 12720si deco

y

Yz
9,70

9,30 ↑"
ya ⇒ hypo

9,0
ya> 0

ya
1220

9230 → 74240 ⇒ 9h20

bb
Interpolation :

M2

t
"

v U

y,

vallée

92

4) 4=0 mais y> ◦

9ps
y 2) 0

si 7270

l

Yz y | :O

92 : 1292
↘ 49270

⇒ 9h30

9,30
9220

BRO
9220

910
ya> °

1292<0 ⇒ YELO

Interpretation

y

192

0

y

I
Yz

iii) 12=0 et Nico

✗ Yz

Rappel : 9 !:& 91 → 91F79,

J'2 : 192 92=0

1,20
1250

ay,> ◦ → 191%40
ya

Mpo
9220

y.CO
924

y,"
9270

<

Typo →
~

y :p

Interpretation
92

y,

vallée

crête

crête

→ vallée
Mallet

(it) 12=0
72

et d,> o

ï
9,1=7,91

JE :O

s

<

<

<

æ 2

H

côté

⑤ si Ah $0 on a alors 2 autres sous casi

E) 7,72>0 on est sins que a, et 1=10 !!!

on se rappelle que (voir plus haut)

9, = c, et t ①

92 : get at ②

on avait 94=99,

J'2=7292

on suppose Get 240

on elite ① à la finance toi

② i

=

9," =P état

9 ?-sie""" "

on fait ♀ =
y, 72

%'

4ᵗʰ

Ï

done 91": 99 À

⇔ 9 ? ça,"

ç=
^

92

y,

puissance

' " ' ↘ ⇔
92 :(§)" À"'

✗
= K . y

↑ constante

ai ✗ = 12

Il

on a alors des courbes du type Y : Kf

exemple : si 12:27 ma ✗ : §-2

a :* et 92=44,2 M2comme y,:c, e"

Yz = getat

↗

1,7270
8, et 72 de

meme signe in' di, de> 0

> In

9)


