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Introduction

Dans un contexte biologiques, les systèmes de rinition-diffusion ont été intrants

par ALAN TURING en 1952 pour étudier la MORPHOGENESE (apparitions de former

dans l'embryon) au cours de laquelle des fans semblent apparaitre" à partir de rien"

0 →

Euring a montré que ce type d'emergence de forme peut avoir lieu dans des

ges d'espeis chimiques soumises à la diffusionsystems tis' simples comme des milans

et la réaction.

Ces fans sont appelés structures de turing et ont été utilisées depuis les années 70

dans de tes nombreux travaux de biomathemations :

Ref : JAMES MURRAY CZVOLUTYE) MATHEMATICAL BIOLOGY

I Diffusion :

L'équation type de iront le phénomène de diffusion est :



L'équation type de iront le phénomène de diffusion est :

Epult, x) s d DUH, X) : équation de la chaleur - FOURIER.

ni quantité qui offuse


t : temp to

✗ r espace ✗ E R CRN N'12,3

ff : durée partielle par rapport automp

D: opérateur de diffusion appelé LAPLACIEN

en 1 D:

(ici N : 1) : en ID : [◦ IL] IL> 0

O L

DULE, ✗ ) = Èultix)

en 2D :

d. 0

 UH, ✗ ) : ♀ putt, x) taçultix) ✗ -(E)

coefficient de diffusion



Definition : La diffusion est un phénomène pour lesguel le flux est proportionnel au gradient.

r
)C

fort gradient positif

⇒ 11 flux vers la gauche

→ fort gradient negatif

⇒ fort flux ben la droite

→ ~ →

la diffusion aplatit le bosses d'autant plus vite que d est grand.

Question : que se passerait-il si do ? on aura alors de la concentration

- 1

ce n'est pas le phénomène que l'on étudie ici! Ici on aura toujours do



Conditions aux limites
Ju-DAM & en ID : fu : d 0×d?2u

1 emotion ↗

initiale

- 2 conditions

aux bords

condition initiale : allo, ×)-Elx) (connue, donnée au début de l'expérience)

✗ Es :(0,1].

conditions aux bords : • DIRICHLET homogène

ULE, 0) :O et UH, L):O

↳ °

f

Um Mlt, ×) so
t> ta

• NEUMANN homogène

)

tu a☒ "495%144=0

on a conservation de la quantité initiale

f

v

J'Adx ! J'ultimax :

It

• L

L ✗ H :[flux

Hs {ff414



Notre système est complet : fultix)-d DU Ctx)

le Co, ×): fl x)

+ conditions aux bois

t≥o, ✗ c- Cop)

✗ EGIL]

↳ ◦

Question. comment résout-on ce type d'équation ?

Réponse : en utilisant un outil mathématique appelé : FONCTION PROPRE

Les fonctions proper:I

Definition : Une fonction pope de l'operateur de diffusion D (avec conditions aux bords)

est un profil spatial in w :X HWA) (uniforme) tel que i

1. W est définie sur [012]

2. W', W" - - [0/2]

3. W venfie les conditions aux bords



3. W venfie les conditions aux bords

4. W f0 sur 1011]

5.  WIX) = 7W/X) (sisi : amplification Imaislaforme

si oute i -aplatissement nevonielas

un , Uh

On appelle 7 la valeur propre associée à la fonction pope w.

Exercice 1 : quels sont le fonctions pops at associés à Dirichlet homogène ?

Wait satisfaire 1, 43,415 en particulier si ✗ Eloy) X) s I WA)

c'est à dire W" (x)-7W/x)

on cherche ls solutions sous la forme eulx): et , 2E ¢



on remplace : ie"s de" Xe COIL]

équation caractéristique12 =E)

11 : ma alors 2 solutions r,:P et 12 :-A (1) =-ra)

Par conséquent les solutions de w "K): twix) sont ommis par :

7>0

WX) = C, e"✗ + Gerd

Cherchons C, et a give aux motions de Dirichlet : Who)-wa):O

W (o): ◦ ⇔ 4 être :O " CHE :O ⇔ G :-G•

Omc WIX): C, (et" _é"")

• W(2) so ⇔ c, le"-Eil)» ↗ " "° imbibe

↘

car w#sur 10123

A L> 0

⇔ (e ")?
- .

⇒ M, L = ◦ IMPOSSIBLE

9%

l'il sert

= 1
Eric

CAS A) ◦ i N'A PAS DE SOLUTIONS



CASS 7=0 W"/x):O

⇔ W ' (x): C,

⇔ W (x): 9×+6

conditions aux bords : w (o) so ⇔ 4-01-40

Y Cz :O

donc W/X): GX



): GX

• WIL):O ⇔ GwL :O

so

☒ G-O IMPOSSIBLE car W#0 !!

CAS 7=0 n'a pas de solo non plus !

CAS 3 ICO on a 22=7 = - 17/ -i'AI ) ns Iif)

on a donc 2 solutions complexes conjugues r,-✗ + il

12 = ✗ -if

WH):c, l'74e"

qu'on peut ecrire

w/x) s e" (GODED + EMAD

ma alors

[

mais ici × :O

ficiaso

p :X

WE) s GU (A) + EsinRD

calculons Geta :

• W (O): 0

~
Galo) + Esino):O

0

T

Omc WIX) = G sis (BX)

=) 450

• W ( L):O ⇔ G simp, so ↗

E :O PAS POSSIBLE en a#

simply :O BL : ki

" " V1 P ok#

k : A-L KEIN"

Donc WIX) = E Sin (Kix)
F71 : EI

kent

et A/= KI ⇒ 171 :(E)

⇒ - 7- (KI) ⇒ 3 :-(45

comme, W "CY, JW 4)

car"Ix) s 7cm (x)

☑ a) :c WK)

Ô" IX) = Ca"/x)

donc sans perte de generalite on prend a

CHO

Conclusion : lsefonctions propres associés à D pour Dirichlet sur Coli

sont Wax) = sin (RE Kent



sont : Wax) = sin (RE) / Kent

et 7k : - (KI)"

Exercice 2 : Meine exercice pour NEUMANN

↳ Wax): cost KIE), ke IN_

71 : -(ZIP

g PAS DE +

Remarque : k est appelé frequence de la fonction pope

Dirichlet.

0

L

✗

y

1-
kst W, (x): Sin (E

W, H): Sin (2E)

21T. 36

{

%,

•

p

24L

k 52

Remarque : En fait, pour n'importe quelle dimension (MCRN) avec toutes

les conditions aux bords usuelles (Dirichlet, Neumann,...) on peut

montrer qu'il y a une infinité dénombrable de fonction proper (wa), w,, was, wa.

associées à des valeurs popes (7.) , 7, Iz, m, de, ni qui sont forcément ≤◦

on le mimente en commençant par la plus grande :

- ... f73 ≤? ≤A, S to s 0



I Résolution de l'équation de la chaleur

1. CS : condition initiale est une fonction propre.



fonction propre

On suppose que UCO, ×) = Welt) KEN UN" , × EGIL]

O

t
✗

t

Résolvons avec cette hypothèse

on remplace dans (1)

ult, x)

Gwer

(1) ◦ EUH ×)-adults

= default, ×) ✗ E (ou), t≥

On cherche le solutions sous la forme

ultix): ✗ It). Wix) méthode de séparation

ds nuisible

% (alt). Wax)) = d. A KAWA)

⇔ WELD. ✗ It) = d. ✗ A)  WEG)

= d. ✗ (t). & WEX

⇔ Walk) ✗ ' (t) = d. da C) ak

Jak fonction tope

⇔ ✗ ' (t) = d. dux (t)

K



✗ (t) s ✗ 10) CHI

It-Ho

◦ si des

7e ≤o d> 0

UH, X) = ✗ 101e "d "WK)
Esto
7h10

0

que vaut ✗ 10): Mlt, x) = ✗ 101e"" wa")

Uco, ×) s ✗ 6) é wek) OR MAX) MWH)
Il

donc ✗ 10):)

b. cas : condition initiale est une combinaison linéaire de 2 FONCTIONS PROPRES

On suppose M/0, ×): M, Wh, 4) + Tenez")

On utilise alors le principe de superposition : autrement dit la solution de

l'équation est la combinaison de 2 solutions : celle avec away, comme condition

initiale

et ne Week)

Par conséquent ult, x) s Xa, è"" week) + naze" "twee")



Par conséquent ult, x) s Xa, è"" week) + naze" "twee")

et ed that ◦

t → to
Remarque. si la, et f2 sont <◦ on aura edht 0

tatoo

et si Dee,> 8h, eddht -o trite que eddat

Autrement dit plus la fréquence est "grande " (petite négativement) plus le terme associé

trial-absolue

tend vers ◦ rapidement

X

ultix)

L
0

Mum



C. CAS : condition initiale est "quelconque"

On suppose que Ulax)-flx)

On se ramene au cas precedent s'il est possible de décomposer f- en somme

infinie de fonctions pops . Cette idée et à la base de la théorie ds suis de

Fourier.

sur 1 :(01L]

Proposition : toute fonction 1- périodique et de carré integrable sur (ap) (id [Hdx to)

se décompose comme une somme infinie de cosinus et de sinus
to

flx) = Elances (MI) + basin ( "E))

Les an et bn sont appels' ls coefficients de Fourier et cette somme est

appelée serie de Fourier (ls an et bn se calculent en fonction de f

119 ff.mn



Exercice : soit 1 = (O, IT] avec Neumann homogène

i. Determiner le fonctions pops et valeurs popes ou Laplacien associés à

cette géométrie.

2. Dessines le 3 premiers fonctions pour

3. On suppose que u la ✗ ) = 3 + alcool ×) + 0-1 cool G)

3.1. On suppose dsl résoudre l'équation de la chaleur

EGI

Neumann

3. 2. Calculer 1f, • ultix) ?

conclusion : si f satisfait le hyp. de la proposition os series de Fourier

u lo, x) = ET (an co (MI) + bn sin (n E))

et ultix): EI (an e- d' it cos (n ) + bu e- d' It sin (neg))



IT Les systèmes de réaction-diffusion

Comme l'équation de la chaleur "aplatit" le boss il et imposible d'obtenir

ds émergents de forme.

Ewing a donc proposé l'étude de systems de reaction-diffusais

On considere le système suivant :

8E aux] = if tutti x), vit, x)) 't ↓ Du lt, x)M

& VLG X) = glulkx), VIEN) + d. Dutty

✗ ECO, L], 670

"

réaction diffusion



1. Une seule équation de reaction-diffusion

considérons l'équation : Eulkx) = flultix)) + d Dultix) (E)

Definition : EQUILIBRE HOMOGENE :

Un équilibre homogène de (E) est une valeur Mo (constante)

(stationnaire : indep. du temps, et homogène : indépendante de ×

Par conséquent ♀ un :O et DM,:O

on a ainsi un qui venfie fluo)-0

Etude de la stabilité : Soit no un équilibre et sort up Aix) une petite

perturbation de cet équilibre si up Lt, x) #v0 alors tu est localement asymptotiquement

stable (US)

s mon Mo est instable



On pose ultix): hot Up Aix) et on remplace dans (E)

% Hotept, x)): f (not up Ux)) + d  @t up H, xD

~

& Mp LG X) s f/hot up (Ex)) + d Dupleix)

t

on lenesniseautourdeno i fluotupltix)) ≈ flew) + l'two)-Upltx)

'j

≈ f ' (W) Upltix)

no xtm

flotep)

f- ' (x) s -flow)

Http> to

♀ up Lt, ×) s f' (W). Up H, x) + d D Up Hix)

si uplax) s wax) une fonction propre, associe au problème

on cherche up LE, x) sous la forme ✗ Lt) Wat)

& ✗ A) Week) s f' (ho). ✗ 4) WEK) f d D ✗ A) Wek)

⇔ Gtx) X ' (t) s f ' (ho) ✗ LA Welx) t d.tk ✗ 4) Uk

✗ ' (t) s (l' (two) t.dk) Xt)

Linéarisation

E)

⇒

one alt) s ✗ Co) et#4) + dah) t

dme Uplt, x) =" ell ' (nostdtes twerk)



conclusion :

Proposition : si fluo) + dira alors Moest LAS

si f'/ho) 727670 "West INSTABLE

Exercice : On considere l'équation:

of u - n 11-u) + Du
me

Equation de FISHER2

1. Quels sont les équilibres

2. Etudier leur stabilité avec R :[on] + Neumann

De =-(KI) À KEE

Ls IT



Réprisée : 1. on pose 7 : un all-u): u-m2

7 (U):O ⇔ Nos ◦ on Most ma donc 2equilibs

2. Pour Mo :O f ' (u): 1- 24

f110): 1

et done t'10) 1-21-12) = l'10) -2k' (Ken)

= 1- 2h2

1- 2h2 CO ⇔ 1C 2h2

= {Ck ? KEY i nid si kent : no LAS.

pour toutes les perturbations de frequeriekso

si k :O : West instable

I

Wolx)-I

Mf0, ×) -Gtx)

→ se décompose avec Fourier en cost..): que ds fréquences à

^ 4 Hix)

•k≥ tu

* ✗

t

w

✗

IT

Ullix)

16

le so dans la perturbation



t

si nos 1

f 1 (a) ± 1-2=-1

f- " (ho) tddles -1 - 2h2 CO KEN : TIS US.

Pour avoir l'emergence d'une forme NON PLATE Ewing a montré qu'il fallait

au moins un système de 2 equations de reaction offuson

2. Système de 2 equations de reaction-affusion.



2. Système de 2 equations de reaction-affusion.

notation : on écrit quelques fois

Du = Mxx

feu = flu, v) + dudu

8fr : glu) + GAV

t C-I

+ C. B.

ecriture vectorielle

o Ê (Y): (g""",",) + (1à) DV)

~
D :(% à

Île = ME

13 décembre 2022

Un équilibre homogène de ce système (f) vérifie EW):(:) et ALY):(8)

donc (E) vérifié fluoro):O et glu, v0):O

Pour étudier la stabilité linéaire de cet équilibre, on le perturbe



Pour étudier la stabilité linéaire de cet équilibre, on le perturbe.

On pose (f) : (F) + (F) ni µUp ,""""7ᵉˢ" une" Petite intubation"

Le système s'écrit alors :

f. ((f) + (Y)). ((nom, "trp)9 (Ntep, Vo trp)) + D $ (%) + (%)

:(Tp): l' " ) +' (F)
⇔

Etape suivante : on linéarise

Rappel : (fluottep, Notre)

9/Ntep, not up)) ≈ (fluo, vu/+ Egan, (g)
9,4, vol

= (0%7145) ° ff14, v0)

Egano) f91110, V0)

où Ff911900)

Pour résoudre le système linéarise on utilise à noureau les fonctions pops

O



de la diffusion. On choisit un une fonction prope associé au probleme

et on pose (Ip):( !"a) un")

Dans ce cas là : (L) s'écrit :

E- CEE) WIN) = F. , leurs (ÎL) WA I-D D (j'¥,)wnk)

On obtient alors

/
Unix) (f47,) : Jag, Horo) (pH,/un k) + DÛ %) Inwnk)

Ce qui donne

15¥, 1- (Jt ans) (pH)

≈

(càd : X' _AX)

Tres)

ndetti)

 CO

D. , trist" dette

 JOL.A.S

Œ



INSTABLE

L'équation (E) possède une solution qui s'écrit.

(Jt In D) t

CE,): G) e

la stabilité de (G) agenda done du signe de la parti ville de voleurs propos de tt tn D

On procède alors en 2 étapes :

① il faut que sans diffusion (caid du -du :o) l'équilibre (Y)

soit LAS id t' (5) co et det (J)> 0

② On chercher de fréquence n t.q.LY soit destabilisé par

ces frequents ini que on cherche nt.gr

tr (Jt And)> °

tu

D :C::)

"

m (5+710)<0 ④ det (5th D) <O

a

b

6
Un#as (MI)

L



Question : existe-t-il des critères pour obtenir de structures de Turing ?

oui. Il existe une condition necessaire pour avoir de structure de Turing

c'est ce qu'on appelle la :

RÈGLE DES SIGNES DE TURING :

Il faut que la matrice Jacobienne aient les coefficients diagonaux de signes

(1) on lit)
eppes : (I- it

Prue : en exercice.

Interpretation

J = (& Hro

à gluon

◦ ff4,4)

Églerguo

Fulu, v0)> ◦ et f2140, v0) Caas :(t :)

Y)* Y):-EH D
:(% Et



Y)
u v

* Y):-EH D

FLY)-5. (1) » ,

f- "= et fl.tv. ¥

8fr 4f97 à

5. (Y):(% Et

:3 g) (7)

= a-8nF tu

"&, + Hg)

ce sont des systems activateurs-inhibiteurs

(T =) et (± ±) u : activateur , v : inhibiteur

(7) a- f+7) u : inhibiteur , vactivateur

JAMES MURRAY.

MATHEMATICAL

BIOLOGY we. I

Remarque : Turing a montré que pour un système activateur-inhibiteur

où u est l'activateur

si↓du est "assez grand" et si le domaine rest "assez large"

alors l'équilibre (4) devient instable par rapport à une fréquence (au moins)



alors l'équilibre (4) devient instable par rapport à une fréquence (au moins)

et une structure semble émerger de" rien"

Tonoition initiale qui semble plate

 "Y
enI

a
s

✓ IMPOSSIBLE

Exercice : ① On considère le système

odtu = U -V + du Du

µ/
: : V + tu + du Dr

(S) est-il du type activateur-inhibiteur ?

T :(z} " ' ) de enfouie ±

(version lineaire de PROIELPRÉDATEUR)

competition

t
NE VERIFIE PAS LA

REGLE DES SIGNES DE TURING



2 On considère le système

8¥ = Ê -u + du Du

{
% : n' _au + du Dr

MEINHARDT

@, Etudier des equilibis homogène
"
l'existence

b. le système venge-til la règle de signs de Turing pour chaque équilibre ?

c. Etudier la stabilité de chaque équilibre dans le cas sans diffusion

d. On suppose que 2 = (0,1T] / C. B. /NEUMANN HOMOGENE et du =

(i) Existe-il de frequents qui déstabilisent le equilibs si • du sis

• du :}

• du =

(a) Meme question si 2 : [0,21T] et R : Lo,;].

si oui, le dessiner



PARTIE 2 : ondes de propagation

I. Cas d'une seule équation de reaction. diffusion

On considère l'équation

ÇA, ×) = Hult, x)) t ds ULEX)

t

Définition : Une onde de propagation (ou onde progressive en anglais : TRAVELLING WAH)

pour l'équation (E) est une solution particulière de la forme

u Lt, x): Ux-et) ai U est la forme de l'onde et c est sa vitesse

✗

~

- JAMES MURRAY_



On pose t ix. et alors UK.at)-417) : forme qui se déplace à la vitesse

sans se déformer

Dans ce cours, on étudie seulement les FRONTS de propagation

Definition : On suppose

- D: ✗ ER

(Hz): f possède au moins 2 equilibres, et on note ls extrêmes

U-et Ut (en contiendra que U + <U.)

Alors un front de propagation de (E) avec ls hypothéses (Hi) et  a)

est une onde progression ULx.it) telle que zl-e.n.io 417): U-

U- 4E,
ftp.417)-Ut

U,



t

,

Z

Remarque : un front de propagation aient la façon dont un equilibre envahit

l'autre.

Les résultats concernant l'existence de fronts dépendent de f:

Definition : 1. L'équation (E) avec ls hypothèses (HD et Hz) est dite MONOSTABLE

si le plus petit équilibre est instable (U + installe/et

le plus grand (U) est LAS

Autrement dit l' (a) <◦ et l' (Ut)> 0

yYr

Ut
U.

ou
U U-

8

67

G



Zo
8

2. L'équation (E) avec ls hypotheses (HD et (Ha) est dite Bistable

si ls 2 équilibs U, et 4- sont US ini l'14-3<0 et l'lutko

Il y a alors forcément au moins un équilibre Us entre ls 2 qui est

bistable caid. l'Us)> o


n

z

U-

Z

y

t

U.

ix.

Us

U

•• o

%

Cf



Question : comment trouver la ou les solutions particuliers UH)?

Z :X-et

%". LE :-c

fuit, x) = IL 2). &? =

fuit, ×): &, 417.8×7 = U ' (t)

⇔ 8¥14 x) s flult, x)) + d Ault, x)

LIZA, x))

8 fr44).
.

& ↓
dZ

dit
de

-C. U'/7)

DUH, ×): EUH, X) = &, U' (t) Ét :
à

4"/7)

Par conséquent résoudre (E) pour 41E) revient à résoudre

- c4' (t) = 71417)) + d U " (Z)

⇔ du " (7) + CU' 4) =-f14171) résolution d'une eds d'ordre 2 !!

•

p

Résoudre une too d'ode 2 du" (Z) + CU' (t): f1417)) 110



on pose V (7) -U'/7)

) + CU' (t): f1417)) 110

alors V' (Z): 4" (Z): -§ VIE)-↓ HUG))

on a alors U'/7) -V17)

V'/7) : -GHZ) ! f14681)

/W'= (Filter)falu, v1) ⇒ ICI onde logeais f14, Vs V12)!!

10 janvier 2023.

Exemple : L'équation de FISHER-KOLMOGOROV

È
(E) & u - uti-u) + Du.

Cherchons au moins un front de propagation.

On pose 2 s x-et, c constante , recherche c≥ o.

d'api ce qui précède, on pose ultix): UC),

l'équation (E) Peint U" (2) + c4' (Z):-f14171)

ui est une espèce (population)

on cherchera le solution a≥ o

(t, x) t D



l'équation (E) Peint U" (2) + c4' (Z):-f14171)

⇔ 4"/7) + CCI'/7) +4 (E) (1- ULE)):O /ZEICIR

Pour passer à l'ordre 1, on pose V12): 4 ' (t)

✓ ' (Z): U"/Z): - CU ' (Z) - 417) (1- 4171)

U": V = 7,14, V)

V" = -C V - U/1- 4) f214,)
⇔ (S)

équilibre de (s):

Les quilles (U", V") de $) sont nécessairement stationnaire (indep.de 7)

donc ici, ils venfient 4" "so et V'':O

7,4F) so C) V":O

et ELU", V4 su ⇔ -cu"-441-4"):O

comme V":O ⇒ (1*(1-44)=0

càd
_



comme V":O ⇒ (1*(1-44)=0

⇔ CHI MU"-1

On a donc 2 equilibs possibles : (0,0) m 11,0)

Etude les équilibres : Futur) Filar)

• (0,0): on pose Pur): ¥414,1) 9%14



Je j

On a la proposition suivante :

Proposition : On considère l'ex-detention diffusion fuit, x)-Hulk) Hd Bultex)

avals hypothéses (H) et (Hz) satisfaites
T au moins requilitar

• .. à faire (voir notes cours en classe)

✗ EIR ↗

alors :

① si l'équation est bistable avec 1 seul équilibre Us comps
flu)

Ut U.
entre Utet 4-

Us
U

OK PAS OK.

U

JUS
a-

existème et

alors on a' unicité d'un front d'onde

caid existence d'une seule vitesse c et une seule forme UH)

qui sera monotone, solution de l'équation detention diffusion

avec ftp.0412): 4- et Zliuito 417): L1,

② Si l'équation est monostable avec aucun equilibre entre llta.LI.

U U-

OK PAS OK

alors il existe une infinité de forme (c'est à due une infinité

de vitesses c≥ co, ai co est une vitesse minimale que l'on peut

en general determiner et qui refont lui 4¥): 41.

et loin 4171 su. 7 → tu
8»-0

Ut U.



Remarque : attention ce resultat ne morne que ls

fronts montons
.

- v

front de croissant front croissant ↑ PAS MONOTONE



Proposition : si l'équation de reaction diffusion est BISTABEAU
Ut

avec un seul équilibre Us entre Ut et U-

et si on considere un front monotone UK) avec feminist): too

et z leis. 417):-O

f- Hulda <◦ alors co (at "envahit" U.)

4-

U
↑ Us

alors • si

Ut

• Si J'Huldus.
Ut

Ut Us

alors c) o (U- i. Ut)

Interpretation :
U-

Az

Az> AI C) 0

Az LA,
CLO



Preuve : On considère 4" t CU' + flu):O

. mmultiplitaru ! 414"tCU"tU'flu):O

- nontespeentre-netto J,too4'/7) 4" (2) de + c) tou'/zidzt

parmpstoit : -n

417) , 86112

- N

to

U' (7) f1417))!E

{HI:
"{(U' (tro)-U ' (o))

ta % %

Il nous reste c) → 4125 de =-S-tno U' (7) f14171) de

- J"

C × (30) = - Jüfluldu.
U-

flu) du'

U-

9¥" '

⇒ du 'U'.dz
c .

si cs o

N CLO

s -µ fluldu so ⇔ Juflulduso

⇔ - <O ⇔ " <0


