
Partie 2 : equations hyperboliques et equations différentielle à retard

I Comment obtenir une équation à retard à partir d'une équation aux

denrées partielle hyperbolique de type transport

a. Exemple : population de cellules sanguines dans la moelle osseuse
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b. Modèle : ① & pan) + à plia) = -Spit, a)
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c. Comment étudier ce problème?



(i) Intégrons ① et ② par rapport à l'age
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&. Comment calculer plt,#?

Pour sa, on a besoin que de s'intéresser 



Pour sa, on a besoin que de s'intéresser à l'équation 

& Pita) + à plt, a) : -Spit, a)

Remarque : on ne peut en general pas donner la solution exacte d'une

telle équation.
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Méthode des caractéristiques :

(1) & PUR) +1fr plia) - _Spltia)

on suppose que a et t sont liées
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Pour résumer : si ta pita)-cela-yé"

si t> a plt, a) "PINA"))-Nt-a) e- à

comme on veut étudier le comportement asymptotique, on considere + "grand"
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I Equations à retard

Dans cette section on étuouin des équations à retard disent : ✗ ' (t): f (✗ (t-il)

mais on peut avoir plusieurs types d'équations à retard :

tels que - ✗ ' (t) = [f- (✗ Its)/ds (retard distribué)

✗ ' (t) s f ☒ LE-TWH)) (retard dépendant de l'état)

✗ ' (E-T): Alt)) ( " de type neutre)

x ' (t) : flxlt.ro)) ret'ard infini

\

1. Exemple :



Consideims l'équation à retard

✗ ' (t) = ✗ LE-1)

condition initiale ?

Rappel : ✗ 'It)-✗ It)

✗ (o): ✗ 4)

✗

t

théorème de Cauchy-Lipschitz

✗

Xo'
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✗ ' (E) ⇒ LE-1
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sur [1,0] avec 4 connue et suffisamment regulière

Comment "construire une solution ?"



Comment "construire une solution ?"
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Exercice : on considère le problème suivant :



Exercice : on considère le problème suivant :

✗ 'll): ✗ (6-1) 130

✗ It) s 1 66611°]

(voir en cours) où don le-Hal Smith

2. Etude qualitative :

l'objectif en general est d'etudier les équilibres et leur stabilité.
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Remarque : pour le equations à retard, une seule équation (ID) peut

suffi pour aini ds oscillation voire on chass.

Etude qualitative de edo (une introduction)

a. Equilibres notées ×"

Les équilibis sont is solution stationnairstindundep. du temps.

qui vengent ×":O

dans les eg-diff à retard (DDE)

day' aj equations

on a ✗ ' (t) = flxlt-T))

qui devient fou ✗ + : ✗ * " = f (x *) càd FIN):O



b. Recherche de la stabilité

↳

exemple : étude de l'eq-diff à retard ✗ ' (t)-2×16-1) AGIR

• (i) equilibre : ils vengent ×"à

caid ax* so comme ✗ ER" ma ✗ * so seul

Cii) stabilité équilibre

Méthode : On cherche les equations sous la forme

ce qui donne
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• Recherche de 7 vils

7 = a-t

¥7) H)

sort de/R :

↑ %
ta

a) 0

→ o

on a une seule valeur pope

reelle 7 so :

donc c'est inutile de cherche les

sal. pops complexe car on sait que si

a) o ⇒ 7> ◦ ⇒ ☒ INSTABLE
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• CAS ✗ CO TEIR

+ = ait
y

y

◦ solution isolation 2 solution

duit sacs-leacac % V0

CAS 1 solution : - sac-t

cherchons a, et te i

C

G- et bg sont tangents en 1 point en Ac

ond f ' Hc): 9 ' (te)

T =-à"

Ac = - etcdonc

O autre part le point appartient aux 2 courbes done :

7 (dc): 9 (Ac) avec ac :-etc

Ac :-a, e- te

te 's e- "etc, -1 Par conséquent 7es-leta, =-e ?-É
÷



• Résumons : si 2>0 : une seule valeur pope réelle : ✗ * INSTABLE

si aco : 39s : . si Caco : 2 valeurs pops reelle 4,7220

• ti a :-& 1 " " 7=-10

ac-é aucuneval. popuville• si

on ne peut la

encore conclure sur la

stabilité de ×"

• Recherche des 7 complexes

on pose 1 : ✗ + ip et on remplace dans

seulement on a alors

7- ait

✗ t if : a e- Hip)

✗ t :p = de-◦ e- il

✗ tip = ne-✗ (ca p-i sis p)

on considere 9 Co



tip = ne-✗ (ca p-i sis p)

✗ = ne ✗ cos A ①

p s-ne-✗ sinp ②

on identifie le pubis ails et imaginais :

ce qui nous interesse ici et le ogre de Re A) = a

§ : & : _Ça :-stamp)

✗ = -p coton (s) : x : f1 (p)

a = -En, e- PUMP a : Ep)

=

② ⇒ a =-ftp.e" ⇒
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✗ * sera instable sinon
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