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Avant propos.

La durée de I'examen est de 1h30. Aucun document et aucune calculatrice ne sont auto-
risés durant ’épreuve. L’usage des téléphones portables est prohibé. La répartition en durée
de chacun des exercices n’est qu’a titre indicatif. La justification des réponses et un soin
particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la notation.

Questions de cours (20 minutes) (6 points)

1. (4 points) Enoncer la définition d'une équation aux différentielle totale pour les équations
du type
(E1) a(t,z) +b(t,x)x'(t) = 0.
Enoncer et démontrer la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f re-

lative a I’équation du type (FE1) soit différentielle totale.
2. (2 points) Enoncer, sans le démontrer le théoréeme des bouts.

Exercice 1 (30 minutes) (9 points)

1. (15 min) (4 points) On considere 1'équation différentielle suivante
(Ey) tx+ (2t* + 32% — 20)2’ = 0.

a. Expliquer pourquoi cette équation n’est pas linéaire.
b. Montrer que cette équation n’est pas une équation aux différentielles totales.
c. Apres un choix judicieux de facteur intégrant, résoudre ’équation différentielle ci-
dessus en exprimant la solution x dans une équation implicite.
2. (15 min) (5 points) On considere le probleme suivant

2+ —tz> = 0
P )
( 1) { x(to) = 2,

ou t et ¢y appartiennent a un intervalle I inclus dans |0, +oo[ qu’il faudra déterminer

et zg € IR.

a. A-t-on existence et unicité des solutions pour ce probleme (P;) sur U =|0, +-o00[x IR ?
Justifier.

b. On suppose zy = 0. Quels sont les solutions de (P;)?



c. On suppose xg # 0.

i. Reconnaitre le type d’équation différentielle du probleme(P;).

ii. Résoudre le probleme (P;) en fonction de xy.

ii. Les solutions trouvées sont-elles maximales ou globales sur |0, +o00[ ? Justifier.
d. Donner tous les solutions maximales et globales de ce probleme.
e. BONUS (1 point) Tracer trois courbes illustrant les cas zo = 0, o > 0 et zy < 0.

Exercice 2 (40 minutes) (5 points)

Soit f une fonction définie et continue surlR"™ a valeurs dans IR™. On consideére I’équation
différentielle suivante

(E5) o' = f(x).

Soit = une solution de (FE3) définie sur un intervalle borné [0, af, avec a > 0 et supposons
que la fonction ¢ — f(z(t)) soit bornée sur [0, a].
1. On considere la suite (u,)nen+ définie par

1
u, =x(a——), ne€N"
n

1 1
(c’est a dire z au point o — —, et NON PAS z fois (o — —)).
n n

Montrer que (u,)nen+ est une suite de Cauchy.
2. En déduire qu’il existe x, € IR™ tel que

[2(t) = ol < M|t — o,

avec M = sup | f(z(t))].
te[0,af
3. Monter que x admet une limite finie quand ¢ tend vers «, a gauche de a.

4. Montrer alors qu'il existe une prolongement de z qui sera solution sur U'intervalle [0, «].
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