Résolution approchée d’équations différentielles

4.2 Simulations numériques des EDO : schémas explicites

Nous ne considérons dans cette partie que le probleme de Cauchy d’ordre 1 (4.15) ci-dessous
(nous verrons en cours d’équations différentielles que quel que soit I’ordre d’une EDQO, il est
toujours possible de se ramener a I’ordre 1) suivant :

(%) {xl(t) = Jla), (4.15)

x(ty) = xo.

Mais attention, cette fois-ci ¢ € [tg,to + T (avec T' € R?), étant donné que 1’on ne peut pas
faire de simulation pendant un temps infini, le temps doit rester fini.

D’autre part, = : [to, to + T] — R", n € N. Nous supposerons quasiment tout le temps pour
les exercices d’applications que n = 1.

Remarque

Nous supposerons dans toute la suite, que la fonction f : [to, to+T] x R" — R™ est continue
sur ’ensemble étudié, est globalement lipschitzienne par rapport a sa variable x sur l’in-
tervalle étudié. En général, il nous suffira de montrer que la dérivée de f par rapport a sa
variable x est bornée sur ’intervalle de 1 étudié. De telle sorte que nous n’aurons pas a nous
soucier de I’existence globale et de [’'unicité des solutions.

L objectif est de calculer de fagon approchée la solution du probleme de Cauchy (4.15).
Pour cela nous discrétisons I’intervalle de temps [to, ¢y + '] de la fagon suivante : on définit
une subdivision

t0<t1<t2<...<tN:t0+T,

et on cherche a définir
Loy L1y L2y ooy TNy

tels que les z;, ¢ = 0, ..., N, approchent les z(t;) (solution exacte aux points ;).
On note
hi =t —ti_1 >0,

le i-eme pas de temps et h = max_ h; > 0.

i=1,...,

Remarque

1. Dans toute la suite, nous supposerons les t; régulierement espacés. Autrement dit
h:hlzhgz...:h]v>0,

2. Si nous divisons Uintervalle [ty,ty + T de longueur T, en N sous intervalles, nous
aurons alors

T = N.h ouencore h="T/N (avec N € N*).

Commencons par le schéma le plus simple : le schéma d’Euler progressif ou explicite.

49



Résolution approchée d’équations différentielles

50

4.2.1 Schéma d’Euler progressif (ou explicite)

On considere le probleme de Cauchy (%) (4.15). 1l existe deux méthodes pour construire ce
schéma.

Méthode 1

Pour un point ¢ = ¢,,, quelconque avec n = 0,1, ..., N — 1, nous avons ’EDO qui satisfait

{J]I(tn) = f(tmx(tn))u

z(tp) = xo donné.

On approche alors f(t,,z(t,)) par f(t,, z,), et il faut approcher ensuite z’(t,). Pour cela il
semble naturel d’approcher la dérivée par son taux d’accroissement aux valeurs approchées
Tp41 €t T, autrement dit

x<tn+1) - x(tn) —~ Tn+1 — Tn _ Tny1 — Tn

2 (t,) ~
( ) Zfn—i—l - tn tn-‘,—l - tn h

Le schéma d’approximation du systeme (%) au point ¢,, est donc

h

{ Lol 7 %0 f(tn,x,), pour n=0,...N — 1,
x(to) = p.

soit encore,
(&) { Tpy1 = Tp+hf(te,z,), pour n=0,...,N —1,
.T(to) = Xp-

C’est ce que I’on appelle le schéma d’Euler progressif ou explicite. On dit qu’il est a un pas
parce que z,1 est défini seulement a partir du pas précédent x,, et non pas des autres pas
précédents (on I’aurait alors appelé multipas).

Méthode 2

Une autre méthode pour construire ce schéma est d’utiliser la méthode des rectangles a
gauche. En effet, rappelons le probleme au point ¢ € [tg,to + T :

{ﬂf’(t) = [t 2(@),

x(ty) = xo donné.

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz (et par les hypotheéses que nous avons prises), nous
avons x’ et f continues. Nous pouvons donc intégrer 1’équation différentielle entre ¢,, et ¢,, 1.
Nous avons ainsi, pour toutn =0,1,..., N — 1,

/tt+ 2 (s)ds /tt+ F(5,2(s))ds.

L’intégrale du premier membre est connue, il s’agit du théoréme fondamental du calcul, c’est
la valeur z(t,,1) — z(t,). Lintégrale du second membre est quant a elle approchée par la
méthode des rectangles a gauches :
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/t s a5))ds % b at)) (b = ) = Fltn 2(t2)h.
Nous avons alors

T(tn1) — 2(tn) = f(tn, z(tn)).h,

et comme nous approchons les x(t,) par z,, pour n = 0, ..., N, nous obtenons bien le méme
systeme qu’avec la premiere méthode, a savoir

Tpr1 = Xn+hf(tp,x,), pour n=0,...N —1,
(&) _
x(to) xo-

[’avantage de cette méthode est qu’il est plus facile de comprendre la construction d’autres
schémas que nous verrons dans la section 4.2.3 :

1. le schéma du point milieu ot I’intégrale est approchée par le rectangle passant dont la
hauteur est la solution exacte au milieu de 'intervalle,

2. le schéma de Heun donc I’approximation de I'intégrale se fait par la méthode des tra-
pezes.

Notons également que nous aurions pu prendre la méthode des rectangles a droite, nous n’au-
rions alors pas de schéma explicite mais un schéma d’Euler implicite (appelé aussi schéma
rétrograde). Nous détaillerons ceci dans une des dernieres sections de ce chapitre.

Nous voyons que les erreurs peuvent tres vite s’accumuler. La question que 1’on se pose est
alors la suivantes :

est-ce que la solution approchée tend vers la solution de I’EDO quand A tend vers 0 (c’est a
dire quand la discrétisation est tres fine et les intervalles tres petits) ?

Pour I’étudier nous allons introduire trois notions fondamentales dans ce chapitre : la consis-
tance, la stabilité et la convergence pour des schémas explicites quelconques.

4.2.2 Schémas explicites a un pas

Définition 12 (SCHEMAS EXPLICITES A UN PAS)

Un schéma explicite a un pas approchant la solution d’un probleme de Cauchy (") donné par

(4.15) est un schéma qui s’écrit sous la forme

T = x,+ ho(t,,x,, h), pour n=0,....N — 1,
(F) { t+1 - ( ), P
x( 0) = Zo,

ou la fonction ¢ sera a définir suivant le schéma choisi.

Exemple Par exemple, pour le schéma d’Euler explicite nous avons

¢(tnaxn7 h) = f(t’rwxn)

(4.16)
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4.2.3 Consistance, stabilité et convergence

Nous pouvons alors introduire les notions fondamentales de ce chapitre. Commencons
par la consistance.

Définition 13 (ERREUR DE CONSISTANCE)
On appelle erreur de consistance, que I’on note 7,,, le nombre réel défini par

Tni1(h) = x(tns1) — x(tn) — h.od(tn, x(t,), h), pour tout n = 0, ..., N — 1.

Remarque
Une autre facon d’écrire I’erreur de consistance est comme ceci :

T(tns1) = x(ty) + h.d(tn, x(tn), h) + Toi1(h), pour toutn =0, ..., N — 1.

Ca s’interprete assez simplement. L’erreur de consistance 7,1 est [’erreur que l’on ferait
si I’on partait de la solution x(t,) comme condition initiale et que [’on ne faisait qu’une
seule itération. Nous voyons ainsi ce que chacun des pas séparément peut engendrer indivi-
duellement comme erreur en supposant que ’on n’a pas fait d’approximation dans les pas
précédents.

Définition 14 (SCHEMA CONSISTANT)

On dit que le schéma explicite a un pas (.#’) donné par (4.16) est consistant avec le probleme
de Cuachy (%) si et seulement si

h—0

N
lim " |7,(h)| = 0
n=1

Une fois I’erreur de consistance définie, nous nous intéressons a comment les erreurs peuvent
s’accumuler. Il se trouve en effet que les ordinateurs sont obligés de faire des arrondis. Par
exemple, si la solution trouvée est 1/3, 1’ordinateur va arrondir a 0, 3333333. Et méme avec
une précision assez fine, il aura quand méme perturbé 1égerement le calcul précédent. La
question que I’on se pose est la suivante :

si le schéma est sensible a la moindre perturbation, les approximations risquent de ne pas
étre maitrisée du tout. Il faut donc trouver un critere permettant de vérifier que ces petites
perturbations sont sous contrdle. Comment ? Grace a la notion de stabilité.
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~ Définition 15 (SCHEMA STABLE) :

On dit que le schéma explicite & un pas (") donné par (4.16) est stable s’il existe un réel
M > 0 tel que, étant donnés €1, ..., €, si I’on considere pour le schéma explicite

Tpt1 = Tp + h+ @(t,, Ty, h), avec xg donné,
une perturbation de ce schéma que 1’on note
Ynt+1 = Yn + A+ O(tn, T, h) + €1, avec yo = o,

alors

N
max |y, — 2l < MY len|.
n=1

0<n<N

Autrement dit, si les erreurs d’approximation a chaque pas de temps ne sont pas tres grandes,
I’erreur pour la solution approchée au pas suivant reste maitrisée.

Nous pouvons enfin introduire la troisieme et derniere notion fondamentale : la notion de
convergence.

,—[Déﬁnition 16 (CONVERGENCE) |

On dit que le schéma explicite a un pas (') donné par (4.16) est convergent vers la solution
du probleme de Cauchy (%) si

lim max [2(tn) — zal| = 0.

Et le théoréme permettant de relier les trois notions.

Théoréme 5 (THEOREME DE LAX)

Si le schéma explicite a un pas () donné par (4.16) est stable et consistant avec le probleéme
de Cauchy (%), alors il converge vers la solution du probleme de Cauchy (%).

Le probleme reste de vérifier que le schéma est stable et consistant. Mais en utilisant la
définition seulement, I’exercice peut tres vite s’avérer difficile. Il faudrait trouver des criteres
plus faciles a manipuler pour obtenir ces deux notions sans trop de difficulté. C’est tout le but
de ce qui suit. Commencons par un critere simple pour vérifier la consistance.
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~ Proposition 5 (CRITERE DE CONSISTANCE)

Un schéma explicite a un pas (-’) donné par (4.16) est consistant avec le probleme de Cauchy
(%) si et seulement si

o(t,x,0) = f(t,x).

Puis un critere simple pour la stabilité.

r—[Proposition 6 (CRITERE DE STABILITE)}

S’il existe un réel L > 0 tel que pour tout ¢ € [tg, %y + T, pour tous z, y € R et pour tout
h<T,
16t z, h) — d(t,y, W)l < Lilz -y,
T

alors le schéma explicite a un pas (.) donné par (4.16) est stable et M = 1.

Quand un systeéme est convergent, il nous reste a savoir maintenant a quelle vitesse il converge.
Pour cela on introduit la notion d’ordre. L’ordre de la convergence est liée a ’ordre de la
consistance, et plus 1’ordre est élevé, plus le schéma converge rapidement vers la solution
exact. Voyons ca d’un peu plus pres.

,—EDéﬁnition 17 (ORDRE DE CONSISTANCE)}

On dit que le schéma explicite a un pas (.¥’) donné par (4.16) est consistant d’ordre p avec le
probleme de Cauchy (%), s’il existe un réel K > 0 tel que

N
> (k)| < KhP.
=1

,—[Proposition 7 (ORDRE DE CONVERGENCE)}

Si un schéma explicite a un pas (.¥) donné par (4.16) est stable et consistant d’ordre p avec
le probleme de Cauchy (%) alors

max ||z(t,) — z,|| < MKRP.
1<n<N

On dit alors qu’il est convergent d’ordre p.
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La encore utiliser la définition peut s’avérer assez compliqué. Il faudrait un critere permettant
de montrer 1’ordre de consistance sans trop de difficulté.

Proposition 8 (ORDRE DE CONVERGENCE :CRITERES)

Pour toute fonction f de classe €7, le schéma explicite a un pas (-’) donné par (4.16) est

consistant d’ordre au moins p avec le probleme de Cauchy (%) si

¢(t,2,0) = f(t,2),

0 1 1.0 0
or—1 | 1
Wqﬁ(t,x,O) = ]SDp_lf@Jf);

avec DP~Lf(t,x) = D[DP=2f(t, z)].

Exemple La différentielle seconde de f est donnée en (t,x) par :

52 52
a2l T 5

Df = D[Df| = p+ 21l S p

B B ot” Oz Ox Ox2”"
Exemple On peut montrer que si f satisfait les hypothése de [’existence et ['unicité globale,
alors le schéma d’Euler explicite correspondant au probleme de Cauchy (€') est convergent
d’ordre exactement 1.

Exemple

Le schéma du point milieu :

le schéma du point milieu consiste a utiliser la méthode des rectangles, non plus a gauche
(ni a droite d’ailleurs), mais au point milieu de chaque intervalle de la forme [t,, t,1]. Il est
donné par I’équation suivante

h h
Tpi1 = Tp + hf(t, + 5 Tn + Ef(tn’ xy,)), pourn =0,....N — 1, avec x( donné.
On montre que ce schéma est exactement d’ordre 2.

Le schéma de Heun (méthode des trapezes) :

le schéma de Heun est donné par le systeme suivant

L%n = Tp+ hf<tn7 l’n),
h .
Tpt1 = Tp+ § (f(tm xn) + f(tn+17 xn)) )

oun=20,...N — 1 et xy est donné.

On voit dans la deuxieme équation que 1’on estime la moyenne aux extrémités du segment
[tn, tni1], ce qui correspond bien a I’approximation de I’aire sous 1’intégrale par un trapéze.
On peut écrire ce systeme autrement de la facon suivante
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Tl = Tp + g (Ftn, @n) + ftn + @ + hf (tn, 20))),

oun=020,..,N — 1 et xq est donné.
On montre que ce schéma est exactement d’ordre 2.

FIGURE 4.2 — Karl Heun (1859 — 1929), mathématicien
allemand qui a qui I’on doit le schéma numérique qui porte
son nom basé sur la méthode des trapezes.

Remarque
Le schéma explicite a un pas est convergent d’ordre exactement p quand il est d’ordre au
moins p et qu’il n’est pas d’ordre au moins p + 1.

4.2.4 Les méthodes de Runge-Kutta

Certains schémas comme les schémas du point milieu et de Heun (méthode des trapezes)
permettent d’obtenir des convergences d’ordre plus élevé qu’Euler explicite.

1. Dans le cas du schéma du point milieu, la dérivée en I’instant intermédiaire entre ¢,, et
tn11 est estimée.

2. Dans le cas du schéma de Heun, la moyenne entre les estimations effectuées aux instant
t, ett,,1 est estimée.

La méthode du point milieu est due a Carl Runge, puis Martin Kutta a proposé diverses
méthodes basées sur des moyennes a différents instants.

Cette idée a ensuite été généralisée pour construire ce que 1’on appelle désormais les schémas
de Runge-Kutta de n’importe quel ordre.
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{Déﬁnition 18 (SCHEMA DE RUNGE-KUTTA)} .

La structure générale d’un schéma de Runge-Kutta a s-stages explicite est donné par le sys-
teme suivant

i—1
Xi =% hz aijf(tn -+ th,Xj), = 1, 0009 &
(RK) =1 (4.17)
Tpny1 = ZTnt hz bif(tn + cih, X;).
i=1
0
avecn = 0,..., N — 1 et x5 donné. Par convention, nous notons Z ..=0

=1

La donnée d’une méthode de Runge-Kutta explicite est donc la donnée de :
1. s instants compris entre ¢, et t,,,1 définis par t,, + ¢;h, ot ¢; € [0, 1], pour i = 1, ..., s,
2. spoids b;, 7 = 1, ..., s permettant de faire la moyenne pondérée finale,
3. poids intermédiaires a;; permettant de faire les estimations intermédiaires.

De facon usuelle, on représente alors une méthode de Runge-Kutta grace au tableau de But-
cher:

c1 0 0 0 .. 0 0
Cy asq 0 0 .. 0 0
C3 asy aso 0 .. 0 0
Co—1 | Qs—1,1 Gs—12 Gs—13 ... 0 0
Cs Qs 1 Qg2 Qg3 Qg s—1 0

bl b2 b3 b31 bs

FIGURE 4.3 — John Butcher (1933 — ), mathématicien Néo-
Z£€landais, spécialisé dans les méthodes numériques de ré-
solution d’équations différentielles. On lui doit le tableau
qui porte son nom pour décrire les schémas de Runge-
Kutta.

Exemple

1. Le schéma représenté par
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00
1
est le schéma d’Euler explicite.
2. Le schéma représenté par
0 0 0
1/2]11/2 0
01

est le schéma du point milieu.

3. Le schéma représenté par

o] 0 o0
1| 1 0
172 1/2

est le schéma de Heun. Ce dernier schéma est également appelé parfois le schéma de
Runge-Kutta 2, méme si le schéma du point milieu est lui aussi un schéma d’ordre 2 de
type Runge-Kutta.

4. Quand on parle “du” schéma de Runge Kutta, ou encore RK-4 on désigne le schéma a
4 stages suivant

ol 0 0 0 0
/2112 0 0 0
12| 0 1/2 0 0

11 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

La question que 1’on peut se poser est pourquoi ce choix des poids et des instants intermé-
diaires ?
La réponse est assez simple : pour avoir les propriétés de stabilité et de consistance d’ordre
élevé.
Les schémas de Runge-Kutta explicites rentrent en effet dans le cadre général des schémas
explicites a 1 pas puisqu’on peut les écrire sous la forme

{ Tpi1 = Ty + ho(ty, x,,h), pour n=0,... N —1,

Zlf(to) = Xp-.

Afin d’étudier leurs propriétés, on peut donc utiliser la théorie générale des schémas explicites
a un pas. Nous avons alors le résultat suivant.
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r—EProposition 9 (CRITERES DE CONSISTANCE DE RUNGE-KUTTA) } \

On considere un schéma de Runge-Kutta sous sa forme générale (R/’) donné par (4.17).

1. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 1 avec le probleme de Cauchy (%) si et
seulement si .
> bi=1.
i=1

2. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 2 avec le probleme de Cauchy (%) si et
seulement si

S

s 1—1
ZblCz:% et ZbZZaU:%
i=1 i=1 =1

Remarque

S

1. La condition Z b; = 1 reflete bien le fait que les b; sont bien des coefficients d’une
i=1
moyenne pondérée.

2. On obtient des relations du méme type pour tous les ordres. Et on peut ainsi montrer
que le schéma RK-4 est consistant d’ordre 4.

Nous avons également un critere de stabilité pour les schémas de Runge-Kutta.

Proposition 10 (CRITERES DE STABILITE DE RUNGE-KUTTA)}

Tous les schémas du type Runge-Kutta explicites sont stables des que f est continue et glo-
balement lipschitzienne par rapport a sa variable x sur I'intervalle [t, to + 77| étudié.

Remarque

En particulier le schéma RK-4 est convergent d’ordre 4. C’est le schéma le plus communé-
ment utilisé. Il est a la base du solveur ODE45 de Matlab. Le solveur ODE45 est a pas de
temps adaptatif (a chaque instant, le pas de temps h,, n’est pas prédéfini, on le détermine
pour que ’erreur soit inférieure a une précision donnée).

Pour ¢a, on fait une itération de RK-4 que ’on compare avec une itération d’un schéma de
Runge-Kutta d’ordre 5 (dit a Dormand et Prince en 1980).

La différence |RK — 4 — RK5| donne alors une estimation de I’erreur par RK-4. On fait
donc comme si RK-5 donnait la solution exacte. Si [’erreur est supérieure a la précision que
I’on a choisie préalablement, on diminue le pas de temps h,,.
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Les méthodes de Runge-Kutta sont donc basées sur I’introduction d’instants intermédiaires
entre t,, et t,,,, pour augmenter 1’ordre de la consistance.

Un autre moyen d’augmenter la précision du calcul consiste a faire intervenir plusieurs pas de
temps lors du calcul de z,, 1. C’est ce qu’on appelle les schémas a pas multiples ou multipas
explicites. Ces schémas sont de la forme

Tp+1 = Tp + h¢(tn7 L, hna tnfla Tn—1, hnfh tn727 Tn-2, hn727 )

IIs sortent évidemment du cadre des schémas a un pas, mais on peut pour elles aussi définir la
convergence que I’on décompose en stabilité et consistance. Le schéma explicite multipas le
plus couramment utilisé est celui d’ Adams-Bashforth (d@i a John Adams qui I’utilisa en 1977
pour résoudre une EDO décrivant un probleme de capillarité introduit par Francis Bashforth
en 1883). Les méthodes multipas sont préférables aux méthodes de Runge-Kutta lorsque la
fonction est coliteuse (en temps de calcul) a évaluer.

Mais toutes ces méthodes, que ce soit Runge-Kutta explicite ou multipas explicites, ont un
point commun : elles ne sont performantes que pour les problemes non-raides (en anglais
Non STIFF).

4.3 Problemes raides et schémas implicites

Lorsque I’on applique un schéma explicite a un pas adaptatif (comme ODE45) a certains
problémes dont la solution présente des problémes raides. On obtient un effet en accordéon.
Le programme doit placer beaucoup de points dans les problemes raides pour obtenir une
précision requise.
Si le probleme est trop raide, le nombre de points nécessaires devient trop important, le temps
de calcul devient trop long et le schéma est inefficace.
La question est alors la suivante : comment caractérise-t-on les problemes raides ? Ce sont les
zones ou la constante de Lipschitz L est trop grande.
Ceci vient du fait que I’erreur d’un schéma explicite stable et d’ordre au moins p est
max ||z(t,) — z,|| < MKh?,

1<n<N
ol K est la constante de consistance, et M = T la constante de stabilité.
Ainsi, lorsque L devient grande, M devient grande exponentiellement, et donc la valeur prise
par h doit étre trés petite pour garder une précision initialement donnée.
A cause de ca, on introduit une autre notion de stabilité qui teste le schéma sur les différentes
valeurs possibles de L.

4.3.1 Test Linéaire Standard

Cette notion est basée sur ce que I’on appelle I’équation Test Linéaire Standard (ou TLS).
Ce test est défini par le systeme suivant

(TLS) {f((g)) - ;mLx(t), (4.18)

ou L > 0.
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1. La solution exacte est

x(t) = zoe .

2. Elle vaut x( pour ¢ = 0 et tend vers 0 quand ¢ tend vers 1’infini.
3. D’un autre cdté, plus L est grand, plus z () tend vers 0 de facon raide.

4. Enfin, nous remarquons que la constante de Lipschitz du probleme (7'LS) est L. En
effet, si ’on pose f(t,2) = —Lz pourt € R, etz € R, alors pour tous t € R et pour
tous x,y € R,

|f(t,z) — f(t,y)| = | — Lz + Ly| = L|z — y|.

Définition 19 (SCHEMA A-STABLE)

On dit qu’un schéma est A-stable si et seulement si ce schéma appliqué au probleme (7'L.S5)

donne une solution z,, vérifiant lim =z, = 0 quel que soit L > 0, et quel que soit le pas de
n—-+00

temps constant h.
On dit aussi que le schéma est inconditionnellement stable.

Remarque

1. Un schéma est A-stable est donc un schéma qui peut traiter les problemes de n’importe
quelle raideur sans condition sur le pas de temps.

2. La stabilité d’un schéma décrit la facon dont les erreurs s’accumulent sur un intervalle
de temps borné [ty,to + T| tandis que la A-stabilité décrit la facon dont les erreurs
Jaussent le comportement de la solution pour t — +00.

Exemple On peut montrer que le schéma d’Euler explicite n’est pas A-stable.

De méme on peut montrer que tous les schémas de Runge-Kutta explicites ont des conditions
sur le pas de temps dépendant de la raideur du probleme. Ces schémas ne sont donc pas A-
stables.

Pour cette raison, on a introduit d’autres schémas qui cette fois-ci seront A-stables. En contre
partie, ils sont plus difficiles a analyser et a coder. Le plus simple de ces schémas est le
schéma d’Euler implicite.

4.3.2 Schéma d’Euler implicite (ou rétrograde)

Le schéma d’Euler implicite est construit de la méme maniere que le schéma d’Euler
explicite : par la méthode des rectangles. Mais au lieu de considérer le rectangle a gauche, on
considere le rectangle a droite cette fois-ci.

Le schéma s’écrit alors de la fagon suivante :

Tpt1 = Tp+hf(t,+h,xee), pour n=0,..., N —1,
(&) -
.T(to) ZIg.
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Ce schéma est appelé implicite parce qu’il ya du z,; dans le second membre. A chaque
itération, le schéma définit donc une équation qu’il faut résoudre pour trouver x,,.; de facon
implicite.

Proposition 11 (SCHEMA EULER IMPLICITE A-STABLE)

Les schéma d’Euler implicite est A-stable.

4.3.3 Shémas de Runge-Kutta implicite

Définition 20 (SCHEMAS RK IMPLICITES)

Un schéma de Runge-Kutta implicite a S-stages est décrit par le tableau de Butcher suivant

C1 11 12 @13 e A1 51 Qs

Co 21 @22 23 v Q251 Az s

C3 as1 a32 ass e A351 as s

Cs—1 | As—1,1 Qs—12 @s—13 ... As—1s5-1 0As—13

Cs as,l as,2 as,S as,sfl as,s
by b b . by, b,

ou par la forme développé suivante

Xi = xn+hzaijf(tn+cjh,Xj), 1=1,..,s
(RK,) =t (4.19)
Tns1 = To+h Y bif(tn+ch, X;).
=1

avecn =0,..., N — 1 et zq donné.

On pourrait montrer que tous les schémas de implicite a S-stages sont A-stables.
Le cas explicite est d’ailleurs un cas particulier du cas implicite ou le tableau de Butcher
contient une matrice “strictement triangulaire inférieure”.

111
1

Exemple
Le schéma représenté par

est le schéma d’Euler implicite.
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La convergence pour les schémas de Runge-Kutta implicites se définit comme pour les sché-
mas explicites.

lim max [l2(tn) — zall =0.

La notion de consistance et d’ordre de consistance sont légerement différentes par rapport au
cas explicite, mais sont assez similaires quand méme.
Les conditions sur 1’ordre de consistance sont les mémes a savoir :

1. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 1 avec le probleme de Cauchy (%) si et

seulement si
S

> bi=1.

i=1

2. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 2 avec le probleme de Cauchy (%) si et
seulement si

ibici = % et ibziaw = %
i=1 i=1 =1

mais la matrice constituée des a;; n’est plus strictement triangulaire inférieure.

La convergence est toujours vraie pour les méthodes de Runge-Kutta implicites des qu’elles
sont consistantes et que f vérifie les conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz global.

4.3.4 Résolution des itérations des schémas implicites

On a vu que les schémas implicites définissent a chaque itération une équation qu’il faut
résoudre pour trouver z,, 1.

Exemple Pour Euler implicite c’est

Tp+1 = Tp + hf(tn—i—la :Bn—i—l)

C’est a dire que x,, .1 est un point fixe de la fonction G définie pour tout x € R par
G(x) = xn + hf(tni1, ).

il existe une théorie classique de 1’existence et I’unicité des points fixes des fonctions (c’est le
chapitre 3 de ce cours). Elle donne une condition suffisante d’existence et d’unicité de ;.
Mais pour un probléme raide, cette condition n’a que tres peu d’intérét car il faut par exemple
pour le probleme de Cauchy, si f est L-lipschitzienne, que h < 1/L pour avoir I’existence et
I’unicité du point fixe z,, 1.

Autrement dit, il faut une condition sur la valeur du pas de temps.

Pour des problemes raides, cette condition est donc peu utile.

D’autres conditions sont actuellement développées qui donnent I’existence et 1’unicité de
ZTna1 avec une condition moins restrictive sur . Mais

1. il y a quand méme une condition sur h,

2. cane marche pas pour tous les problemes raides.
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toutefois, en pratique, la solution z,,; est en général bien définie pour les schémas de Runge-
Kutta implicites, méme pour des problemes tres raides et de grands pas de temps.

Enfin, quand x,, ., est bien définie, la méthode la mieux adaptée pour la calculer est la mé-
thode de Newton que nous avons vus au chapitre précédent.
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