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Préambule :
Indiquez sur la copie vos NOM et PRÉNOM. La justification des réponses et un soin
particulier apporté à la présentation sont demandés et seront pris en compte lors de
la notation.

Le sujet comporte 2 exercices indépendants.

Exercice 1. Question de cours - 10 minutes - 4 points
1. (1 point) Donner la définition d’un équilibre x∗ pour l’équation xn+1 = f (xn), n∈N.
2. (1 point) Si f ′(x∗) 6= 1 et f ′(x∗) 6= −1 , donner les conditions sur la dérivée de f

pour que x∗ soit :
(a) (0.5 point) Localement asymptotiquement stable.
(b) (0.5 point) Instable.

3. (2 points) Quelles conditions doit-on vérifier si f ′(x∗) = 1 pour que x∗ soit :
(a) (1 point) Localement asymptotiquement stable.
(b) (1 point) Instable .

4. (1 point) (Bonus) Même question que 3(a) et 3(b) si f ′(x∗) =−1.
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Exercice 2. 35 minutes - 6 points
Considérons l’équation récurrente non linéaire

(E ) xn+1 = f (xn), f (xn) = xn−
x2

n−4
2xn

avec n ∈ N.

1. (1 point) Expliquer pourquoi cette équation est non linéaire.
2. (1 point) (Bonus) Montrer par récurrence que si x0 6= 0 alors xn 6= 0 pour n ∈ N.
3. (1 point) Montrer qu’il existe deux équilibres qui sont −2 et 2.
4. (1 point) Montrer que pour tout x 6= 0, la dérivée première du second membre de

(E1) est f ′(x) =
2x2−8

4x2 .

5. (1.5 point) En déduire alors la stabilité ou l’instabilité des deux équilibres.
6. (1.5 point) Sur le graphe ci-dessous, identifier les cours et les équilibres, puis

montrer l’attractivité ou la répulsivité des équilibres en prenant les conditions
initiales suivantes : x0 =−1 et x0 = 1 en prenant des couleurs différentes.
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