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Le sujet comporte 2 exercices indépendants.

Exercice 1. Question de cours - 10 minutes - 4 points
1. (1 points) Donner la définition d’un intervalle stable.
2. (1 points) Donner la définition d’un point fixe d’une fonction, ainsi que son in-

terprétation graphique.
3. (2 points) Énoncer le théorème du point fixe.
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Exercice 2. 35 minutes - 6 points
Considérons la fonction f définie par f (x) = x(x−1)(x+1)

1. Quel est le domaine de définition de f ?
2. Expliquer pourquoi f est continue sur son domaine de définition?

3. On considère x ∈ I = [−1
2
,
1
2
].

(a) Montrer que f ′(x) = 3x2−1.
(b) Expliquer pourquoi f est décroissante sur I.

On rappelle 2≥
√
(3) donc

1
2
≤ 1√

(3)
.

(c) Calculer f (
1
2
) et f (−1

2
). En déduire alors que I est stable par f .

(d) Montrer que f ′′(x) = 6x.

(e) Montrer alors que f ′ est décroissante sur [−1
2
,0] et croissante sur [0,

1
2
].

(f) Montrer que max
x/inI
| f ′(x)|= 1 . Peut-on en déduire que f est strictement contrac-

tante?
(g) Que peut-on en déduire sur l’existence d’un point fixe par cette méthode?
(h) Par un calcul simple, montrer que f (x) = x admet trois solutions : 0, −

√
2 et√

2.
4. Nous ne nous intéressons ici qu’au point fixe 0. On définit maintenant la suite

(xn)n∈N par

(E ) xn+1 = f (xn), avec n ∈ N et x0 ∈ [−1
2
,
1
2
].

(a) Calculer f ′(0).
(b) Expliquer pourquoi cette suite converge vers une 0 quand on prend x0 ∈

[−1
2
,
1
2
].

(c) Calculer la valeur de cette limite.
(d) Est-ce que cette suite est croissante? Décroissante? Autre? Expliquer.
(e) Sur la figure donnée dans le sujet : tracer les premiers termes de la suite

en prenant x0 =
1
2

. Il faudra aussi identifier les courbes, les points fixes et
tracer les premiers termes de la suite.

5. BONUS : est-ce que les points fixes -1 et 1 sont attractifs ? Répulsifs ? Les suites
autour de ces points sont-elles croissantes ? Décroissantes ? Autres ? Expliquer.
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Exercice 2 :

1. Of = IR

2. 7 est contenue sur of comme point de fonctions contenues (polymères)

3. soit ✗ E I = L'z, É]

a. on a flx) = ✗ (x- (xt))

= ✗ (✗ ? 1) = ✗ 3- ×

f'/×): 3×31

b. Montions que l'IAO sur 5- Elle,'s]

On a f : ✗ ↳ ✗ (x-1) (XH)

donc



f ' (x) <◦ ⇔ 3×2-1<0

⇔ 3×241

⇔ & < %

⇔ Es <✗ <ls ①

✗ La ⇔ -acxaRappel :
a

Va ra

D'autre part : ✗ E [%, {] one Es ✗ SE

Mais d'api l'indication 422f, on -&> %

Par conséquent ① et@nous permettentoeovie que l'4) <◦ sur t'12,4]

id f strict. bnt.ly,'s]

⇒ ça {5×3-12%20

C. f- l'2) = {CE-1) (1/2+1)- EL-1) (3/2)=-318

fl-42) s -El-L-1) (-42+1):-& 1- 3) (E): %

Tableau de variations - %
%

de l'/



signe de l'/x)

rouations de f
3

8

%

I = E '1211k]

On vient de montrer que si ✗ Et '12,4], alors f4) E [-3/81318]

m 318<48 = '12 et -318>-418>-%

one 6%1318] <[ '%,'s]

conclusion : f1642,4])- (%,#CE'LL] on est stable part.

d. On a f ' (x) -3×2. 1 am, f- "4) sa

e. f " (x): 6 × depend on signe de × : si ×> ◦ f- " (x)»

si ✗ <o f''IxKO



si ✗ <o f''IxKO

One sur t'4,0] f "Ix) Lo , et donc t'est ↘

sur (0,1/2) f " (x)) 0 f' est ↗

Tableau de variations def'

%

f.

✗
- %

signe de f- " (x)

variations de f1

l

f ' (x) = 3×31

Calculons f ' (-1/2)=31-1112-1 =3. %-1 :"/y

f- ' ( 1/2) =3 L'1) ?' - 3. '14-1 :-44

f' (o) = 0-1=-1

- "4 "4

|

→ 81f11

k

y

- 1/2

" "

l

→ Cf'

max/f- ' (x)/= 1

✗ Et'ai :]

1

f- n'est pas strictement contractante

(car sinon on aurait mas
✗ Et/a, Ep I l'" K 1)



g. On a f continue sur I

ma I stable par f

Mais f n'est pas strictement contractante

on ne peut pas appliquer le

thereneon point fixe donc on

ne peut pas conclure !

h. Calculons le points fixes de f­


ind cherchons ✗ ER tag. Ax):X

fly :X ⇔ ✗ (X-1) (✗ + 1) :X

⇔ ✗ (✗ -1) (✗ +1)-✗ :O

⇔ ✗ ((x-D/✗ + 1) -1) = ◦

⇔ ✗ (x 31-11=0

⇔ ✗ (x 321=0

⇔ ✗ (x-E) (XTR):O

⇔ × so aux : RMX :-K

Remarque : 0E C- 11211] Mais

✗ 39 ? -Vos extras

1<2 donc A CR

{<Y <v2 done V24 Eh, {]

de meme - 22-1 donc - EL-N =-K-I One-V28 f1,4]

en fait ◦ est le seul point fixe E E'", %]



4. 4+1 = * (Xn)

(not C- Yuk]

f- ' (a) =-1 Calculons -2f"'/o)-3f" (a))

n f " (x):6×

f " ' (X):b

Comme ◦ est attractif, la suite comerzeverso

la limite tanto.

f- est contenue sur I et I est stable pr f

Bet, f est décroissante sur [

Conclusion la suite (a) non est alternée

A

R,

f ' (x)-3×2-1

= -2.6-3.0=-1220

One ◦ est attractif

b.

C.

d.

e.

×

y :X

%
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