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Résolution explicite

EXERCICE 1. (Ordre et linéarité)
Donner l’ordre de chacune des équations di↵érentielles suivantes et établir si elles sont linéaires ou
non-linéaires, et autonomes ou non-autonomes.

a) x

2
y

00 � 4xy0 + y = sin (x) b) (y3 + y � 1)� xy

0 = 0

c) d
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y

dx

2 =

q
1 +

�
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d) y

(3) �
⇣
1 + y + (y0)2

3

⌘
y

0 + 5y = 0

EXERCICE 2. (Se ramener au premier ordre)
On considère le système d’équations di↵érentielles de second ordre suivant :

⇢
y

00(t) = y

0(t) + z

0(t) + 2(y(t)� z(t))
z

00(t) = y

0(t)� z

0(t) + 2(y(t) + z(t))

Faire un changement de fonctions inconnues permettant de ramener ce système à un système de 4
équations di↵érentielles de premier ordre.

EXERCICE 3. (Séparation des variables)
Résoudre les équations di↵érentielles ci-dessous. Donner les solutions maximales et indiquer si elles
sont globales.

a) y(t)y0(t) = �t, t 2 IR b) y

0 = 1
t

2 y(y � 1), t > 0

c) (t2 + 1)y0 � (t3 + 2)y = 0, t 2 IR d) y

0 = (y + 3t)3 � 3, t 2 IR

Pour les équations b) et d) trouver la (les) solution(s) maximale(s) satisfaisant l’égalité supplémentaire:
y(1) = 3.

EXERCICE 4. (Equations de Bernouilli)
Résoudre les équations de Bernouilli suivantes :

a) x

dy

dx

+ y =
1

y

2

b)
dy

dx

= y(xy3 � 1)

EXERCICE 5. (Equation de Ricatti)
L’équation di↵érentielle

dy

dx

= P (x) +Q(x)y +R(x)y2
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(où P,Q et R sont des fonctions données) est connue sous le nom d’équation de Ricatti.
a) Une équation de Ricatti peut être résolue par une succession de deux substitutions pourvu
que nous connaissions une solution particulière y1 de l’équation. Indiquer comment résoudre cette
équation en utilisant le changement d’inconnue y = y1 + u.
b) Application : trouver les solutions de l’équation di↵érentielle

dy

dx

= � 4

x

2
� 1

x

y + y

2
.

EXERCICE 6. (Equations linéaires)
i) Résoudre les équations di↵érentielles suivantes :
a) (1� t

2)y0 + ty = 3t
b) sin (t)y0 + cos (t)y = 1

ii) Montrer que pour chaque k 2 Z l’équation b) admet une unique solution maximale z

k

définie
sur ](k � 1)⇡, (k + 1)⇡[. Montrer que z

k

est de classe C

1 sur ](k � 1)⇡, (k + 1)⇡[.

EXERCICE 7. (Equations aux di↵érentielles totales)
Montrer que les équations di↵érentielles suivantes peuvent s’écrire comme des équations aux di↵érentielles
totales et les résoudre :
a) (x2 � 1)y0(x) + 2xy = 0
b) y(1� x

2)y0(x) = xy

2 � sin (x) cos (x)

EXERCICE 8. (Facteurs intégrants)
a) Trouver la valeur ↵ 2 IR pour laquelle l’équation di↵érentielle suivante est aux di↵érentielles
totales :

(y3 + ↵xy

4 � 2x)dx+ (3xy2 + 20x2
y

3)dy = 0.

Résoudre ensuite cette équation.
b) Résoudre l’équation di↵érentielle suivante en trouvant un facteur intégrant approprié :

(2y2 + 3x)dx+ 2xydy = 0.

EXERCICE 9. (Solution maximale, globale)
On se donne deux fonctions continues et strictement positives ', : IR ! IR. On considère
l’équation di↵érentielle

x

0 = '(x) (t) (1)

a) On suppose dans cette partie qu’on a

Z 0

�1

1

'(y)
dy =

Z +1

0

1

'(y)
dy = +1 et

Z +1

�1
 (y) dy < +1.

Montrer que toute solution maximale est globale et possède deux asymptotes horizontales distinctes.
b) On suppose ici que

Z +1

�1

1

'(y)
dy < +1 et

Z +1

�1
 (y) dy < +1

avec Z +1

�1

1

'(y)
dy >

Z +1

�1
 (y) dy.
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Montrer que l’équation di↵érentielle (1) possède une infinité de solutions globales ainsi qu’une
infinité de solutions maximales non globales.
c) Exemple concret:
Considérons l’équation di↵érentielle suivante:

x

0 =

✓
x

2 + 1

t

4 + 1

◆1/3

.

Que peut-on dire des solutions de cette équation?

EXERCICE 10. (Equation présentant une homogénéité)
On considère une équation di↵érentielle générale de la forme

y

0 = f

⇣
y

t

⌘

avec f : I ! IR une fonction continue, où I est un intervalle de IR. Indiquer comment résoudre ce
problème en utilisant le changement d’inconnue y(t) = tu(t).

Exemple concret: Résoudre l’équation di↵érentielle

y

0 =
y

2 + ty � t

2

t

2
.
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