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Examen Session 2 (2 heures)
22 juin 2017

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant 1’épreuve. L'usage des téléphones
est prohibé.

La justification des réponses et un soin particulier apporté a la présentation sont demandés et seront
pris en compte lors de la notation.

Exercice 1 (10 minutes) (5 points)

Soit f une fonction de R dans R.
1. (2.5 points) Ecrire a I’aide de quantificateurs la propriété “f est strictement croissante” .

2. (2.5 points) Ecrire 4 I’aide de quantificateurs la propriété “f n’est pas strictement croissan-

»

te”.

Exercice 2 (30 minutes) (11 points)

Soient f et g définies par

f: N->N e ¢g: N—»N
n— 2n { % sinest pair,
n— < 2,

5=, sin estimpair.

1. (3 point - 0.5 chaque) Calculer f(0), f(4), g(0), g(1), g(2), g(3).

2. (3 points - 0.5 point chaque) Etudier I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et de
g.

3. (2 points - 1 point chaque) Préciser les applications g o f et f o g.

4. (3 points - 0.5 chaque) Pour chacune des applications go f et f o g, dire si elle est injective,
surjective, bijective.

Exercice 3 (40 minutes) (10 points)

Soit f : [0, +00[— R une application continue telle que f(0) = 0. On suppose que f est dérivable
sur |0, +o00| et dérivable a droite en 0 avec f'(0) = 0. On désigne par g I’application de R™ dans R
définie par

{ g(x) = f(x)/xz, pourtout x >0,
= 0
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1. (a) (1 point) Justifier que g est continue sur |0, +o0|.

(b) (1 point) En observant que pour tout z > 0, g(z) = (f(x) — f(0))/x, déterminer

i ofe)

(c) (1 point) En déduire que g est continue sur [0, +-00].

2. (2 points - 1 et 1) Expliquer pourquoi g est dérivable sur 0, +-00[. Montrer ensuite que
/
Vr €]0, 400, ¢'(z)= % - %f)

3. (5 points) On suppose désormais que f’ est croissante sur |0, +00].

(a) (1 point) Rappeler le théoréeme des accroissements finis.

(b) (1 point) Appliquer ce théoréme a f sur I'intervalle |0, [, ol z > 0 est donné.

’ o
(c) (2 points) Montrer alors qu’il existe ¢ €]0, z| tel que ¢'(z) = M
x

(d) (1 point) Que peut-on en déduire pour la croissance de g sur [0, 4+00[? (Bonus de 1
point si discussion en 0).

Exercice 4 (20 minutes) (7 points)

On considere des réels a, c, p tels que a, ¢, p €]0, 1] et a® + ¢* = 1. On s’intéresse dans cet exercice
aux solutions de I’équation du second degré dans C :

(a®> —2)(1 — 2) + pc® = 0.
1. (1 point) Montrer que le discriminant de cette équation est A = ¢2(c? — 4p).

2. (2 points) Dans le cas A > 0, montrer que les deux solutions réelles \;, Ay vérifient |\;| <
1,2=1,2.
3. (1 point) Dans le cas A = 0, montrer que la solution réelle A vérifie |A| < 1.

4. (3 points)Lorsque A < 0 on note z et Z les deux solutions complexes conjuguées de I’équa-
tion, avec z € C.

(a) (1.5 point) Montrer que 2z = a® + pc?.
(b) (1.5 point) En déduire que |z| < 1.

Exercice 5 (20 minutes) (8 points)

Soient a, b, ¢ trois réels fixés. On considére deux suites réelles (u,,)nen €t (v, )nen définies par

Ug, Vg € R
Vn e N* u,i1 = auy, vUpi1 = bu, + cu,

1. (1 point) Montrer que, pour tout n € N, u,, = a"uy.
n—1
: * _.n k1 n—1—k
2. (3 points) Montrer que, pour tout n € N*, v,, = c"vy + Z c"ba Ug.
k=0



n n

a” —c
quand a # c.
a—c

3. (a) (2.5 points) Déduire de ce qui précede que v,, = c"vg + buyg

(b) (1.5 point) Que vaut v,, quand a = c?

4. Bonus (+2 points) : discuter de la limite de (uy, )nen et (v, )nen suivant les valeurs de a, b et
c.
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Corrigé

Exercice 1 (10 minutes)

Soit f une fonction de R dans R.

1. Ecrire 2 I’aide de quantificateurs la propriété “f est strictement croissante”.

2. Ecrire a I’aide de quantificateurs la propriété “f n’est pas strictement croissante” .
Solution.

1. VaVy (z <y — f(z) < f(y)).

)
2. nonVzVy (z <y — f(x) < f(y)) (on pourrait utiliser le symbéle — a la place de non),
ou bien 3z Jy (x < y et f(x) > f(y)) (on pourrait utiliser A a la place de er).

Exercice 2 (30 minutes)

Soient f et g définies par

f: NN e ¢g: N> N
n— 2n n|—>{ si n est pair,

, Sl m estimpair.

SwI3

)

1

l°|

1. Calculer f(0), f(4), 9(0). g(1). 9(2). 9(3).

2. Etudier I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et de g.

3. Préciser les applications g o f et f o g.

4. Pour chacune des applications g o f et f o g, dire si elle est injective, surjective, bijective.
Solution.

L f(0) =0, f(4) =8,9(0) =0,9(2) =1, 9(3) = L.

2. f estinjectif (si 2z = 2y alors = y), non surjectif (1 n’est pas dans I’image) ni bijectif.
g n’est pas injectif (¢(2) = ¢(3)) ni bijectif, mais surjectif (¢~ ({z}) = {2x,2z + 1}).

n,  slnpair;
n — 1, sin impair.

(go i) =n et (fog)n)= {

4. g o f est I’identité, donc injectif, surjectif et bijectif. f o g n’est pas injectif (puisque g ne

I’est pas) ni surjectif (puisque f ne I’est pas), ni donc bijectif.



Exercice 3 (40 minutes)

Soit f : [0, +00[— R une application continue telle que f(0) = 0. On suppose que f est dérivable
sur |0, +00| et dérivable a droite en 0 avec f'(0) = 0. On désigne par g I’application de R* dans R
définie par

{ g(x) = f(x)/xz, pourtout x >0,
9(0)= 0.

1. (a) Justifier que g est continue sur |0, +-00].
(b) En observant que pour tout z > 0, g(z) = (f(z) — f(0))/z, déterminer lim+ g(x).

z—0
(c) En déduire que g est continue sur [0, +0o0.

2. Expliquer pourquoi g est dérivable sur |0, +oco[. Montrer ensuite que

Vr €0, 400, ¢ (z)= %x) — %f)

3. On suppose désormais que f’ est croissante sur |0, +o0|.
(a) Rappeler le théoreme des accroissements finis.

(b) Appliquer ce théoréme a f sur I’intervalle |0, z[, ot > 0 est donné.

/ o
(c) Montrer alors qu’il existe ¢ €]0, z[ tel que ¢'(x) = M
T

(d) Que peut-on en déduire pour la croissance de g sur [0, +00[ ?
Solution.
1. (a) fetxz+— 1/z sontcontinues sur |0, col, et leur produit g = f(x)/x aussi.
(b)
lim g(z) = lim —= = lim J@) = J(0)
=0+ =0+ T a—0t  x—0
puisque f(0) = 0 et f est dérivable a droite avec f/(0) = 0.
(c) Puisque g(0) = 0 = lim,_,¢+ g(z) et g est continue sur |0, co|, on a que g est continue
sur [0, col.

2. Si f et h sont dérivable en x, alors f/h est dérivable en z avec (f/h) (z) = L ’(m)h(z)(;{z(m)h/(m) .

= f'(0) =0,

Pour h(x) = x ceci donne que g est dérivable sur |0, co[ avec

sy L@ e f@ 1 F@)  f)

x? T x?
3. (a) Soienta < bréelset f : [a,b] — R continue, et dérivable sur |a, b[. Alorsily ac €|a, b|
tel que f'(c) = —f(bl)):i(a).

(b) f est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[. D’aprés le TAF il existe ¢ €]0, z[ avec
flz) = f(0) _ f(=
£le) = (z) = f(0) _ ():g@)‘

z—0 T

(c) On ad’apres 2. et 3.b que

g/(w) _ f’($) . f(x) _ f’(x) _ f(x)/a: _ f/(x) B f/(c) _ f’(x) . f’(c).

T 2 T T T T T

(d) Puisque [’ est croissante sur |0, 00[, on a f'(x) > f'(c) et ¢'(x) > 0. Donc g est
croissante sur [0, col.



Exercice 4 (20 minutes)

On considere des réels a, c, p tels que a, ¢, p €]0, 1] et a® + ¢* = 1. On s’intéresse dans cet exercice
aux solutions de I’équation du second degré dans C :
(a®> —2)(1 — 2) + pc® = 0.
Montrer que le discriminant de cette équation est A = c2(c? — 4p).
Dans le cas A > 0, montrer que les deux solutions réelles \;, Ao vérifient |\;| < 1,7 =1, 2.

Dans le cas A = 0, montrer que la solution réelle A vérifie |A| < 1.

e

Lorsque A < 0 on note z et Z les deux solutions complexes conjuguées de 1’équation, avec
z e C.

(a) Montrer que 27 = pc?.
(b) En déduire que |z| < 1.

Solution. L’ équation est z* — (a® + 1)z + a* + pc® = 0.

I. Ona
A= (—a®> -1 —4(a® + pc®) = (¢ — 2)* —4(1 — & + pc?)
=c'— 47+ 4 — 4+ 42 — dpc® = (S — 4dp).
2. Ona (a® — \)(1 —\;) = —pc? < 0, et un des deux facteurs est strictement négatif, I’autre

strictement positif. Puisque 0 < a? = 1—¢®> < lonaa® < )\; < 1, ce qui implique |\;| < 1.
3. Méme raisonnement, avec A a la place de \;.
4. (a) zZ = terme constant = a? + pc?.

(b) Donc |z|* = 2z = a® + pc* < a® + ¢* = 1, ce qui donne |z| < 1.

Exercice 5 (20 minutes)

Soient a, b, c trois réels fixés. On considére deux suites réelles (u,,)nen €t (v, )nen définies par

{ ug, vy € R

Vn € N* u,1 = au,, Uny1 = bu, + cu,

1. Montrer que, pour tout n € N, u,, = a"uy.
n—1
2. Montrer que, pour tout n € N*, v,, = c"vg + Z ckba”_l_ku().

k=0
3. (a) Déduire de ce qui précede que v,, = c"vg + buou quand a # c.
a—c

(b) Que vaut v, quand a = c¢?
4. Bonus : discuter de la limite de (u, ),en et (v,)nen suivant les valeurs de a, b et c.
Solution.

1. Par récurrence sur n € N.

Initialisation : ug = a’uy.

Hérédité : Si u,, = a™uy, alors u,1 = au, = aa"uy = a" .
0 + 0 0
Conclusion : Donc u,, = a™ug pour tout n € N.
0
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2. Par récurrence sur n € N*.

e e 0 L

Initialisation : vy = bug + cvg = clvg + > _, Fba' ~Fu.
e 1 R

Hérédité : Siv,, = c"vy + ZZZO Fba™ 1"k, alors

n—1
Unt1 = buy, + cv, = ba"ug + ¢(c"vy + g a1 R )
k=0
n—1
= "y + Pba"uy + g A a1 Ry,
k=0
n n
= "y + Pba"uo + E FbaFug = oy + E Fba™ Fug.
k=1 k=0

. —1 —1—
Conclusion : Donc v, = ¢"vg + >,y *ba"*Fuq pour tout n € N*.

3. (a) D’apres la formule pour la somme géométrique, on a pour a # ¢ que

n—1
Up = vy + Z Fba" 1 Fug = vy + ba" tug Z k=0""(c/a)"
k=0
1—(c/a)” a” —c"
= c"vg + ba”_luoM = c"vg + bug————.
1—(c/a) a—c
(b) Sia=cona
n—1 n—1
vy, = g + Z Fba" 1 Fug = Moy + Z by = vy + nbe™ .
k=0 k=0
4. Si|a] < 1onalim, . u, = 0.Sia=11la suite (u,), est constante u, = ug. Si a = —1,

elle oscillate between ug et —ug. Si [a| > 1 la suite (u,,),, diverge sauf pour ug = 0.

Soit d’abord a # c. Si |al, |¢| < 1, alors la suite (v,,), converge vers 0. Sia = 1 et |c| < 1,
elle converge vers bugy/(1 — ¢). Si |a] < 1 et c = 1, elle converge vers vy + bug/(1 — a).
Sinon, elle ne converge pas, sauf si ug = 0 et ¢ €] — 1,1}, ou si ug = vy = 0, ou encore si
vo = bug/(a —c)eta €] —1,1].

Enfin, soit @ = ¢. Si |¢| < 1 la suite converge vers 0. Si b = 0 et ¢ = 1 elle est constante
v, = vg. Sinon elle diverge sauf pour vy = ug = 0.



