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Feuille 2
Nombres complexes

Exercice 1.
Calculer le module et un argument de
_1+iV3
RN
Exercice 2.
Soit
u=1+i et v=-1+iV3
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %
5. En déduire les valeurs de

( Sn) ) . ( 571)
cos B e sin v

Calculer le module et un argument de

V6 —iV2 _
u=—2 et v=1-1i

En déduire le module et un argument de %

Exercice 3.

Exercice 4.
1. Déterminer la forme trigonométrique de (1 + i)™ pour tout n € N. (Utiliser la formule de Moivre).
2. En déduire une expression simple de (1 + i)™ + (1 — i)™

Exercice 5. Soitx € R
1. Calculer cos(3x) (resp. sin(3x)) en fonction de cos(x) (resp. de sin(x)).
2. Linéariser sin*(x) puis cos(x) sin*(x)

Exercice 6.
Pour rappel : Soient z € C* et n € N*. Il existe exactement n nombres complexes w vérifiant w" = z
Ces nombres sont appelés les n racines n-ieme de z.
1. Représenter dans le plan complexes C les 6 racines 6-i¢me de 1 et les 4 racines quatrieme de —1.
2. Soitn = 2 un entier. Déterminer les n — 1 racines du polynéme complexe 1 + z + z% + --- + z"7 1,
Exercice 7.
1. Quelles sont les racines du polynome 1 — X° = 0.
2. Factoriser le polyndme P(X) = X* + X3 + X2 + X + 1



3. En développant P(X). Soits = cos (2?”) + cos (4?”) etp = cos (2?”) cos (4?”)

27T 41T 1

1 1 N .
Montrer que s = — »p=—get des lors que cos (?) et cos (?) sont racines de x? + g -3 = 0.

4. En déduire les valeurs de cos (Z?n) et de cos (2—”)

Exercice 8.

Soitz=+v2+V3+iV2—+3

1. Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z2 sous forme trigonométrique.

2. En déduire le module et un argument de z.
’ . [ . 71'
3. En déduire cos (E) et sin (ﬁ)

Exercice 9.
1. Donner les solutions de :
ut=—-4
Sous forme algébrique et trigonométrique.
2. Donner les solutions de :
z+D*+4(z-1D*=0
Sous forme algébrique.

Exercice 10.
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.

2. Résoudre X* = —%— i?
3. Résoudre ¥ + (— 2+ i 2) x4 118 =g
2 2 2 2
Exercice 11.
1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 + 2i+/3.

2. Résoudre

z+1i 2
( ) = -2+ 2iV3

zZ—1
On explicitera les solutions sous forme algébrique.

Exercice 12.
1. Calculer les racines carrées des nombres complexes
a) z1 =7+ 24i b) z, = 9 + 40i c)zz=1+1
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a)z>=-2V3+2i b)z?=3—4i

Exercice 13.

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. iz24+(1-5)z+6i—2=0
2. 2224+ (5+)z+2+2i=0
3. z2—B+40)z+7i—1=0

Exercice 14.
1. z2—+3z—-i=0.
2. z2—(3+4+4i)z—-1+5i=0.



4z —2z+1=0.

z*+10z%2 + 169 = 0.

x* —30x%+289 = 0.

x* +4x3 + 6x% + 4x — 15 = 0.
z3+3z-2i=0.
(1+)z2—(B+i)z—6+4i=0.
(14+2)z2-(9+3i)z—5i+10=0.
10 (1+ 3i)z?—(6i +2)z+11i — 23 = 0.

© 0N kW

Exercice 15.
Soient n € N*, 8 € R. Calculer

k=n k=n
= 2 cos(k@), V, = Z sin(k8)
k=0 k=0

Exercice 16.
Résoudre dans C les équations suivantes :
1. z2°5—2z=0

2. 27z—1D°+(z+ 1) =0

3. 7 ==

. _ZZ

4. z6—(3+2)z3+2+2i=0

Exercice 17.
Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C 1’équation suivante :
x3+(1-3D)x>?—-(6—i)x+10i=0

Exercice 18.
Soit (E) I’équation
X*=-3X3+(2-i)X?*+3X-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).

Exercice 19.
1. Résoudre X3 = —2 + 2i
2. Résoudre Z3 = —8i
3. Résoudre

1
§Z6+(1+3i)z3+8+8i=0
On rappelle que V676 = 26.

Exercice 20.
Déterminer 1’ensemble des nombres complexes z tels que :

1. [1—zl <2
2

2. Re(1-2) <3
3. Re(iz)S%
2
4. 1= =2
VA




5. ﬂ| =2
z+3

6. ﬁ| <2
zZ+3

Exercice 21.
Montrer que

Vz,z €Clz+ 2| < |z| + |Z'|
En déduire que

vz,z' €C, ||z| — |Z’|| <|z-2Z2|

Exercice 22.
Soient z, w € C. Etablir la relation

1z + wl? + 1z — w|? = 2(2]* + |0|*)
Et en donner une interprétation géométrique.

Exercice 23.
Soit ¢ € C avec |c| < 1.
1. Montrer que |z + ¢| < |1 + cZz]| si et seulement si |z]| < 1.
Soient D = {z € C, |z| < 1} le disque unité et C = {z € C, |z| = 1} le cercle unité.
2. Montrer que I’application

f:D—-D
z+c

Z— —
1+cz

Est une bijection pour laquelle f(C) = C.

Exercice 24.
Soit n > 2, un entier.

1.
a. Déterminer les complexes qui vérifient z2" = 1.
b. Déterminer les complexes qui vérifient z™ = —1.
2. Calculer la somme des complexes qui vérifient z" = —1.

Exercice 25.

1. Calculer les racines n-ieme de —i et de 1 + i.
2. Résoudrez?—z+1—-i=0.

3. En déduire les racines de z°" — z"+1—i = 0.

Exercice 26.
Soit f: C — C définie par f(z) = z(1 — z)
1. Déterminer les points fixes de f ¢’est-a-dire résoudre f(z) = z.

2. Montrer que si |z - %| < %alors |f(z) - %| < %

Indication : z(1 — z) = (z - %) (% - z) +i
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Feuille 2 compléments
Transformation dans le plan complexe

Exercice 1.
On rappelle que
2im -
j=e3; j2=j etque j3=1

Soit r une transformation du plan qui a un point M associe le point M’ d’affixe M’ = r(M) d’affixe
z'=—j?z+1+j?
Soit s une transformation du plan qui a un point M d’affixe z associe le point M’ = s(M) d’affixe
z'=—j?Z+1+j?

1. Montrer que 7 est une rotation du plan dont on donnera I’affixe du centre () et ’angle de la

rotation.
2. Montrer que Q est un point fixe de s.
3. Montrer que s est une symétrie orthogonale. (on ne demande pas 1’axe de la symétrie).
4. Calculer I’affixe z'" du point M"" = r o s(M), ou M est un point d’affixe z. Que peut-on en
déduirederos ?
Exercice 2.

Soit f la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
7' =(-1+iV3)z—iv3
1. Montrer que f est une similitude directe, dont on donnera le rapport et le centre.
2. Montrer que f est la composée d’une homothétie de centre O dont on donnera le rapport et d’une
rotation, dont on donnera le centre et 1’angle.

Exercice 3.
Soit f la similitude directe définie par f(z) = az + b, ot a, b € C, avec a = pe® et p # 1.

1. Montrer que f admet un unique point fixe w.

2. Donner I’'image d’un complexe z par la rotation r de centre w et d’angle 6.

3. Donner I’image d’un complexe z par I’homothétie h de centre w et de rapport p.

4. Donner I’image d’un complexe z par r o h en fonction de a, b et z, que peut-on en conclure ?
Exercice 4.

Soit f la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
z'=—iz+ 141
Soit g la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
z'=iz—1+1i
1. Déterminer les points fixes de f et les points fixes de g.
On poseraz = x + iy
2. Soit h = f o g, quelle est cette transformation, que peut-on dire de son centre ?
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Feuille 2
Nombres complexes

Exercice 1.
Calculer le module et un argument de

1+iV3
7 =
V3+i

Correction exercice 1.

1+iv3 _ (1+i/3)(V3—1) _V3-i+3i+v3_2V3+2i V3 1. m

= — 4+ —1=e€e6
V3 +i (@)2 112 4 4 2 2
Exercice 2.
Soit
u=1+i et v=-1+iV3
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %
5. En déduire les valeurs de
( 5n) . . ( 57r)
cos(— 15 e sin| -5
Correction exercice 2.
2
L |ul=vV1Z+12 =2et|v| = /(—1)2+\/§ =2
2.
V2. A2 b
u=V2[—+i—|=V2e'%
2 2
Donc un argument de u est g.
1 V3 2in
=2 —-—-= [ — | = 2e 3
v < > +1 > ) e
Donc un argument de v est 2?71
3. On cherche les solutions complexes de z3 = u
1
|23 =2 1z|? = 22

Z=us s & T
{arg(z3)=z+2k7r, k ez 3arg(z):Z+2kn, kez

1
|Z| = 26
(=

wt  2km
arg(z) = 12 + = k € {0,1,2}

u admet trois racines cubiques

1 . 1.(11'211

1,7 1 l_+_) 1 i 3i 1 .(11' 411') 1 17im
20:26e 12; 21:26e 127 3/ = 26e

1
=26e 4 et z,=26e\12" 3.

SIS



u \/—e4 _ V2 Emy V2 _%_\/i( ( 5n)+ ( 57'[))
S Tam - € =—e =—(cos(—75 i sin B
Z2e 3
Et
u_ 1+ (1+1)( 1—1\/_) —1+V3+i(-1-+3)
v —1+iV3 4 4
Par conséquent
(v2 5n _1+\/— ( ( 5n> -1+vV3  —2++6
—cos|—— | = COS = =
2 < 12) @4 2v2 4
| V2 ( 5n)_—1—\/§ | ( 5n)_—1—x/§_—\/§—\/3
kZSm )= 2 tsm =T 2
Exercice 3.
Calculer le module et un argument de
V6 —iv2 ,
u=—2 et v=1-1i

En déduire le module et un argument de %

Correction exercice 3.

V6 —iv2| Ve+2 V8 VAx2 2V2

===y =y = =2

Donc |u| = V2 et un argument de u est — E

lv| = ,/12+( 1)2 =42

Donc |v| = /2 et un argument de v est — %.

- T
v \/Ee—lz

u u s
Donc |;| = 1 et un argument de " est P

—i
u_V2eTS () _

Exercice 4.

1. Déterminer la forme trigonométrique de (1 + i)™ pour tout n € N. (Utiliser la formule de Moivre).
2. En déduire une expression simple de (1 + i)™ + (1 — i)™

Correction exercice 4.
. V2, .2 n s
l. 1+i= \/§(7+ 17) = +/2e+, on en déduit que
im\ " im\ ™ n im\ ™
A+ =(v2et) = (V2)" (e7) =22(e7)
im\ " nim
D'apres la formule de Moivre (eT) = e 4, par conséquent

n nim

(14+D)"=22e 4



nim

2. A-in=T+i) =(1+i) =22+, donc
nnm  nm_nir nonm o nim n nm n+2 nm
A+D"+ (1 -0 =22e 4 +22e 4 =22(e4 +e 4)=22><2cos(7)=2 2 cos(T)

Exercice 5. Soitx € R
1. Calculer cos(3x) (resp. sin(3x)) en fonction de cos(x) (resp. de sin(x)).

2. Linéariser sin*(x) puis cos(x) sin*(x)

Correction exercice 5.
1.
cos(3x) + isin(3x) = e3%* = (ei’c)3
Avec la formule de Moivre
cos(3x) + isin(3x) = (e"")3 = (cos(x) + isin(x))3

= cos3(x) + 3 cos?(x) (i sin(x)) + 3 cos(x) (i sin(x))? + (isin(x))3
= cos3(x) + 3i cos?(x) sin(x) — 3 cos(x) sin?(x) — i sin3(x)
= cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(x) sin(x) — sin3(x))

En égalisant les parties réelles et imaginaires

cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) = cos3(x) — 3 cos(x) (1 — cos?(x)) = 4 cos3(x) — 3 cos(x)
{ sin(3x) = 3 cos?(x) sin(x) — sin3(x) = 3(1 — sin?(x)) sin(x) — sin3(x) = 3 sin(x) — 4 sin3(x)

2.
eix _ e—ix 4 e4ix _ 463ixe—ix + 6eZixe—2ix _ 4eixe—3ix + e—4ix
. 4 — —
sin®(x) < 20 ) 16
et et — 4(e?™ + 4e72%) + 6 _ 2cos(4x) — 4 x 2cos(2x) + 6
- 16 B 16
1 1 3
= gcos(4x) - Ecos(Zx) t3
eix + e—ix e4ix + e—4ix _ 4ezix _ 48—2ix +6
cos(x) sin*(x) = 5 X T
— i(BSix + e—3ix _ 4e3ix _ 4e—ix + 6eix + e3ix + e—5ix _ 4eix _ 46—3ix + 6e—ix)
32
1 . . . . . )
— 3_2 (eSLx + e—SLx _ 3(631x 1+ e—31x) + Z(elx + e—lx))
1
=37 (2 cos(5x) — 3 x cos(3x) + 2 x 2 cos(x))
= — cos(5x) — = cos(3x) + = cos(x)
—16cos X 32cos X 8cosx
Exercice 6.

Pour rappel : Soient z € C* et n € N*. Il existe exactement n nombres complexes w vérifiant w™ = z

Ces nombres sont appelés les n racines n-ieéme de z.
1. Représenter dans le plan complexes C les 6 racines 6-iemess de 1 et les 4 racines quatrieme de —1.

2. Soitn > 2 un entier. Déterminer les n — 1 racines du polyndme complexe 1 + z + z2 + -+ + z"" 1,

Correction exercice 6.
2ikm ik

1. z°=1©3k€{0,1,2345},z=¢6 =e¢

Il y a donc six racines :
in 2m 3in - 4in _2im sim - __
zy=1;zy=e3;z,=e3;z3=¢€e3 =e"=-1;z,=e3 =e 3 =ZzZ,etzs=e3 =7,

3



[NEY
u

2im

>JL
(o0}
>
[UEN

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
X . X
_2im e 3

e 3

242_1@{ |z*| = |-1f @{ |z|* =1
arg(z*) = arg(—1) + 2km, k€ Z 4arg(z) =mn+2kn, kEZ
lz| =1
S n  2km
Iarg(z) = Z + T, k €{0,1,2,3}
Il y a donc 4 solutions

i 3im 5im 3im 7im i

Zop=e4;z,=ed;z,=e4 =e 4 =7, et zz=€e 4 =e 4 =7

1.5
1,5

(en]

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
0,5
X X in
_3in e 4
e 4 1 in
_2im e 3
e 3

2. Pourtoutz € C\ {1}
1—2z"
1-z
Les racines du polyndme complexe 1 + z + z% + --- + z™~1 sont les racines n-iémes de ’unité privées

14+z42z*++2"1 =

de 1, c’est-a-dire
4



2ikm
en kef{l.2..n}

Exercice 7.
1. Quelles sont les racines du polynome 1 — X° = 0.
2. Factoriser le polyndme P(X) = X* + X3 + X2 + X + 1

3. En développant P(X). Soits = cos ( . ) + cos ( 5”) etp = cos ( . ) cos (45”)

Montrer que s = — —, p=—- et des lors que cos ( ) et cos ( - ) sont racines de x? + =— i =0.

4. En déduire les valeurs de cos ( . ) et de cos ( 5”)

Correction exercice 7.
1. Ce sont les racines cinquiemes de ’unité :

2im 4im 6iTT 4im 8im 2itm

l;e5;e5;e5 =e 5;e5 =e 5
2. PourtoutX € C\ {1}
1-X°
1-X
Les racines de P sont donc les racines cinquiemes de 1 privées de la racine 1.

P(X) = (X— e%) (X - e%> <X— e_‘}él> (X— e_¥)
= <X—e¥> (X—e_%> (X_ e%) <X_e—%>

P(X) = (X— e%> (X — e_%) (X— e%> (X — e_%>

2im 2im 2im 2in> ( 4im 4im 4im 4i1r>

PX)=1+X+X>+X3+X*=

2 _e5X—e 5X+e5e 5 |[X2—-eT5X—e 5X+e5e 5
2in _2im sin _aim
2—<e5 +e 5)X+1)<X2—<65 +e 5)X+1>
) 2T ) 41
—2cos<?>X+1)(X —2cos<?>X+1>
2T a1 2T 4
+ (—2 cos (—) — 2cos (—)) X3+ (1 + 4 cos (—) cos (—) + 1) X2
5 5 5 5
2cos ()~ 2cos () +1
cos { cos { ¢
2T 41t 2T 41
—X4—2(cos<5>+cos<?>>X3+(2+4cos(?>cos(?))X2

21 4n
- 2(cos<?) +cos<?))X+ 1=X*-2sX34+ Q2 +4p)X?—-2sX+1

(x
= (x
= (x

(

Ce qui donne
1+ X+ X2+ X3+X=X*—2sX3+ (2+4p)X? —2sX +1
Puis en identifiant les coefficients

{—25=1 o $=-
2+4p=1
p=-

Dl =N -

Un polyndéme dont cos ( - ) et cos (45 ) sont les racines est



(= cos (3) (= cos(5)) =7 = cos () = cos () o0 () os ()

) 21 4 21 4 )
=X° - (cos (?) + cos (?»X + cos <?> cos <?> =X“—sX+p

=X2+1X—l
2 4
4. Les racines de ce polyndme sont
1 5
A=Z+1=Z
—%—@ 1 5 1 5
A S S I Sy
CommeO<—<—cos(5)>Oetcomme§<—<n cos(5 < 0, on en déduit que
2n 1 1 5
C°S<?>=‘z+7 ot COS( ) 11

Exercice 8.

Soitz=+2+3+iV2—

1. Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z2 sous forme trigonométrique.
2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire cos (1”—2) et sin (%)

Correction exercice 8.

1.
=<\/2+\/—+l\/2 \/—> =2+4+V3-(2- \/—)+2l\/2+\/—\/2 V3
=2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/§)=2\/§+2i\/22—3=2\/§+2i
12%] = /2\/§)Z+22=\/4X3+4=\/E=4
Si on pose 8 = arg(z?), cos(8) = i_ \/_et sin(@) == %donc 0 = §+ 2km

Autre méthode :

2 =2\/§+2i=4(“2—§+§i) = 2¢'%, donc § = X + 2k,

On déduit de la premiére question que |z%| = 4 donc |z|?> = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments

possible de z sont %(g + 2k7r) = 1_nz+ km, k € {0,1}, donc z = 2e1z ou z = —2e1z. Mais z =

i

\/ 2++/3+ i\/ 2 — /3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = 2e1z.
3. D’aprées la question précédente

2812—\/2+\/_+l\/ \/_<:>2<cos(1nz)+151n(1n2)>=\/2+\/§+i\/2—\/§

(
|
T sin (1) = Y2E3 2 W@Q“’S

Lsm (12) -

@COS(

V24473
2

V2 -3
2



Exercice 9.
1. Donner les solutions complexes de :
ut=—-4
sous forme algébrique et trigonométrique.
2. Donner les solutions complexes de :

Z+D*+4(z-1D*=0
sous forme algébrique.

Correction exercice 9.

u4:_4@{ lu*| = |-4| @{ lul* = 4
arg(u?) = arg(—4) + 2kn, k€ Z 4arg(u) =m+ 2kn, k €Z

1 1 1
lul = 42 = (22)2 =22 =2

T km
arg(u) = 2 +—

> k€{01,23)

Il y a quatre solutions

u0=\/§e%ﬂ=\/§<£+£>=1+i

2 2
3im \/E l'\/i
u1=\/§eT=\/§<—7+T>=—1+i
5im \/7 iv2
Uy =\/§6'T=\/§<—7—T>=—1—i=u_1
7im \/7 iv2
U3=\/§€T=\/§<7—T>=l—i=—o

4
(Z+1)4+4(z—1)4=0®(z+1)4=—4(z—1)4@(jt1) =—4

On pose u = E, il y a donc 4 solutions que I’on trouve en exprimant z en fonction de u.
z+1
u= _1@u(z—1)=Z+1@Zu—u=2+1<:>zu—2=u+1@Z(u—1)=u+1<:>z
u+1
Tu-1
ug+1 14i+1 241 ,
0= Tl 11 1 o iTH
Cu+1 —1+i+1 0 i(=2-1) 1 2
AT -1 —1+i-1 -2+i (-22+12 5 5
u, +1 u+1 _ 1 2,
2T 1 ;-1 ATs57s!
uz+1 wug+1 _
Z3 = = =Zo=1+2i

us;—1 uwg—1

Exercice 10.

1. Donner les solutions complexes de z* = 1.

. 1 .3
2. Résoudre z* = —s—i

2



3. Résoudre z8 + (—l+iﬁ)z4 —l—iﬁz 0
2 2

Correction exercice 10.
1. Les racines quatriéme de 1’unité sont {1,i, —1, —i}.
1 \/5 4im

2. —=—ji—=-¢3 donc
2 2
in 4
L sin X4 = |e’3 X =1
z4=—§—i7@X4=eT<:>

Am barg(0) = 4 2km, ke
arg(X*) = —+2kn, k€L arg( )_?_{_ M, KE

3
X, =e'\3%2) k €{0,1,2,3}

m km =
arg(X) = 3 + - k € {0,1,2,3}

11 y a quatre solutions :

_ i%_l_l_.\/§
Zg=e3=7+i7
z1=e e 2+12

4in 1 \/§

2 2
l(E 3_7r) 1lin it /3 1
zz;=e\3 2)=¢6 =e¢ 6=7—'5
Autre solution
_%_%EZJZ_DOHCZ‘*:—%—i\/;:jzﬁz“—jZ:O.Or

7t —j2 = (22 - P2 +)) = (22 — N - %) =z - )z +j) @z - i) (z + )
D’ou les solutions :
_j2_ _1_ W8 1 W3 . 1 _WB3)_¥3
z2=]" = ’Z_2+2’Z_l( 2 2)_
3. Onpose Z = z*, ’équation est alors du second degré.

1 3 1 3
24| —=4+i—|Z—-—==i—=0
+< 2+12> > i

i V3 i
—etz=——+-
2 2 2 13

Le discriminant est
2

A=<—%+i§> —4<—%—i£>=1—§—i§+2+2i\/§=§+3i\/§=3(1+iﬁ>

2 4 4 2 2 2 2 2
in
= 3e3
Donc les solutions de §2 = A sont
in v3 1\ 3 V3 in 3 V3
= 6 = _— [ — = — | —— = — 6 = —(— | ——
§ =/3e \/§<2+12> 2+12 et § V3e (2+12)
L’équation du second degré a alors deux solutions :

(1B (3,3
27172 27172 1 3
7, = __1_:¥3
1 2 2 '
Et
1. .43\ 3 .3
—<—7+l7>+7+17
Z, = =1
2 2

L’équation du huitieme degré a pour solution :



1,=+1 +iz, — =i, iz

1\/§\/§_1 1 V3 V3 1
{2 R I i R R 2}

Autre solution
1 43 1 3 N Z
7% i —)Z—=——i—=0&o27%2+4jZ '2=O(:><—> —+1=0
+< 2+12> ) +Jj4+]) F +j+
Les solutionsde T2+ T+ 1 =0sont Ty = jetT, = j?2

Donc%zj@lejzet%zjz(:)Zz=j3=

Exercice 11.
1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 + 2i/3.
2. Résoudre

Z+ 0\?
( ) =—2+2iV3

z—1
On explicitera les solutions sous forme algébrique.

Correction exercice 11.

1.
1 3 2in in 1 3
u2=4<—§+i7>=4e3 S u=12e3 = 2<2+l—> +(1+iV3)
+l
2. Onposeu = pr
z+1
u= -cuiz—-—i)=z+icuz—iu=z+ivuz-z=utieozu-1)=i(u+l) ez
_u+tl
—tu—1

Il y a deux solutions
1t iv3+1 243 2

1+l\/——1 ~! iv3 \/—
—1-i3+1_ . -3 43 __\/_(2—1\/§)__2\/§+§i

=i = — = =
2T CWE-1 —2-i3 2403 22 + (v3)° 77

Exercice 12.
1. Calculer les racines carrées des nombres complexes
a) z1 =7+ 24i b) z, = 9 + 40i c)zz=1+1
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a)z>=-2V3+2i b)z?=3—4i

Correction exercice 12.
1.
a. Soient a et b deux réels tels que :
(a+10)?=a?—b?+2iab =7 + 24i
En identifiant les parties réels et imaginaires

Ly {az -b2=7
L\ 2ab = 24

En prenant le module de (a + i)? = 7 + 24i, on trouve

(Vaz + b2)2 =72+ 242 & a? + b? = V49 + 576 = V625 = 25 L,

En calculant L; + L, on obtient 2a® = 32, par conséquent a? = 16 eta = +4

9




En calculant L; — Ly, on obtient 2b? = 18, par conséquent b> = 9 etbh = +3
La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 7 + 24i sont
4+3i et —4-3i=-(4+3i)

b. Soient a et b deux réels tels que :
(a+i)? = a? — b? + 2iab = 9 + 40i
En identifiant les parties réels et imaginaires
Ly {az —b%2=9
L\ 2ab = 40
En prenant le module de (a + i)2 = 9 + 40i, on trouve

2
(Jaz + bZ) =92 + 402 & a? + b2 = /81 + 1600 = V1681 = 41 L,

En calculant L; + L3, on obtient 2a® = 50, par conséquent a? = 25 eta = +5
En calculant Ly — L;, on obtient 2b? = 32, par conséquent b? = 16 et b = +4
La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 9 + 40i sont
5+4i et —5-4i=—-(5+40)
c. Soient a et b deux réels tels que :
(a+i)?=a?—-b*>+2iab=1+i
En identifiant les parties réels et imaginaires
Ly {az -b2=1
Lz 2ab =1
En prenant le module de (a + i)? = 1 + i, on trouve

(Ja2+b2)2:J12+12<:>a2+b2=ﬁ Ls

En calculant L; + L3, on obtient 2a? = 1 + /2, par conséquent a? = # eta=+ /1+2\/E

En calculant Ly — L, on obtient 2b% = /2 — 1, par conséquent b? = @ eth =+ ’@

La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 1 + i sont

1+v2  |V2-1 1+v2  [V2-1 1+v2  |V2-1
> +1 > et — > -1 > = — > +1 >

a. On utiliser la méme méthode que précédemment mais dans cet exemple il y a mieux

\/§ 1 2im
72 = —2+/3 +2i =4<—7+5i> =4e¢3

i

Donc z = +2e3
b. Utilisons une « petite ruse »
z2=3—-4i=4-2%x2i—1=22-2x%x2i+i*?=(2-10)*
Doncz=+(2 —1i)

Exercice 13.

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. iz24+(1-5)z+6i—2=0
2. 222+ (5+i)z+2+2i=0
3. 22— (B+4D)z+7i—1=0

Correction exercice 13.
1.

10



A=(1-5)2—-4i(6i—2)=1-10i —25+24+8i=-2i=1—-2i—1=(1—1i)?
Les racines de 1’équation sont
—-(1-5)-(1-i) -2+6i 1

z, = > =—; =—?+3=i+3=3+i
Car%=—i
Et
_—(A-50+0 -0 4
2= 2i T2
2.
A=GB+i)?—-4x2Q2+20))=254+10i—-1—-16—-16i=8—-6i=9—-2x3i—1
=32-2x3i+i?=(3-10)?
Les racines de 1’équation sont
-G5+i)—-3B-1i) 8
Z1 = ) =—Z=—2
Et
-G+ +@B-i) -2-2i 1 1,
%2 = 4 — T4 2772
3.

=(B+4+4)?-4(7i—-1)=9+24i—16—-28i+4=-3—-4i=12-2x2i + (20)? = (1 — 2i)?
Les racines de 1’équation sont
B+4i)—(1-20)

Z1 = =14 3i
1 2 l
Et

Exercice 14.

z2—\3z—i=0.
z2—(3+4i)z—1+5i=0.

4z2 —2z+1=0.

z* +10z% + 169 = 0.

x* —30x%+289 = 0.

x* +4x3 + 6x%2 + 4x — 15 = 0.
z34+3z—2i=0.
(1+i)z?—-(B+i)z—6+4i=0.
(1+20)z2—-(9+3i)z—5i+10=0.
10 (1+3i)z?2 - (6i +2)z+11i — 23 = 0.

[a—

© 0N U kW

Correction exercice 14.

1.
A=3+4i=(2+i)?
V3+2+i 3 1 (1 43 3y
21=T=7+1+El=1—l<—z+l7>=1—l]
V3-2-i 3 1. (1 V3 2
Zz=T=7—1—El=—1+l<———l7>=—1+1]
2.

Le discriminant vaut
A= (—(3+4i))2—4(—1+5i) =9+424i —16+4—20i = =3 + 4i = (1 + 2i)?
11



Il y a deux solutions
_3+4i—(1+20)

Z; > 1+ 2i
3+4i+1+2i )
Zy = > =2+3i

3. Soit on résout « normalement », soit on ruse, rusons
472 -2z+1=027?4+7Z+1=0
Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z + 1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))
Zy=j et Z,=j?
Par conséquent
1. 1.,
Z1==5] et z; = 3
4. OnposeZ =z2%,Z? 4+ 10Z + 169 = 0 a pour discriminant
A=10%2—-4x169 =10%—(2%x13)? = (10 — 26)(10 + 26) = —16 X 36 = —42 X 6% = (24i)?
7 —10 + 24i
e 2
_ —10—24i
2T 2

=-5+12i

=-5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z2 =7, (a+ib)? = -5+ 12i © a? — b? + 2iab = -5 + 12i
L, a? — b%? = -5
s L, 2ab =12

Ly (a? + b% = \/(=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de L, et de L3, on trouve que 2a®> =8 © a? =4 & a = +2,
En faisant la différence de L et de Ly, on trouve que 2b? = 18 © b? =9 & b = +3,
D’aprés L,, a et b sont de méme signe donc z? = Z; a deux solutions

zy=2+3i et z,=-2-3i

On peut résoudre de la méme fagon Z, = z2 ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a
coefficients réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution,

par conséquent z; = 2 — 3i et z, = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une
équation de degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.
5. Onpose X = x?
X2 —-30X+289=0
A =30%—4x289=900—1156 = —256 = —162 = (16i)?

30 — 16i _
X,=———=15-8i
2
On cherche x tel que x2 = 15— 8i =16 —8i — 1 = (4 — i)?
Il y a donc deux solutions x; =4 —ietx, = —(4—i) =—4+1i.

De méme on cherche x tel que x2 =15+ 8i =16 +8i — 1 = (4 +i)?
Il y a donc deux solutions x3 =4 +ietx, = —(4+i) =—4—1i.
Les solutions sont
f4—i,—-4+i4+i,—4-1i}
6. Il faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s’apercoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x + 1)* = x* + 4x3 + 6x? + 4x + 1 donc

12



x*+4x3+6x?+4x—-15=0x+1D*-1-15=0 (x+1D*=16

{ |(x + D*| = 16 @{ Ix 4+ 1]* = 2¢
arg((x + 1)*) = arg(16) + 2km, k € Z 4arg(x+1) =0+ 2kn, k€ Z
lx +1] =2 e
X +1=2e2,

o 2km e
arg(x + 1) = T, k € {0,1,2,3}
ikm
ke{0123}ex,=—-1+2e2, k € {0,1,2,3}
T
Xo=—-1+2=1; x; =—1+2e2 =—-1+2i;
. 3im
X =—1+2e"=-1-2=-3; x3=—1+2e2 =-1-2i
Sont les solutions.

7. On voit que i est une solution évidente (car i3 + 3i — 2i = 0) donc on peut mettre z — i en facteur.

z3+3z-2i=(z—-i)(az’?+bz+c) o z3+3z—-2i =az® + (—ia+ b)z?> + (=ib + ¢)z — ic

a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia=i
—ib+c=3 c=3+ib=2
—ic = —2i c=2

z234+3z2-2i=(z-)(z*+iz+2)
Le discriminant de z2 + iz + 2 est A = i? — 4 x 2 = —9 = (3i)?
Il y a deux solutions

—i+30
=1

—i-3_
= — e =
2 ' T2
Il y a donc deux solutions, z; = i et z, = —2i.

7Z =

A= (—(3 + i))2 —4(1+)(—6+4)=B+i)?—4(—6+4i—6i —4)

=9—-1+6i—4(—10—2i) =8+ 60+ 40+ 8i = 48 + 14i

Onpose § =a+ ib,A = 5% © 48+ 14i = (a + ib)? © 48 + 14i = a® — b? + 2iab &

{az —b%? =48

2ab = 14
On rajoute 1’équation
Al = |82] © |48 + 14i| = a® + b2 © 2|24+ 7i| = a® + b? & a? + b% = 2242 + 72 & a? + b?
=2V576 + 49 & a? + b? = 27625 =2 x 25 =50

a’ — b? =48

a’ + b%? =50’

49, d’ou ’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1,

d’apres I’équation 2ab = 14 & ab = 7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a* = 98 & a? =

signe.

Sia=7alorsb=1etd§ =7+ ietsia=—7alorshb=—-1¢ctd =—-7—1
Deuxiéme méthode

A=48+14i=49+2%x7i—1=(7+i)?doncd=7+ioud =-7—1i.
Troisiéme méthode

2
2 _(7\ _ 2_5 _ 4 _ 2
2 _p2 — a“— (=) =48 a =48 a* —49 =48a
On reprend le systeme {a b*=48 (a) S a? , © 7 =
2ab = 14 b b=1 b=2
a a
a*—48a2—-49=0 A2 —484—-49=0 o
p=2 S p=7 , le discriminant de A?> — 484 — 49 = 0 est A’ = 482 +
a a
4 x 49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont 4; = 48;50 =—letd,= 48;50 =49, A; <0 donc il
n’y a pas de solution de a? = —1, par contre a? = 49 admet deux solutionsa = —7 eta = 7.
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= 1, on retrouve les mémes solutions.

QN

Sia=—7alorsb=§=—1etsia=7alorsb=

Les solutions de (1 +i)z2 — (3+i)z— 6+ 4i = O sont :

B+i)—-((7+10) 4 2 2(1-1) )
Z1 = : == N~ = - = — =—-1+i
2(1+41) 2(1+1) 1+1i 12 + 12
_(3+i)+(7+i)_10+2i_5+i_(5+i)(1—i)_5—5i+i+1_6—4i_3 Y
2=Toa+0) 200+ 0) 140 12+12 12+ 1z 2 !

A=(-(9+ 31’))2 — 41+ 20)(-=5i +10) = BB +i)?) — 4(=5i + 10 + 10 + 20i)
=909 -1+ 6i) —4(—25) =9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i
= —8 — 6i
On pose § = a + ib,
a? —b?> = -8
2ab = —6
On rajoute D’équation |A| = [6?]| © |-8 — 6i| = a® + b? © a? + b% =/(-8)2 + (—6)2 © a? +
b? =64 +36 & a* + b? = /100 = 10
a’? —b*=-8
a’?+ b2 =10’
1, d’ou l’on tire b = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,

A=62@—8—6i=(a+ib)2@—8—6i=a2—b2+2iab<:>{

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 © a? =

d’apres 1’équation 2ab = —6 & ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
oppose€.
Sia=1lalorsb=—-3etd=1—3ietsia=—1lalorsb=3etd =—1+ 3i
Deuxieme méthode
On reprend le systeme
—3\2 9
{az—b2=—8 az—(f) =—8@ az_ﬁi_8®{a4—9_=—8a2

2ab = -6 -3 -
ap = h=— b:;

a*+8a>-9=0 (A2+84-9=0
= , le discriminant de A2+ 84 —-9=0est A' =82 +4x9 =

a a

100 = 102 donc ses solutions sont A; = ——2 = —9 et A, = —+2 =1, 4, < 0 donc il n’y a pas de
solution de a? = —9, par contre a? = 1 admet deux solutionsa = —leta = 1.
Sia=—1alorsb = _73 =3etsia=1alorsbh = _73 = —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisiéme méthode
A=-8-6i=1—-6i—9=(1-3)?doncd=1—3ietd=—-1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z% — (9 + 3i)z — 5i + 10 = 0 sont :
_(9430)-(1-3) 8+6i 4+3i (4+3D)(1—-2i) 4-8i+3i+6

A1 2(1 + 20) 200+ 20) 1+2i 12 + 22 10 !
,_+30+a-3) 10 _ 5 _sa-2)_. .
2 2(1 + 21) 200+20) 1+2i 12+22

10.
A=(—(6i+2)%)—4(1+3i)(11i —23) = (6i + 2)? — 4(11i — 23 — 33 — 69i)
= —36+ 24i +4 — 4(—56 — 58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i
= 64(3 + 4i)
Si j’ai mis 64 en facteur, c’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 + 4i, ce qui
est beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.
a? —b* =3

Onpose6=a+ib,A=62(:)3+4i=(a+ib)2@3+4i=a2—b2+2iab<:){ b = 4
ab =

14



On rajoute ’équation |A| = |6%| & |3+ 4i| =a? +b?> @ a? +b?> =32 +42 @ a? + b? =+/25 =
5
a’? —b? =3
+ b2 =5
d’ou l’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorshb=1etd§ =2+ietsia=—2alorsb=—-1etd =—-2—1i
Donc (2 + i)? = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 82(2 + i)? = (8(2 + l)) = (16 + 8i)?
Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+i)? et on retrouve le méme résultat.
Troisiéme méthode

Avec le systéme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 8 © a? = 4,

On reprend le systéme
2 2 4

2 _p2_3 (2 a®—— =3 a* — 4 = 3qa? a*—3a>-4=0
{az_b—jl PN <:> a o 2 o 2
av = a

A2—3A 4—0
=

Les solutions de A2 — 34 — 4 = 0s0ntA1 =-1<0etA, =4,donc a? = 4,
Sia=—2alorsb=§=—1etalorsé‘——2—1 51a—2alorsb———1etalorsd—2+1

Les solutions de (1 + 3i)z? — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0 sont
6l+2—(16+8l) —14 - 2i —7—i (-7-D)(1-3i) —-7+4+21i—-i-3

= = = = —1 2.
AT +30) 200430 1+3i 12 + 32 10 +al
_6i+2+(16+80) 18414 _9+7i (9+7D(A-3) _9-27i+7i+21 _, .
25700 +3) 21430 1430 12432 10 - !

Exercice 15.
Soientn € N*, 6 € R. Calculer

k=n k=n
U, = Z cos(k@), V, = Z sin(k6)
k=0 k=0
Correction exercice 15.
k=n k=n k=n k=n k=n
U, +iV, = Z cos(kB) + iz sin(k@) = Z(cos(k@) +isin(kf)) = ) ekl = Z(ew)k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Grace a la formule de Moivre
Par conséquent si 8 # 2In,l € Z
k=n AT .
. 1- (e“g) 1—em?
v ok _ _
Un+an_Z(el) - 1 — elf _1_ei9
k=0

Toujours grace a la formule de Moivre.

Pour trouver U,, et V, il faut trouver la partie réelle et la partie imaginaire de cette expression.
Premiére et pas terrible solution, mais correcte.

1-— eni@ (1 _ eni@)(l _ e—i9)

1—e® (1-e®)(1—e )

Car le conjugué de 1 — e est 1 — e~'? et non pas, comme le pense de nombreux étudiants 1 + e*?

U, +V, =
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(1—em®)(1—e ) 1—eif —nif 4 o(n-Di6
(1—e®)(1—e©) 1—ef — g0y gibp-i0
1 — (cos(8) — isin(8)) — (cos(nB) + isin(nd)) + (cos((n — 1)) + isin((n — 1)8))
- 1— (e +e70) +1
1 — cos(8) — cos(nd) + cos((n — 1)8) + i(sin(8) — sin(nd) + sin((n — 1)) )
- 1—-2cos(f) +1
1 — cos(0) — cos(nf) + cos((n — 1)9) _sin(8) — sin(nd) + sin((n — 1)9)
- 1—2cos(0) +1 ti 1—2cos(@) +1

U, +V, =

Ce qui montre que
1 — cos(@) — cos(nf) + cos((n — 1)6) . sin(@) — sin(nf) + sin((n — 1)9)
— e —_—

n 1—2cos(0) +1 " 1—2cos(0) +1
Deuxieéme solution, « la bonne » mais astucieuse pour des L1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
| _oni6 e z° (e_lTe —~ eng) o3 te _(eng — 3—179>
Unth=T"w =" w;, ® ® B T
62(6 2—82) ez —(82—8 2)
n+1 n+1
ntl, 0 —2 cos( > 9) né cos( > 6)
=e 2 e 2X =e B v—

Ce qui montre que

no\ €os (n > 9) no\ Cos (n-zi- 9)
U, = cos (7) ] et V, =sin (7) 9
cos (7) cos (7)
C’est mieux.
Etpuissif = 2lwr avec |l € Z
k=n k=n k=n k=n
Un=Zcos(k21n) =Z 1=n+1, = Zsin(kZln) = ZO =0
k=0 k=0 k=0 k=0

Exercice 16.
Résoudre dans C les équations suivantes :

1. z°—-2=0

2. 27(z- 16+ (z+1)* =0
3. 7 ==

. _Zz

4. 26— (3+20)23+2+2i=0

Correction exercice 16.
1. z2-z=0zE'-1)=0zEF-1DE*+1)=0zz-1DEz+1Dz-Dz+i) =0
z€{0,1,—-1,i,—i}
6
= =27

z+1>

27G -0+ + 1D =0e (+1° = 27— 1* & (-

16



1 )
On pose X = ?_L—l et on va résoudre X6 = —27

x| = |-27| @{ |X|6 =27 = 33
arg(X®) = arg(—27) + 2km, kezZ 6arg(X) =+ 2km, kezZ
1 1
|X| = (33)6 = 32 = \/§

< n+2kn (k+ Dr
arg(X) = e = e )

X6=—27(:>{

k € {0,1,2,3,4,5}

Il y a donc 6 solutions
Qk+1)m
X, =V3e 6 ,ke€{0,1,2345}

Il reste a trouver les solutions de 27(z — 1) + (z + 1)® = 0, soit z; une solution

Zr +1 o
k=z,]z—1 > Xz —D =z +1eXzg —Xp =2z, +1© Xz — 2z = X + 1 © (X — Dzge
Y o1 X +1
= Sz =c5—-=
k X —1

Avec k € {0,1,2,3,4,5}.

L’énoncé ne précise pas sous quelle forme doivent étre mise les solutions, si on les veut sous forme

algébrique, il faut aller plus loin

X+l X+ DX -1) X5 P -Xe+ X -1 3-(X—X) -1 2-2ilm(X)

X1 e -DXe—1) IXel2P—Xe—Xe+1 3—(Xe+X)+1 4—2Re(Xy)
| —im(x,) 1—iV3sin (—(Zk : 1)”)

~ 2-Re(Xy) ,_ V3 cos ((Zk z 1)7r>

Zk

Puis remplacer k par 0, puis par 1, etc...

3.
_7 1 2
1 z'| = |= Z|7 = |1
7 _ > 7 ) Z PN |z| 2
arg(z') = arg (Z—2> + 2kn, kE€Z 7 arg(z) = —2arg(z) + 2kn, k€L
1
N |Z|7:W @{ |z =1
—7arg(z) = —2arg(z) + 2kn, k €Z —Sarg(z) = 2km, k €Z
lz| =1
=3 2km
{arg(z) =—— k € {0,1,2,3,4}

Il'y a 5 solutions

_2kin
e 5,  ke{01,234}

4. z—(3+4+2i)z3+ 2+ 2i =0, onpose X = z3 et on résous
X?—B+20)X+2+2i=0
A=(GB+20)2—4Q2+2)=9+120—4—8-8i=-3+4i=—4+2x2i+1=(2i+1)?
Il y a deux solutions

3+2i+2i+1
1 et X2: 2

342i—Qi+1)
1= > =
Il reste a résoudre z3 = 1etz3 = 2 + 2i

=2+2

2ikn
z3 =1 3ke€{0,12},z=¢€" 3

Car ce sont les racines troisiéme de 1’unité, cela donne trois solutions
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|z3] = |2 + 2i|
arg(z3) = arg(2 + 2i) + 2km, k € Z

1 3
3( 2 2 3 \/E \/z 3 inm
2-|'2i=2§<—3-|'l'—3>=27<7-|'l'—>=2§€T

Z3=2+2i<=>{

2 2 2
3 1
z]? = 22 |z| =22 =2
22=2+2 & 1T S 1t 2km
3arg(z) = Z+ 2km, k € Z arg(z) = §+ T,k € {0,1,2}

Cela donne trois solutions de plus

LT 91T .37 171
{\/ie‘ﬁ, V2e'1z =\2e's = -1+ i,\/felf}

Exercice 17.
Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C I’équation suivante :
x3+(1-3)x?—(6—i)x+10i=0

Correction exercice 17.
1. Soita € R tel que :
a4+ (1-2Da*-31+Da—-2+2i=0oa®>+a*—-3a—-2+i(-2a*—-3a+2)=0
@{a3+a2—3a—2=0
—2a®?—-3a+2=0
Les solutions de I’équation —2a? —3a +2 = 0sonta; = —2 eta, = %

(-2 +(-2)2-3(-2)—2=-8+44+6-2=0
2

1\ /1 1 1 1 3 1+2-12-16 25
@) *G) -3(3)-2=5+1-3-2= 8 =570
Donc seul —2 est solution de (E)
2. Onpeutdiviser X3+ (1 —2)X? —3(1+i)X -2+ 2ipar X + 2
X3+ (1 -2D)X?-3(1+D)X—-2+2i X+2
X3 +2Xx2 X2+ (-1-2DX—-1+i
(-1-2)X?-3(1+DX—-2+2i
(-1 -20)X?+2(-1-2)X
(-14+DX—-2+2i
(“1+DX—-2+2i
0

Par conséquent
X3+ (1-20X?>-31+DX-24+2i=X+2)X?+(-1-2D)X—-1+1)
=X+2)X?-(1+2DX—-1+1)
Les solutions de (E) sont donc

X2—(1420X+i—1=0
A=(142)2-4(-1)=1+4i—4—4i+4=1
1+2i—1
1 =—F=1

2
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14+2i+1
Xy=————=1+i
Exercice 18.
Soit (E) I’équation
X*=-3X3+(2-i)X*+3X-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).

Correction exercice 18.
1. Soit a € R une solution de (E)
a*—-3a3+(2-a’*-3+i=0a*—-3a3+2a?+3a-3+i(-a*+1)=0
@{a4—3a3+22a2+3a—3=0
—a“+1=0
a, = —1 est solution de a* — 3a® + 2a? — 3 = 0 et a, = 1 est solution de a* — 3a® + 2a? + 3a —
3 =0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X2 — 1 en facteur.
2. Ilexiste a, b, c € C tels que
X*—3X3+2—-)X?*+3X-3+i=X?>—-1)(aX?+bX +¢)
On développe
X?2-1D(aX?+bX+c)=aX*+bX3+(c—a)X?—-bX —c
Par conséquent
a=1

(

I =-3 a=1

zc a—2—l(:>{b=—3

l -b=3 c=3-i

—c=-3+i
X*=-3X34+Q2-DX?+3X-3+i=X?-1DX?-3X+3-0)=0
Il reste a trouver les solutionsde X2 —3X +3—i =0
A=9—-4B—-i)=-3+4i=1+4i—4=(1+2i)?

Les racines carrées du discriminant sont § = +(1 — 2i)
Il y a deux solutions

3—(1+2i
PEIcL I
34142 ,
2= T2t

L’ensemble des solutions de (E) est
S={-111-i,2+i}

Exercice 19.
1. Résoudre X3 = —2 + 2i
2. Résoudre Z3 = —8i
3. Résoudre

1
§Z6+(1+3i)z3+8+8i=0
On rappelle que V676 = 26.

Correction exercice 19.
3 3im

1. X3=2\/_(—7+ £)_2294

Donc
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3
2 V2 3 3in |X3| =22
X3—2\/§<——+i—>=2§eT<:> 3
V2 2 arg(X3) =T+2kn, keZ
3 1
X3 = 22 |X| = 22
< 3 And m  2km & Xk
3arg(X) =T+2kﬂ' ke arg(X) :Z+T' k € {0,1,2}
(T 2KkT
vz @3),  kekefo12)
in 2 2
Xo =\/§ef=ﬁ<§+i§> =1+
, 2 11i
X, = V26! @3 = e 1z
. T 4T 19ir
X, =V2e'G*3) = \2e 12
2.
sin X3 = 23 X|? = 2°
X3=-8i=2%2 o

3 3 = 3
arg(X)=7+2k7T, kel 3arg(X)=7+2k7T, keZ

x| =2

=3 n  2km © X, =2e\2" 3, k €k € {0,1,2}
arg(X) = §+ R k € {0,1,2}

LT

Xo =2eZ =2i
. T, 2T 7iT \/§ 1
X1=Zel(E+T)=2€T=2 —_ =_\/§—i
2 2
. T 4T 11im \/g 1
X, =266 =2 =2 (T 31) =3

3. Onpose X = Z3
%Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0(:>%X2+(1+3i)X+8+8i=0
Le discriminant de cette équation est :
A= (1+3i)2—4><%(8+8i) =14+6i—9—-16—16i = —24 —10i
Les racines carrés de —24 — 10i :
(a+ib)? = —24 — 10i & a? — b? + 2iab = —24 — 10i @{az_bz = —24=>L1{a2—b2 =—24

2ab = —10 Ly
On rajoute 1’égalité¢ des modules

a® 4+ b? = /242 + 102 = V576 + 100 = V676 = 26 L,

En additionnant L, et L3, on trouve 2a? = 2 donc a? = 1, ¢’est-a-dire a = +1.

En soustrayant L; a L, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, ¢’est-a-dire b = +5.
D’apres Lo, a et b sont de signes différents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont: 1 — 5i et
—1+ 5i.
L’équation du second degré a pour racine :
_—(1+3i)) -1 -5
T 1

2><§

=—-2-2

Et
—(1 430 + (1 - 50)
2: 1 =
ZXE

—2i

Les six racines de
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1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0

Sont les six complexes trouvés en 1. et 2.

Exercice 20.
Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que :

1.

A

|1—Z|Sl
2

Re(1—-12) <

N | =

Re(iz) < %
2

Correction exercice 20.

l.

L’ensemble des points d’affixe z € C, tels que |1 — z| < % est le cercle de centre Q) d’affixe 1 et de
rayon %
On pose z = x + iy avec x et y réels
l1—-z=1—-x-1iy
32e(1—z)<1<:)1—x<1(:>x>1
— 2 2 — 2
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe a droite de la droite verticale x = %
On pose z = x + iy avec x et y réels
iz=ilx+iy) =—-y+ix

(in) < 1 - 1 - 1
R - — - —=
e(iz) = 5 ysoeyz—3
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe au-dessus de la droite horizontale y = —%

On pose z = x + iy avec x et y réels

2 2
=2

1
1-- —26lz-1P =20z & (= 1D? +y? = 2(x* +y?)

z

eox?2-2x+1+y?=2x>+2y?o1=x?+2x+y’o1=(x+1)2—-1+y?
Sh+1)2+y2=2

L’ensemble des solutions est le cercle de centre (—1,0) et de rayon /2.

z—3 z — 3|
=2
z+3 z+3
©x2—6x+9+y?=4(x*+6x+9+y?) o x2—6x+9+y?
=4x2+24x+36+4y? ©0=3x>+30x+27+3y? © 0=x%2+10x + 9 + y?
©0=x+52?-25+9+y2 16 = (x +5)% + y?

L’ensemble des solutions est le cercle de centre (—5,0) et de rayon 4.

=4 |z-32=4z+3]2 = (x —3)2 + y2 = 4((x + 3)* + y?)
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Z—3<2 z—3|?
@_
z+3 z+3

Sxt-6x+9+y?<4(x?*+6x+9+y?) e x> —6x+9+y?
<4x?+24x+36+4y? © 0<3x>+30x +27 +3y? © 0 < x?+ 10x + 9 + y?
©0<(x+5?%2-25+9+y2 =16 < (x+5)%? + y?

L’ensemble des solutions est I’extérieur du disque de centre (—5,0) et de rayon 4.

<4 |z-3°<41z+31P2 (x—3)? +y? < 4((x +3)2 + y?)

Exercice 21.
Montrer que
vz,z €Clz+2z'| < |z| +|Z']|
En déduire que
vz, z' € C, ||Z| — |Z’|| <|z-2Z'|

Correction exercice 21.
lz+212=@+2)z+2)=@+2)Z+2)=2Z+22' +2'Z+2'7 = |z|> + 22" + 2z’ + |Z'|?

= |z|? + 2Re(zz') + |2'|? < |zI? + 2|zz'| + |2|? = |2|? + 2]|zl|7'| + |2'|?
= |zI* + 2|z||z'| + |2'|* = (|z] + |2'])?

Comme |z+2z'| =0et|z]|+|z'| =0

Onalz+2z'| <|z| +|Z'|

Dans |z + z'| < |z|+ |z'|onpose Z =z+ 2" et Z' =z"doncz =Z — Z', cela donne

Z|<1Z-Z'|+Z'|e |1Z|-1Z'|<|1Z-Z"| (1)

Puis on intervertit Z et Z' dans (1) onobtient |Z'| — |Z| < |Z' - Z| =|-(Z-Z")|=1Z-Z"| (2)

Comme ||Z| = 1Z'|| = 12| = |Z'| si |Z| = |Z'| et||Z] = 1Z'|| = =(1Z| = 12']) = 1Z'| — |Z| si |Z] = |Z]

(1) ou (2) donne le résultat.

Exercice 22.
Soient z, w € C. Etablir la relation
|z + w|? + |z — w]? = 2(|2]* + |w|?)
Et en donner une interprétation géométrique.

Correction exercice 22.
z+wl?+|z—w?=C+wW)Z+0)+ (2z—-w)(Z—-w)
= |z|? + zow + wZ + |w|?* + |z|* — zw — wZ + |w|? = 2(|z]? + |w|?)

|z|

A

C’est I’égalité du parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des cotés est égale a la somme des
carrés des diagonales

Exercice 23.
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Soit ¢ € C avec |c| < 1.
1. Montrer que |z + c| < |1 + ¢z| si et seulement si |z]| < 1.
Soient D = {z € C,|z| < 1} le disque unité et C = {z € C, |z| = 1} le cercle unité.
2. Montrer que I’application
f:D—-D
zZ+c
——
1+cz

zZ

Est une bijection pour laquelle f(C) = C.

Correction exercice 23.
1.
lz+cl<|1+czlelz+c?P<|1+zPe (@+0)(Z+0) <A +cz)(1 +c2)
SlzIP+zc+cz+cl?<1+cz+cez+ c)?lzP o 1z + [c]* <1+ |c]?|z]? © 0
S1—|clP+clPlzP=1zIP @ 1= [cl* + (c]* = Dlz]* 20 & (1 - [c[>)(A — |z]?)
>0eo1-zP2021>zPe 1> |7
2. 1l faut montrer que pour tout z" € D il existe un unique z € D tel que

, Z+c
z' = —
1+c¢cz
Mais il faut d’abord montrer que (D) < D, comme |z| < 1 d’aprés 1., |z + ¢| < |1 + ¢z|, ce qui équivaut a
|z + c| z+c
— = — = VA Sl
|1+ cz| 1+cz| F @
Douz€D = f(z) €D
Z+c _ _ _ —
Z’=1+EZ<:)z’(1+cz)zz+c<:>Z’+z’cz=2+c<:>z’—c=z—z’cz®z’—c=z(1—z’c)
z'—c
1-z'c

Car |z'c| < 1 et donc le dénominateur n’est pas nul
On a montré que pour tout z’ € D, il existe un unique z tel que z’' = f(z), il reste a montrer que z € D. On pose
¢ =-c,c'| <1

z'+c

1+z'¢c

z'+ ¢

_1+Z'F

=>|Z|= <1

V4

D’apres le 1.
Montrons que f(C) = C.
Soitz € C, donc |z| = 1

c cz —
F D) z+¢c Z(l"‘g) Z(1+|Z|2> | ||1+c§ |1+CE |1+ cz| |1+CZ|
Z = — = — = — = Z — = — = — = —
1+7cz 1+cz 1+cz 1+¢cz 1+czl |1+7cz| |1+7¢7]
B |1+ cz| B
|1+ 7ez|

Cela montre que f(C) c C, il faut montrer que C < f(C)
Soit z" € C, z' admet un unique antécédent z, on a z' = f(2)
zZ—c zZ+c
zZ= == T
1-zc 147¢
Si on pose ¢’ = —¢ et comme précédemment |z| = 1, ce qui montre que pour tout z’ € C, il existe z € C tel que

z' = f(z) € f(C)

Exercice 24.
Soit n = 2, un entier.
1.

a. Déterminer les complexes qui vérifient z2" = 1.
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b. Déterminer les complexes qui vérifient z™ = —1.
2. Calculer la somme des complexes qui vérifient z" = —1.

Correction exercice 24.

1.
a. zx=ezx =en _ ke€{0l,..2n—1}.
b.
n__1<:>{ |z™ =1 <:>{ z|]* =1
2= arg(z™) = arg(—1) + 2kn narg(z) = w + 2kn
lz| =1
= n  2km
{arg(z) =—+—,k€e{01,..,n—1}
n n
i(m+2km)
Ilyansolutionsz, =e » ,k€{01,..,n—1}
it 2ikm

Soit encore z;, = ene n
z" =
zZ" = -1

La somme des racines 2n-iéme de I’unité (qui est nulle) est la somme des racines n-ieéme de 1’unité

2. Premiére solution z2" = 1 & {

(qui est nulle) plus la somme des complexes qui vérifient z" = —1, donc la somme des complexes
qui vérifient z™ = —1 est nulle.
Deuxiéme solution
n—-1 n—1 n—1 2im\ ™ 2inm
im 2ikm im 2ikm im 20T _ﬂl—(en) in]l—e n in]l —e
ene n =en en =en ( ) en —————=en———._—=en i 0
k=0 k=0 k=0 1—en 1—en 1—en
2im
Caren # 1pourn > 2.
Exercice 25.
1. Calculer les racines n-iémes de —i etde 1 + i.
2. Résoudrez?2—z+1—i=0.
3. En déduire les racines de z?* — z" + 1 —i = 0.
Correction exercice 25.
1. On cherche les complexes tels que
nl _ . |Z|n =1
O o IR :
arg(z") = arg(—i) + 2km, k € Z narg(z) = —3 + 2km, k € Z
lz| =1
S n  2km
{arg(z)——2—+—ke{01 ,n—1}
Les solutions sont les
l(_£+2k_ﬂ.’)
zy=e\2n n/) ke{01,..,n—1}
On cherche les complexes tels que
V2 f l2"| = V2
M=1+i=+2 — V2e't m
< 2 arg(z") = 2 + 2kn,k €Z
1 1
|z|" =V2 =22 |z| = 22n
T < n  2km
narg(z)=Z+2kn,kEZ arg(z)=—+— ke{o1,..,n—1}

Les solutions sont les
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z, = 22ne\4n” n ) ke {0,1,..,n—1}

2. z2—z+1-i=0
Le discriminant vaut
A=(-1)?-41—-i)=-3—-4i=1+4i—4=(1+2i)?
Il y a deux solutions

1—(1+20)
le—z —

1+1+2i _
zp=——— =141

3. z2"—z"+1—1i=0,onpose Z = z"

Z=—i zn = —i
zzn—z”+1—i=0=)Z2—Z+1—i=0<=){ ou @[ ou
Z=1+1i zZ"=1+1i
L’ensemble des solutions est

1 ( m 2k'm

. T  2Kkm L
il 4n*n),k'e{o,1,...,n—1}

It )k € {0,1,..,n — 1}, 277’

Exercice 26.
Soit f: C — C définie par f(z) = z(1 — 2)
1. Déterminer les points fixes de f c¢’est-a-dire résoudre f(z) = z.

. 1 1 1 1
2. Montrer que si |Z — E| <3 alors |f(z) — E| <3

Indication : z(1 — z) = (z - %) G — Z) +i

Correction exercice 26.

1.
f@)=zezl-2)=zoz(1-2)—-z=00z-2’-2z=02z2=02z=0
2.
1 1 1\ /1 1 1 1\ 1 1% 1
@3] =lea-2-3 =|(z-3)G-2)+33 “‘(Z—z) ~2=|(z=2) | *3
<Z_12+1<<1)2+1=1
=720 Ta=\2) T4 2
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Fondamentaux des mathématiques 1

Feuille 2 compléments
Transformation dans le plan complexe

Exercice 1.
On rappelle que
2im -
j=e3; j2=j etque j3=1
Soit r une transformation du plan qui a un point M associe le point M’ d’affixe M’ = r(M) d’affixe
z'=—j?z+1+j?
Soit s une transformation du plan qui a un point M d’affixe z associe le point M’ = s(M) d’affixe
z'=—j?Z+1+j?
1. Montrer que 7 est une rotation du plan dont on donnera I’affixe du centre () et ’angle de la
rotation.
2. Montrer que Q est un point fixe de s.
Montrer que s est une symétrie orthogonale. (on ne demande pas 1’axe de la symétrie).
Calculer I’affixe z"" du point M"" = r o s(M), ou M est un point d’affixe z. Que peut-on en

o

déduirederos ?

Correction exercice 1.

1. —j2=ees =e3 = e3 donc r est une rotation d’angle g, son point fixe vérifie r(Q) = Q
donc w = —j%w + 1 + j2, ce qui entraine que :
142
w = =1
1+ j2

2. Laffixe de s(Q) est
—Ax1+14+j2=—j2+1+j2=1
Ce qui montre que
s() =0
Autrement dit Q est un point fixe de s.
3. L’affixe de I’image par s d’un point M est de la forme az + b, de plus
ab+b=—j?(T+)2)+1+/2 = 2L+ ) +1+j2=—> =3+ 142 =0
Donc s est une symétrie orthogonale.
4. Soit M' = s(M) d’affixe z’ = —j?Z+ 1+ j2. Soit M" = r(M') = r o s(M) d’affixe z"’ =
—j%z'+1+j% ona
72" = —j22' + 142 = =2 (—j*Z+ 1+ )+ 1+ =2 —j - j*+ 1+ > =jz+ 1~
C’est de la forme az + b, il reste a vérifier que ab+b=0 pour montrer qu’il s’agit d’une
symétrie orthogonale.
ab+b=jA—-j)+1—-j=j1-jD+1—-j=j—j+1-j=0
T o s est une symétrie orthogonale.

Exercice 2.
Soit f la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe

' =(-1+iV3)z—iV3
1. Montrer que f est une similitude directe, dont on donnera le rapport et le centre.
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2. Montrer que f est la composée d’une homothétie de centre O dont on donnera le rapport et d’une
rotation, dont on donnera le centre et I’angle.

Correction exercice 2.
1. z'estde laforme az + b donc f est une similitude directe.

|-1 + iv3| = /(=1)2 + 3 = 2 est le rapport de la similitude

Son centre d’affixe a vérifie

= (c1+ivE)a- i o (2—iviae -G e am—3  (EWVR@+IE) 3 203

2— i3 4+3 77

2. |[-1+ i3] =/ (-D?+3=2

(2L B, B (V3
zZ = 212212— 6’Zl2

On appelle h I’homothétie de centre O rapport est 2, a un point M d’affixe z elle associe le point M’
d’affixe z' = 2z

2im

On appelle r la rotation d’angle %ﬂ (car Z?E est un argument du complexe de module 1 : e 3 '), a un point

2im
M d’affixe z elle associe le point d’affixe M’ d’affixez’' = e s z—1i B

2
M" = h(r(M)) et M' =r(M)
Equivaut a

|5:’
3
>[5

Donc
2im 3
z" =2 (eTz —i g) =(-1+iV/3)z—iV3

On a bien f = h o r. Il reste a trouver le centre de la rotation, c’est-a-dire son point fixe () d’affixe w
qui vérifie

. 3 .3
(1A NE_ (1 A\ i W3 (3+7)
e=\"2"'"2 )7 2 '2)T T T T3 3T 9.3
5= i it3
)
3 3iV3
Tt 1+.\/§_
- 3 Tty

Exercice 3.
Soit f la similitude directe définie par f(z) = az+ b, ou a,b € C,avec a = pe et p # 1.

Montrer que f admet un unique point fixe w.
Donner I’image d’un complexe z par la rotation r de centre w et d’angle 6.
Donner I’image d’un complexe z par I’homothétie h de centre w et de rapport p.

b=

Donner I’image d’un complexe z par r o h en fonction de a, b et z, que peut-on en conclure ?

Correction exercice 3.
1. soit w un éventuel point fixe



w=aw+b@w(1—a)=b(:)w=%
Cara # 1 vuque |a| # 1.
Donc f admet un unique point fixe.

2.
r(z)—w=ePz-w)or@ =ef+w(l-e)
3.
h(z) —w=p(z—w) © h(z) =ez+ w(l-p)
4,

r(z) = ez + w(1 — )
h(z) =pz+w(l—-p) =2
roh(z) = r(h(z)) =r(z") =e®z + w(l — e(ie)) = eig(pz +w(l - p)) + w(l — eie)
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= peiez + we'? — wpeie +w—we? = peiez - a)peie +tw=az—aw+w

=az+w(1—a)=az+1f;a(1—a)=az+b=f(z)

Donc toute similitude directe de centre w est la composée d’une rotation de centre w et d’une
homothétie de centre w.
I est important de montrer que le « a » et le « b » sont ceux de f.

Exercice 4.
Soit f la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
z'=—iz+1+i
Soit g la transformation du plan complexe qui, a un point M d’affixe z associe le point d’affixe
z'=iz—1+1i

1. Déterminer les points fixes de f et les points fixes de g.

On posera z = x + iy
2. Soit h = f o g, quelle est cette transformation, que peut-on dire de son centre ?

Correction exercice 4.
1. On cherche les points d’affixe z = x + iy tels que f(M) = M, ce qui équivaut a

_ =1-
Z=—iz+1+i<:>x+iy=—i(x—iy)+1+i=1—y+i(1—x)<:>{;i=1_2:<:>x+y=1
I s’agit d’une droite.
On cherche les points d’affixe z = x + iy tels que g(M) = M, ce qui équivaut a
_ =-1
Z=iz—1+i<:>x+iy=i(x—iy)—1+i=—1+y+i(1+x)<:>{xy=1++xy<:>y—1+x
I s’agit d’une droite.
2. Onpose M" = f(g(M)) et M' = f(M) donc
{z” =—iz/ +1+i
z'=iz—1+i
Par conséquent
zZ'=—i(iz—14+D)+1+i=—i(-iz—-1-D+1+i=—2+i—-14+14+i=—-2z+2i
h est a la fois une homothétie de rapport —1 et une rotation d’angle m, I’affixe de son centre vérifie
z=—z+2ioz=1i

On peut remarquer que c’est I’intersection des deux droites invariante de f et g.



