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Feuille 10. Dérivabilité

Question générale. Pour les fonctions considérées dans cette feuille, on précisera le
domaine de définition.

Exercice 1.

Préciser pour chacune des fonctions suivantes en quels points elles sont dérivables,
dérivables a droite, dérivables a gauche, et les valeurs de leurs dérivées, dérivées a
droite, dérivées a gauche.

1. f(x) = cos(cosx).

2. g(x) = /|sinz|.
3. h(xz) =+/1+ cosuz.

Exercice 2.
Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par :

et —ux, siz <0
fz) = cos?(mx), si0<z <1
Inz )
1+— siz>1
x

Exercice 3. d
Pour chacune des expressions y(t) ci-dessous, calculer d—i :

1
D tt+3t2 =6, 2) 6t7/2 4 462 — 2t, 3) V3t + Vit + = 4) tel, 5)t%el, 6)t(t+3)e,

5—t t3 3 +1 Int (t+1)3 1+t
7)tsint Int, 8 , 9 , 10) ——, 11) —, 12 , 13 ,
14) CQSt, 15) sint .
sint 1+ cost
Exercice 4.

Pour chacune des fonctions f définies ci-dessous, calculer la fonction dérivée [’ :
1) €, 2) cos(5x), 3) In(2z), 4) In(|2z|), 5) In(—2z), 6) (1 — )7/, 7) sin(cos z),

VO + 4z

8) si 31)), 9) In(sin®z), 10) Va2 +z + 1, 11) e, 12) 2%, 13) Y~~~
) sin(cos(3z)), 9) In(sin” z), 10) Va2 +z )e ) >1—|—2\/1+—$
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14) In(|e**™]).

Exercice 5.
Soit f la fonction réelle d'une variable réelle définie par :

sin x, sizr <0’

flz) = {x+exp(—1/x2), siz >0

1. Montrer que f est dérivable en tout point z de R* en calculant sa dérivée.
2. f est-elle dérivable en 07
3. f’estelle continue en 0?

4. f est-elle deux fois dérivable en 0?

Exercice 6.
Soit f,,(x) les fonctions définies par

fulr) = {x” sin(1/x), siz#0

o, siz =0

1. Pour quelle valeur de n, a-t-on f,, continue?
2. Pour quelle valeur de n, a-t-on f,, dérivable?
3. Pour quelle valeur de n, a-t-on f;, continue?

4. Pour quelle valeur de n, a-t-on f; dérivable?

Exercice 7.

1. Montrer que pour tous réelsaetbavec 0 < a < b:

b— b—
rl;l? < Arctanb — Arctana < a2‘

+a

2. En déduire que:

u ’ < Arct : <24 !
-+ — rctan | — —+ -
4 25 3 4 6
Exercice 8.

1. Montrer que pour tous réels z et y : |cosy — cosz| < |y — z|.

2. Montrer que pour tous réels z et y tels que x # y : |cosy — cosz| < |y — z|.




L1 UCBL 2016-2017 Fondamentaux des mathématiques I

T =

Exercice 9. Montrer que pour toutentier £ > 1:0 <In(k+1) —Ink <
En déduire que pour tout entier n > 1:

1 1 1
mn+1)<i+ ity oL
2 3 n

1
Comment se comporte la suite (H,,) de terme général H,, = 1+ 3 + 3 +---+— quand
n

n tend vers 1'infini ?

Exercice 10.

1. Utiliser I’exercice précédent pour montrer que pour o < 1
~ 1
Ii — = 00.
B g =

. -1 1 1
2. On suppose maintenant o > 1. Pour k& > 2, comparer aka et ST,

3. Toujours pour a > 1, montrer que

"1 «
li — =/{, avec /! < )
B D g oo

1
Exercice 11. Montrer que 100 + 200 est une approximation par exces de V10001, et que

I'erreur d’approximation est inférieure a 1.106°

Exercice 12.
Soit f de [0, 1] vers R une fonction trois fois dérivable.
1. Onsuppose que f(0) = f'(0) = f”(0) = 0 etque f(1) = 0. Montrer que " s’annule
quelque part dans |0, 1[.
2. On suppose ici que f(0) = f(1/3) = f(2/3) = f(1) = 0. Montrer le méme résultat.
3. On suppose ici que f(0) = f(0) = 0 et que f(1) = f'(1) = 0. Montrer le méme
résultat.

Exercice 13. Soit f : R — R dérivable. Calculer lim af(x)—zf(a)

,pouruna € R.
T—a Tr — a

Exercice 14.
Soit a < b deux réels.
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Existe-t-il une fonction dérivable f de [a, b] vers R telle que 1’on ait simultanément le
comportement asymptotique liIII)I f(z) = oo et la majoration |f'| < 17
T—b—

Exercice 15. * Soit f de [0, 1] vers R une application continue sur [0, 1] telle que f(0) =0

et f(1) = 1.
On suppose que f est dérivableen O eten 1 et quel'ona f'(0) = f’(1) = 0.

1. Montrer qu’il existe un « dans |0, 1] tel que f(a) = «. [Indication : étudier la fonc-
tion g(x) := f(z) — z.]

2. On suppose de plus que f est deux fois dérivable sur [0, 1]. Montrer qu’il existe un
g dans |0, 1] tel que |f”(5)| > 4. [Indication : raisonner par ’absurde et étudier les
fonctions z — f(z) —22% etz — 1 — f(x) —2(1 —2)2]

Exercice 16. Soit f la fonction définie par f(z) = zlnx — .

1. En appliquant a f le théoreme des accroissements finis, montrer que pour tout
n>1,ona:

Inn < f(n+1)— f(n) <In(n+1).
2. En déduire que pour toutn > 1,ona:

Inl+mn2+---+Ihn<f(n+1)+1<In2+In3+---+In(n+1).

3. En déduire que pour toutn > 1,ona:
n 1 n+1
e<2> Sn!ﬁe(n+) )
e e

Exercice 17. [Théoreme de Sturm.] On considére une fonction deux fois dérivable f :
[0,b] — R telle que f(0) = f(b) =0, f(z) >0,Vx €]0,b], et | f"(x)] < f(x),Vx € [0,b]. Le
théoréme de Sturm affirme que b > 7. Preuve par 'absurde : on suppose b < 7.

1. On pose g(z) := f'(z) sinx — f(z) cosz. Montrer que g est croissante, puis que g
est positive.
2. On pose h(z) := La:)/ x > 0. De la question précédente, déduire que h est crois-

sinx
sante.

3. Calculer h(b) et obtenir une contradiction.
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Feuille 10. Dérivabilité

Question générale. Pour les fonctions considérées dans cette feuille, on précisera le
domaine de définition.

Exercice 1.

Préciser pour chacune des fonctions suivantes en quels points elles sont dérivables,
dérivables a droite, dérivables a gauche, et les valeurs de leurs dérivées, dérivées a
droite, dérivées a gauche.

1. f(x) = cos(cosx).

2. g(x) = /|sinz|.
3. h(xz) =+/1+ cosuz.

Correction:

1. La fonction cos = est dérivable sur R donc f(z) est aussi dérivable sur R de dérivée
f'(x) = sin(cos x) sin(z).

2. La fonction g(x) est = périodique. Comme sin z est partout dérivable, |z| est déri-
vable en dehors de 0, et \/z est dérivable sur R*, on a que g(x) est dérivable sur
]0, 7[ de dérivée f'(z) = 5=
Par contre en 0, g n’est ni dérivable a droite, ni a gauche, car lim, o+ @ = lim,_,o+ \/LE
n’est pas finie (idem en 07).

3. hest 2m périodique. En dehors de 7, h est dérivable de dérivée h/'(z) = 2\/_%

. Vifcosz _ 1: VI-cosy _ 1 lyl _ 1 :
lim, o+ 2% = limy o+ == lim,, o+ NTRRREE Ce qui donne la valeur de
la dérivée a droite. Par contre en 7~ on obtiendra —\/%, ce qui donne la valeur de

la dérivée a gauche.

Exercice 2.
Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par :

e’ —, six <0

flz) = cos?(mx), si0<z <1

1
1+ 22 siz>1
xXr

Correction:

La fonction est clairement continue en dehors de 0 et 1, continue a droite en 0 et a
gauche en 1. Comme lim, ,o- ¢ — 2z = 1 = f(0), elle est aussi continue a gauche en 0
et comme lim, ,;+ 1 + 1“71 =1 = f(1) elle est aussi continue a droite en 1. Elle est donc
partout continue.
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Pour z < 0, f est dérivable de dérivée f'(z) = e* — 1.

Pour 0 < z < 1, f est dérivable de dérivée f'(x) = —2m cos(mz) sin(mz).

Pour z > 1, f est dérivable de dérivée f'(z) = 1;%

On a lim, o £25O — jim, o 22 = 0 et lim, o LOLO — jiy, ,, S0l
lim,_,o+ _(”)2(;‘;3(””1) = 0. La fonction f est donc dérivable en O de dérivée f'(0) = 0.

Onalim, ;- {2200 —Jim, - = — Jim, - S0t — i, —0Geltl) —
0 et lim,_,+ % = lim, 1+ % = lim, o+ 1;((;’:)) = 1. Donc f admet une dérivée a

droite et une dérivée a gauche en 1 mais n’est pas dérivable.

Exercice 3.

d
Pour chacune des expressions y(t) ci-dessous, calculer d_?; :

1
Dt +3t2—6, 2) 6672+ 4t — 21, 3) V3t + Vit + e 4)tet, 5)t?et, 6)t(t+3)e,

5—t 3 tB3+1 Int t+1)3 1+¢
5+t 14 ¢2 22 —t—2 13

cost int
15) 1t
1+ cost

7)tsint Int, 8)

14)

sint’

Correction:
1. 4¢3 + 6t

21£°/2 410832 — 2
3 1,-2/3 1

et

(14 t)et

(2 + 2t)e’

(t* + 5t + 3)e

(sint 4+ tcost)Int 4 sint
~10

(5+t)?
t44+3¢2
(14¢2)2
t*—2t3—6t2—2t+1
(t2—t—2)2
1-3Int
t4
(t+1)2(5t—1)
26Vt
Vi—1
2Vt THE(14+/141)2
-1
sin? ¢
_1
* 1+cost

YO0 N O DN

[
S S

—_
S

—_
b

[
U1
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Exercice 4.
Pour chacune des fonctions f définies ci-dessous, calculer la fonction dérivée [’ :

1) €%, 2) cos(5x), 3) In(2z), 4) In(|2z|), 5) In(—2x), 6) (1 — )7/, 7) sin(cos ),

o+ 4x
8) sin(cos(3x)), 9) In(sin®z), 10) Va2 +z +1, 11 e’xQ, 12) 2ln® 13) —————— |
) sinfcos(32)), 9) Insin®z), 10) Jer )2 1) T

14) In(|e** ™).

Correction:

1) 3¢, 2) —5sin(5z), 3) 1/x, 4) 1/z, 5) 1/x, 6) —7/3(1 —x)*3, 7) — cos(cos z) sin z,

2
8) — 3 cos(cos(3z)) sin(3x), 9) (.:OSI, 10) 1/3(z2 + 2 4+ 1)">3Q2z + 1), 11) — 2z,
sin x
2v1l+ax—1

12) In(2)2™", 13) =, 14) 2ir.

V5t 4oy + 2(1+2y1 + )

Exercice 5.
Soit f la fonction réelle d'une variable réelle définie par :

fa) = {a: +exp(—1/2?), siz >0

sinz, siz <0’

1. Montrer que f est dérivable en tout point z de R* en calculant sa dérivée.
2. f est-elle dérivable en 07
3. f’estelle continue en 0?
4. f est-elle deux fois dérivable en 0?
Correction:

1. Tout d’abord f est clairement continue sur R* et comme lim,_,o+ = + exp(—1/2?) =
0 = f(0) elle est aussi continue en 0.
[ est dérivable sur R*,, de dérivée f'(x) = 1 + 2/z3 exp(—1/2?), et aussi sur R* de
dérivée f'(r) = cos .

2. On a lim, or {977O — Jim, 011 + 1/zexp(—1/2%) = 1 et lim, - 1 =

lim,_,o- ¥2¢ = 1. Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.

3. Comme lim,_,o+ 1 + 2/23 exp(—1/2?) = 1 et lim,_,o- cosx = 1, f’ est continue en 0,
et donc continue sur R.

4. Onalim, .o+ fl(x;%gl(o) = lim, o+ 2/2% exp(—1/2?
0, d’ot1 f est deux fois dérivable en 0, et f”(0) =

= Oetlim, - @=TO

)
0.

3

= limxﬁo_

cosz—1
T
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Exercice 6.
Soit f,,(x) les fonctions définies par

0, siz=0"

falz) = {x” sin(1/x), siz#0

Pour quelle valeur de n, a-t-on f,, continue?

Pour quelle valeur de n, a-t-on f,, dérivable?

Sl S

Pour quelle valeur de n, a-t-on f;, continue?
4. Pour quelle valeur de n, a-t-on f; dérivable?
Correction:

1. Comme sin est une fonction bornée, on a lim, ¢ f,(z) = 0 si n # 0, par contre
lim,_,osinz n’existe pas, vu que sin est périodique, non constante. Ainsi f,, est
continue sur R pourn > 1.

2. Endehors de 0, f, est dérivable, de dérivée [/ (z) = nz" ' sin(1/z) — 2" % cos(1/x).

En O on a lim,_, %gn(o) = lim,_,o 2" !'sin(1/z). Ainsi f est dérivable en O si et
seulement si n > 2, auquel cas f,,(0) = 0.

3. On alim, . f/(z) = lim,_,onz" 'sin(1/z) — 2" % cos(1/x) = 0 seulement sin > 3,
car elle n’existe pas pour n = 2. Donc f], est continue, uniquement si n > 3.

4. f! est dérivable en dehors de 0. On a lim,_, W = lim,_,ona" ?sin(1/z) —

"3 cos(1/z) et donc f! est dérivable en 0 si et seulement sin > 4.

Exercice 7.

1. Montrer que pour tous réels a etbavec 0 < a < b:

b— b—
1+§2 < Arctanb — Arctana < 1+§2.

2. En déduire que:

7T+3<At 4 <7T+1
-+ — rctan | — -+ -
1" 25 A3 ) ST 6

Correction:

1. Arctan x est une fonction continue et dérivable sur R, on a donc Arctan b—Arctana =
arctan’ ¢(b — a) avec ¢ €]a, b]. Comme arctan’ z = — est strictement décroissante

1+z2
* 1 1 1 7N 2
surRi ona 17 < 15 < 152 d’ou le résultat.

2. Il suffit d’écrire 'encadrement précédent pour a = 1 et b = 4/3.

Exercice 8.
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1. Montrer que pour tous réels z ety : |cosy — cosz| < |y — z|.
2. Montrer que pour tous réels = et y tels que x # y : | cosy — cosz| < |y — z|.
Correction:

1. cosx est une fonction continue et dérivable sur R, de dérivée sinz qui est bornée
par —1 et 1 d’ot1 'encadrement en passant a la valeur absolue.

2. Le seul cas non trivial est celui ou un point comme 7/2 est entre = et y, auquel cas
il suffit d’encadrer entre x et 7/2, et entre 7/2 et y, pour pouvoir conclure.

| =

Exercice 9. Montrer que pour toutentier k > 1:0 <In(k+1) —Ink <
En déduire que pour tout entier n > 1:

1(+1)<1+1+1+ +1
n(n —+ -+ 1+ —.
- 2 3 n

1
Comment se comporte la suite (,,) de terme général H,, = 1+ 5t 3 +---+—quand
n

n tend vers l'infini ?
Correction:

1. Inz est une fonction continue et dérivable sur R* , de dérivée 1/, donc pour k > 1
onaln(k+1) —Ink < § car 1/ est strictement décroissante sur R

2. Onaln(n+1) =", In(k+1)—Ink, d’ot le résultat, par la question précédente.

3. Comme lim,,_,~, Inn = oo, on a que H,, diverge aussi.

Exercice 10.

1. Utiliser I'exercice précédent pour montrer que pour o < 1
" z”: 1
fin ) g = oo

-1 1 1
2. On suppose maintenant o > 1. Pour k£ > 2, comparer aka et S T=,

3. Toujours pour o > 1, montrer que

a
li — =/ (< ——.
nLrlgoZ ~ , avec po—

Correction:
1. Onalim, oo >y 75 > limy 00 D op_y 75 = 00
2. La fonction f(z) = 1/z*! est continue et dérivable sur R* , de dérivée —

tement croissante, donc (k_ll)a,l — 1 = fk—1) — f(k) > 2L

o—
T

L stric-

5
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3. On a donc par somme télescopique, lim, oo Y p_, k% < %, car lim,_,o f(z) = 0.

1
Exercice 11. Montrer que 100 + 200 est une approximation par excés de v'10001, et que

'erreur d’approximation est inférieure a 1105
Correction: On applique le théoréme des accroissements finis a f(z) = /z, de dérivée

1
PN
Exercice 12.
Soit f de [0, 1] vers R une fonction trois fois dérivable.
1. Onsuppose que f(0) = f'(0) = f”(0) = 0 etque f(1) = 0. Montrer que " s’annule
quelque part dans |0, 1[.
2. On suppose ici que f(0) = f(1/3) = f(2/3) = f(1) = 0. Montrer le méme résultat.
3. On suppose ici que f(0) = f'(0) = 0 et que f(1)
résultat.

f'(1) = 0. Montrer le méme

Correction:

1. Comme f(0) = f(1) = 0 il existe a €]0, 1] tel que f'(a)) = 0. Alors comme f’(0) =
f'(a) = 0il existe 5 €]0, af tel que f”(5) = 0, et finalement, comme f”(0) = f"(5) =
0 il existe v €]0, 3[C]0, 1] tel que () = 0.

2. Pour f’ on a trois racines distinctes, une entre 0 et 1/3, une entre 1/3 et 2/3 et une
entre 2/3 et 1, donc 2 racines distinctes pour f” et finalement 1 pour f”.

3. f(0) = f(1) = 0 nous donne une troisieme racine pour f’, on conclut comme ci

dessus.
Exercice 13. Soit f : R — R dérivable. Calculer lim aflz) f(a)/ ouruna € R.
p
Tr—a Tr— Qa
Correction: On a lim,_,, W = lim,_,, “f(m)*“f(“ifzf(“)ﬂf(“) =af'(a) — f(a).

Exercice 14.

Soit a < b deux réels.

Existe-t-il une fonction dérivable f de [a, b] vers R telle que 1’on ait simultanément le
comportement asymptotique zligl_ f(x) = oo et la majoration |f/'| <17
Correction: Non. Il suffit d’utiliser le théoréme des accroissements finis pour exhiber
une contradiction.

Exercice 15. * Soit f de [0, 1] vers R une application continue sur [0, 1] telle que f(0) =0

et f(1) = 1.
On suppose que f est dérivableen O eten 1 et quel'ona f'(0) = f’(1) = 0.

1. Montrer qu'il existe un « dans |0, 1] tel que f(«) = a. [Indication : étudier la fonc-
tion g(z) := f(z) — x.]
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2. On suppose de plus que f est deux fois dérivable sur [0, 1]. Montrer qu’il existe un
B dans |0, 1] tel que |f”(5)| > 4. [Indication : raisonner par ’absurde et étudier les
fonctions z — f(z) —22% etz — 1 — f(x) —2(1 — z)2]
Correction:

1. Comme f’(0) = 0 on a que ¢'(0) = —1 et donc il existe 3 > 0 tel que g(5) < 0. De
méme f'(1) = 0 entraine que ¢’(1) = —1 et donc il existe 7 < 1 tel que g(y) > 0.
Donc, comme g est continue, il existe « tel que g(a) = 0.

2.

Exercice 16. Soit f la fonction définie par f(z) = zlnx — .

1. En appliquant a f le théoreme des accroissements finis, montrer que pour tout
n>1ona:

Inn < f(n+1)— f(n) <In(n+1).
2. En déduire que pour toutn > 1,ona:
Inl+mn2+---+Imn<f(n+1)+1<In2+In3+---+In(n+1).

3. En déduire que pour toutn > 1,0ona:

n n+1
e<ﬁ> §n!§e(n+1) )
e e

Correction:

1. f(z) est dérivable de dérivée In z, strictement croissante.
2. On fait la somme de 1 a n de ses inégalités pour obtenir le résultat.

3. Onadonc f(n)+1 < |n(n!) < f(n+ 1)+ 1, soit 'encadrement désiré en passant a
I’exponentielle.

Exercice 17. [Théoreme de Sturm.] On considere une fonction deux fois dérivable f :
[0,b] — R telle que f(0) = f(b) =0, f(z) >0,Vx €]0,b], et | f"(x)] < f(x), Va € [0,b]. Le
théoreme de Sturm affirme que b > 7. Preuve par 1’absurde : on suppose b < 7.
1. On pose g(z) := f'(z) sinx — f(z) cosz. Montrer que ¢ est croissante, puis que g
est positive.

(@)

ST

2. On pose h(z) =
sante.

, x > 0. De la question précédente, déduire que h est crois-

3. Calculer h(b) et obtenir une contradiction.
Correction:
1. ¢'(x) = (f"(x) + f(z))sinx donc ¢'(x) est positive si b < 7, et g(0) = 0, donc g est
positive.

2. h(z) = 2% donc h est strictement croissante.

sin? ¢/

3. h(b) = 0 or h ne peut pas prendre des valeurs négatives avant b, ce qui est absurde.




