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Feuille 7
Fonctions usuelles

Exercice 1.
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2 sin(x) + sin(2x).

1. Déterminer l'ensemble de définition de f, sa période et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.
2. Calculer la dérivée de f et déterminer son signe.
3. Dresser le tableau de variation.
4. Tracer la courbe représentative de f.
Exercice 2.

Soit f la fonction définie sur / = R par :

f(x) =sin?(x) + %cos(x)

1. Etudier la parité de f et sa périodicité, en déduire un intervalle d’étude.

2. Montrer qu’il existe un unique x, € E, g] tel que cos(xy) = i

3. Etudier les variations de f sur [0, 7].

4. Dresser le tableau de variation de f et tracer le graphe de f.
Exercice 3.

On note f la fonction définie sur [0,1[ par f(x) = (1 — x) In(1 — x) + x et g la fonction définie sur ]0,1[

In(1-x)

par g(x) = — Y

1. Etudier les variations de f sur [0,1[ et en déduire que f est a valeurs positives.

2. Etudier les variations de g sur ]0,1].

3. Déterminer les limites éventuelles de g(x) pour x tendant vers 0 et pour x tendant vers 1.
Exercice 4.

1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = ex.

1. Déterminer les limites éventuelles a gauche et a droite de f(x) en 0. La fonction f est-elle prolongeable
en une fonction continue définie sur R ?
2. Pour x dans R*, calculer f'(x), puis déterminer la limite a gauche éventuelle de f'(x) en 0.
3. Dresser le tableau de variations de f, puis tracer sommairement le graphe de f.
Exercice 5.

Soit f la fonction numérique définie par f(x) = x —
1.

bk wb

In(x)

Soit g la fonction numérique définie par g(x) = x? — 1 + In(x). Dresser le tableau de variations de
cette fonction, et en déduire qu’il existe un et un seul réel x, tel que g(x,) = 0, déteminer x,.

En déduire les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Déterminer les asymptotes au graphe de f.

Tracer ce graphe et son asymptote en faisant figurer les tangentes remarquables.



Exercice 6. Soit f la fonction numérique définie par f(x) = (x + %) e ",
1. Déterminer les limites éventuelles de f en —oo et en +oo.

2. Etudier les variations de f.
3. Tracer sommairement la courbe représentative de f.

Exercice 7. Montrer que pour tous x et y réels distincts :

xty  e*+e”
ez <
2

Exercice 8. Discuter en fonction de la valeur du réel x de I’existence de la valeur éventuelle de la limite de
x™ quand n tend vers +co.

Exercice 9.
Etablir la formule suivante :
tan(x — y) + tan(y — z) + tan(z — x) = tan(x — y) tan(y — z) tan(z — x)
Ou x, y, z sont trois réels pour lesquels les trois tangentes apparaissant dans la formule sont définies.
Indication : on pourra appliquer judicieusement la formule
tan(a) + tan(b)

tan(a + b) = 1 — tan(a) tan(b)

Exercice 10.
u et v étant deux réels, établir les formules suivantes :
ch?(u) + sh?(v) = sh?(u) + ch?(v) = ch(u + v) ch(u — v)
ch?(u) — ch?(v) = sh?(u) — sh?(v) = sh(u + v) sh(u — v)

Exercice 11. Soit f la fonction numérique définie par
4 — 5ch(u)

fw) = shew)

1. Montrer que f est bien définie, continue et dérivable sur R*. Est-elle paire, impaire ?

2. Déterminer les limites éventuelles de f en +o eten 0.

3. Etudier les variations de f sur R*. On veillera a donner une expression trés simple les points ou f*
s’annule.

4. Dresser le tableau de variation de f et tracer sommairement son graphe.

Exercice 12.

Calculer les limites suivantes :
lim e*(ch3(x) — sh3(x)

X—+o00

xlirpm(x — In(ch(x)))

Exercice 13.
Résoudre dans R : 3ch(x) —sh(x) =3 =0
Exercice 14.
1. Calculer

ch (% 1n(3)) et sh (% ln(3)>
2. ATaide de la formule ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)
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Déterminer les solutions de I’équation :
2 ch(x) + sh(x) = V3 ch(5x)

Exercice 15.

Soit f la fonction définie par :
8 ch(x)
4e* —3

f(x) =

Déterminer 1’ensemble de définition de f.

Calculer les limites de f au bord de I’ensemble de définition.
Etudier les variations de f.

Dresser le tableau de variation de f.

Tracer le graphe de f.

M.

Exercice 16. Soit f la fonction d’une variable réelle définie par :

3 + 4sh(u)
fw) =—r 35— W

1. Préciser son domaine de définition.

2. Préciser ses limites quand u tend vers +oo et —oo.

3. Etudier les variations de f. On veillera a fournir une expression tres simple de la valeur u, pour laquelle
f'(uy) = 0 (I’expression attendue n’utilise pas de fonctions hyperboliques réciproque (Hors
programme)).

4. Tracer le graphe de f.
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Exercice 1.

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2 sin(x) + sin(2x).

1.

2.
3.
4

Déterminer 1'ensemble de définition de f, sa période et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.
Calculer la dérivée de f et déterminer son signe.

Dresser le tableau de variation.

Tracer la courbe représentative de f.

Correction exercice 1.

1.

3.

f est définie (continue et dérivable) sur R, 2 périodique et impaire (ce sont des évidences qu’il n’est
pas nécessaire de développer), on étudiera f sur ’intervalle [0, 7], par parité on connaitra les variation
de f sur [0,27], puis par périodicité sur R.

f'(x) = 2 cos(x) + 2 cos(2x) = 2(cos(x) +2 cos?(x) — 1) = 2(2 cos?(x) + cos(x) — 1)
Le polyndme 2X% + X — 1 admet X; = —1let X, = %comme racine donc
2X% + X —1=2(X + 1)(X —2). on en déduit que f'(x) = 4(cos(x) + 1) (cos(x) — )

Dressons un tableau de signe :

X 0 g T
cos(x) +1 + + 0
cos(x) + % + 0 -

F'(x) + 0 — 0

. T , . T
f est croissante sur [O, E] et décroissante sur [E' 7'[].

On en déduit le tableau de variation de f.

f(z) =251n(g)+sin<2—n>:2§+§:ﬁ

3 3 2
x 0 g T
F'(x) + 0 — 0
f(x) 3V3
0 / ’ \ 0




/3 2 T 6 8

Exercice 2.
Soit f la fonction définie sur / = R par :

f(x) =sin?(x) + %cos(x)

Etudier la parité de f et sa périodicité, en déduire un intervalle d’étude.
1

Montrer qu’il existe un unique x, € E, g] tel que cos(xy) = "

Etudier les variations de f sur [0, 7].

b=

Dresser le tableau de variation de f et tracer le graphe de f.

Correction exercice 2.
1. f estpaire et 21 périodique, on étudie f sur [0, 7]
2. f'(x) = 2cos(x)sin(x) — %sin(x) = 2sin(x) (cos(x) — i)
sin(x) =0
vx € [0, 7], f'lx)=0o 1
cos(x) = 2
Il y a deux valeurs qui annulent sin(x) dans [0, ], ce sont 0 et 7.
Pour x € [0, 7], la fonction cos: [0, 7] = [—1,1] étant strictement décroissante, il s’agit d’une bijection,

1 . . . 1 .. L
, admet un unique antécédent xo, sur le signe de cos(x) — ; est positif sur [0, x,] et négatif sur [x,, ].

X 0 X T
sin(x) 0 + + 0
cos(x) — % + 0 -

£ 0 + 0 — 0

f est croissante sur [0, x,]
f est décroissante sur [x,, 7]

3.
1
f(0)=z
1 1 1 1 1 16—-1+4+2 17
= sin? = =1 — cos? —X-=1l—-—F—-—=———=—
f (o) = sin®(xo) + = cos(xo) cos?(xp) +5 X 7 —+3 — =
1
f(ﬂ)——z
X 0 X9 T
f'(x) 0 + 0 -0
17

f(x) 1 P \_l

SH|
1N




-15 -10 -5 0 5 10 15
0,2
0,4 -
-0,6 -
Exercice 3.
On note f la fonction définie sur [0,1[ par f(x) = (1 — x) In(1 — x) + x et g la fonction définie sur ]0,1[
In(1—x)
par g(x) = — :

X
1. Etudier les variations de f sur [0,1] et en déduire que f est a valeurs positives.

2. Etudier les variations de g sur ]0,1[.
3. Déterminer les limites éventuelles de g(x) pour x tendant vers 0 et pour x tendant vers 1.

Correction exercice 3.
. 0fsx<1=>-1<—x<0=0<1-x<1
Ce qui montre que f est définie, continue et dérivable sur [0,1]

‘v’xE[0,1[,f’(x)=—ln(1—x)+(1—x)><1 +1=—-In(1-x)

—X
Ce qui montre que f'(x) est strictement négative pour 0 < x < 1 et nulle pour x = 0 et donc que f est
strictement croissante.
Comme f(0) =(1—0)In(1 —0) + 0 =1In(1) = 0, pour tout x > 0 (et x < 1, bien siir)
f&x)>f(0)=0
2. Pourtoutx € ]0,1[

-1
, 1_x><x—1><ln(1—x) —x—(1-2)In(1-%) x+@—-x)In(1-x)
g'(x) =— ¥2 - (1 — x)x2 N (1 —x)x2
L f®
(1 —x)x?

Le dénominateur est strictement positif et f(x) aussi donc pour tout x > 0etx < 1, g'(x) > 0 sur
I’intervalle ]0,1[ donc g est strictement croissante sur cet intervalle.

3. En 1,1l s’agit d’une limite indéterminée, on pose X = 1 — x - 0
X—

g(x)=X1n(X)+1—XXT60

Car X In(X) — 0 lorsque X — 0 est une limite indéterminée connue
En 0, on rappelle que

. In(1+h)
im————=1
x—0
On pose h = —x, alors
~ In(1—x) .
= =1 lin () = 1
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Exercice 4.

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = ei.

1. Déterminer les limites éventuelles a gauche et a droite de f(x) en 0. La fonction f est-elle prolongeable
en une fonction continue définie sur R ?
Pour x dans R*, calculer f'(x), puis déterminer la limite a gauche éventuelle de f'(x) en 0.

3. Dresser le tableau de variations de f, puis tracer sommairement le graphe de f.

Correction exercice 4.
1.
1 1
lim —=—co= limex=0 et lim —=+o00 = 400
x-0~ X x>0~ x—-0t X
Donc f n’est pas prolongeable en 0 par une fonction continue en 0, elle est simplement prolongeable a
gauche en 0 par une fonction continue a gauche en 0, par f(0) = 0.
2. Pourtoutx # 0
1A _1 l
f'x) = Fex
Lorsque x —» 07, on pose X = ix_—og — ©
f'(x) = —X?e*¥—0
—00

Car il s’agit d’une limite indéterminée donc le résultat est connue en —oo.

3.
lim f(x)=1; lim f(x) =0; lim f(x) =4o; lim f(x) =1
x—>—00 x>0~ x-0* x—+00
X —0 0 +o0
f'(x) - 0 -
flx) |1 00
2 N——
-15 -10 -5 0 5 10 15
Exercice 5.

Soit f la fonction numérique définie par f(x) = x — InGo
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1. Soit g la fonction numérique définie par g(x) = x? — 1 + In(x). Dresser le tableau de variations de
cette fonction, et en déduire qu’il existe un et un seul réel x, tel que g(x,) = 0, déteminer x,.

En déduire les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Déterminer les asymptotes au graphe de f.

A

Tracer ce graphe et son asymptote en faisant figurer les tangentes remarquables.

Correction exercice 5.
1. g est définie, continue et dérivable sur |0, +ool.

1
g’(x)=2x+;>0 carx >0

lim g(x) = —o et lim g(x) =+
x—0*t x—+00
X 0 400
g' ) +
g(x) +o0
—00 /

On en déduit que g est une bijection de ]0, +oo[ sur R, donc 0 admet un unique antécédent x,, comme
Xxo = 1 convient, c’est le seul.
2. f est définie, continue et dérivable sur ]0, +oo[

lxx—1><1n(x) 1—1 2_(1-=1
R _,_1-hG) _x-(1-In@) _g(x)
x? x? x? x?
lim f(x) =—c0 et lim g(x) = +oo
Car
: . In(x)
Jim, g(x) = lim, ===~
N’est pas une forme indéterminée.
In(1
Fy=1-20
X 0 1 400
f'x) - 0 +
f&x) | - +o0
\ . /
3. Voir 2.
4. Comme
1
lim n(x) =0
X—+00 X

Am (fG) —x) =0

Ce qui montre que la droite d’équation y = x est asymptote au graphe de f en +co.



Et méme si ce n’est pas clair sur le graphe, il y a un point d’inflexion pour x > 1, point qui annule la
dérivée seconde.

Exercice 6.
Soit f la fonction numérique définie par f(x) = (x + %) e ",

1. Déterminer les limites éventuelles de f en —oo et en +oo0.
2. Etudier les variations de f.
3. Tracer sommairement la courbe représentative de f.

Correction exercice 6.
1. Six <0onposex?=X e x=—VX, donc f(x) = (_\/Y‘FE)B_XEO
Jim f(x) =0
Six > 0 onpose x> = X & x =X, donc f(x) = (\/)_(+%)e‘xmo
lim f(x)=0

X—+o00
Ceci dit dans ce cas les limites sont presque évidentes.

2. flx) =e™* + (x + %) (—2x)e™* = (=2x2 —x + 1)e™"
Le polyndme —2X2? — X + 1 admet X; = —1letX, = %comme racines donc
—2X2-X+1=—2X+ DX )
Donc f'(x) = —2(x + 1)(x — %)e""2

On en déduit le tableau de variation de f

x —o0 -1 % +o0
f'(x) — 0 + 0 —
f(X) O\ / e_%
;_: \ 0

_ 1
3. 2—; ~ —0,2engrosete + =~ 0,8 en gros.



X
3 -2 -1 1 2 3
_012 7 1/26
0,4 -
Exercice 7.
Montrer que pour tous x et y réels distincts :
xty e*+eY
e 2 <—/—
2
Correction exercice 7.
Pour tous x et y réels distincts
xty N2 xy N ox Y2
eX + e¥ % eX—2e 2 +eY (eZ) — 2eze2 +(eZ) (eZ—eZ) -0
—_— —e f— — =
2 2 2 2
Carx #y
On a bien
xty e*+e”
e 2
2
Exercice 8.

Discuter en fonction de la valeur du réel x de I’existence de la valeur éventuelle de la limite de x™ quand n
tend vers +oo.

Correction exercice 8.
Si x < —1 alors x™ n’a pas de limite mais lim,,_,; |x|" = +o0
Six = —1alors x™ = (—1)™ n’a pas de limite.
Silx]<l1le -1<x<1lalorslim,;ox™=0
Six =1alors x™ = 1donclim,_,,x" =1
Si x > 1 alors lim,,_, ;0 x™ = 4+

Etablir la formule suivante :

tan(x — y) + tan(y — z) + tan(z — x) = tan(x — y) tan(y — z) tan(z — x)
Ou x, y, z sont trois réels pour lesquels les trois tangentes apparaissant dans la formule sont définies.
tan(a)+tan(b)

Indication : on pourra appliquer judicieusement la formule tan(a + b) = —tan(a) tan(b)

Correction exercice 9.



tan(z — y) + tan(y — x)

1 —tan(z — y) tan(y — x)

& tan(z — x) (1 —tan(z — y) tan(y — x)) = tan(z — y) + tan(y — x)

< tan(z — x) (1 — (—tan(—z + y))(—tan(—y + x))) = —tan(—z + y) — tan(—y + x)
& tan(z — x) (1 — tan(y — z) tan(x — y)) = —tan(y — z) — tan(x — y)

S tan(z — x) —tan(z — x) tan(y — z) tan(x — y) = —tan(y — z) — tan(x — y)

& tan(z — x) + tan(y — z) + tan(x — y) = tan(z — x) tan(y — z) tan(x — y)

tan(z—x) =tan((z—y) + (y —x)) =

Exercice 9.
u et v étant deux réels, établir les formules suivantes :
ch?(u) + sh?(v) = sh?(u) + ch?(v) = ch(u + v) ch(u — v)
ch?(u) — ch?(v) = sh?(u) — sh?(v) = sh(u + v) sh(u — v)

Correction exercice 10. Pour tout u et v deux réels.
h2(u) + sh?(v) (e” + e‘”)z N (e” — e‘”)z e 42 e U f 2V 2 4%
ch“(u sh(v) = =
2 2 4
eZu + e—Zu + eZv + e—Zv
B 4
h2(u) + ch?(v) (e” — e‘”)z N (e" + e‘")z e —2 4 e Uy 2V 4 2 4
sh=(u ch“(v) = =
2 2 4
B eZu + e—Zu + eZU + e—Zv
- 4
eu+v + e—u—v eu—v _ e—u+v
ch(u+v)ch(u—-v) = > X 5
eu+v+u—v _ eu+v—u+v + e—u—v+u—v _ e—u—v—u+v eZu + e—2u + eZU + e—2v

4 4
On a bien

ch?(u) + sh?(v) = sh?(u) + ch?(v) = ch(u + v) ch(u — v)

el +e ™% eV +eV\?  e2U 424U (p2V 4 2 4 e 2V
Chz(u)_Chz(”)z( 2 >_( 2 ) 4( )

eZu + e—2u _ eZv _ e—2v

el — g~ U eV — e~V 2 e2U _ D 4 72U _ (p2V _ D 4 o2V
sh2(u) — sh?(v) = (—) —( ) 4( )

eZu + e—2u _ eZv _ e—2v

4
u+v __ e uv e v 4+ e—u+v
sh(u + v)sh(u —v) = > X 5
eu+v+u—v + eu+v—u+v _ e—u—v+u—v _ e—u—v—u+v eZu + e—Zu _ eZ‘U _ e—2v
B 4 B 4

On a bien
ch?(u) — ch?(v) = sh?(u) — sh?(v) = sh(u + v) sh(u — v)

Exercice 10.
Soit f la fonction numérique définie par

_4-5ch(w)
f(u)—w

1. Montrer que f est bien définie, continue et dérivable sur R*. Est-elle paire, impaire ?
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2. Déterminer les limites éventuelles de f en +o eten 0.

3. Etudier les variations de f sur R*. On veillera a donner une expression tres simple les points ou f'
s’annule.

4. Dresser le tableau de variation de f et tracer sommairement son graphe.

Correction exercice 11.
1. f est définie, continue et dérivable si et seulement si sh(u) # 0, donc sur R*.
4—-5ch(-u) 4 -—5ch(u)
f(_u) - Sh(—U.) - _ sh(u) - _f(u)

De plus I’ensemble de définition est symétrique par rapport a 0 donc f est impaire.

lir{)1+(4 —5ch(u)) =-1

u- . _

lim sh(w) = 0+ = iS00 =7
u—

Limite en +o0
Premiére méthode, on pose X = e*

et +e™™ 1 5
4_57_8_5((3“"'8_11) 8-5X—-% _8X-5x*-5 -5X*+8X-5

flu) = et —e ™ w1 - 1 X2 -1 X2 -1
— 2 et —u X=x
y _ . TSP +8X -5
i, f) = lim ==
Deuxiéme méthode

4 ch(u) 4 1

fw) = - = -5

sh(u) sh(u) sh(u) th(u)

4
lim =0
u—+o0 sh(u) = lim f(u) =-5
lim th(w) =1 *7*%

u—->+oo

3. Pourtoutu > 0.
—5sh(u) x sh(u) — (4 —5ch(u)) X ch(u) -5 sh?(u) — 4 ch(u) + 5ch?(w)

frw) = sh2(u) sh2(u)
_ 5(ch®(u) —sh?*(w)) —4ch(u) 5—4ch(w)
B sh?(u)  sh?2(w)
On cherche la ou les valeur(s) de u > 0 qui annule f'(u) et on pose X = e
u + -u 2
5—4ch(u)=0<=5—4%=0@5—2X—}=o:»—zx2+5x—2=o

Le discriminant vaut
A=25-4(-2)(-2)=9

Il y a donc deux solutions
-5-3

1 —4 e 1

—5+3_1
-4

On revient en « U »
1
u; =In(2)>0 e wu,=In (E) =—In(2) <0

Ensuite comme u — 4 — 5 ch(u) est décroissante sur R*
0<u<In()=>4—-5ch(u) >4—-5ch(ln(2))=0=f"'(u) >0
In(2) <u=4-5ch(In(2)) <4—-5ch(u)=0= f'(u) <0

| u 0 In(2) too |




f'@) + 0 -
f(uw) f(n(2))
—0 / \ -5

Avec

4 — 5ch(In(2))
sh(In(2))

ch(In(2)) = %

fn(2)) =

1
e e 2.3
h(In(2)) = T2
sh(In(2)) 2 2 4

Par conséquent
4—5x% 9
fUn@) = ——F—=-3=-3
4
— 7>
6 4 2 s & ~>2 4 6

=
(€]

Exercice 11.
Calculer les limites suivantes :
lim e™*(ch3(x) — sh3(x)

X—+00

xgglm(x — In(ch(x)))

Correction exercice 12.

e *(ch3(x) — sh3(x)) = e™* ((ex + e—x)3 ~ (ex —Ze—x>3>

2

e—x
= ?(ng +3e* +3e7* + e — (e3% — 3e* + 3¢ — e73%))
—-x

e 1
= ?(6696 +2e73) =—+ Z€_4x

S w

Donc
3
lim e *(ch3(x)) —sh3(x)) = -
x—+00 4

e¥ +e™* 1+e™%* 1+e7%%
x —In(ch(x)) = x —1In (T) =x—In <exT> =x —In(e*) —In <T>

L 14+e72*

Donc
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Jim (x—In(ch())) = ~In (%) =1n(2)

Exercice 12.
Résoudre dans R
3ch(x) —sh(x)—3=0

Correction exercice 13.
On pose X = e*

1 1
X+7 X_Y
3ch(x) —sh(x)—-3=0<3 > — > —3=0<=>3(X2+1)—(X2—1)—6X=0

©2X?—-6X+4=00X>-3X+2=0X=10ou X=2x=0 ou x=1In(2)

Exercice 13.
1. Calculer

ch (% 1n(3)) et sh G ln(3)>

2. ATl’aide de la formule ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)
Déterminer les solutions de I’équation :
2 ch(x) + sh(x) = V3 ch(5x)

Correction exercice 14.

1.
Y Y IR TS Y
)= 2 2 2 23 v3 3
1
(lm@ﬁ p3n3 _ éémazeﬁ_eW@=V§—7§=3_1=j;=i§
2 2 2 2v3 V3 3
2.
2 ch(x) + sh(x) = V3ch(5x) & ?ch(x) + ?sh(x) = ? X V3 ch(5x)
& ch (%ln(B)) ch(x) + sh (%m(:a)) sh(x) = ch(5x) & ch (% In(3) + x) — ch(5x)
%ln(B) +x = 5x 4x = %ln(3)
= (—4

1 1
Eln(B) +x = —5x 6x = —Eln(B)

s= {% In(3), —%m(s)}

Exercice 14.
Soit f la fonction définie par :
8ch (x)
-3

fe) =
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Calculer les limites de f au bord de I’ensemble de définition.
3. Etudier les variations de f.
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4. Dresser le tableau de variation de f.
5. Tracer le graphe de f.

Correction exercice 15.

1. f est définie, continue et dérivable si et seulement si 4e* —3 # 0 & e* # % o x # ln( )

2. o-x\[n) |

En —oo,
lim (4e* —3) =-3
X——00
lim ch(x) = +o0
X——co
Donc
I 8 ch(x)
= —0
x>t d¥ — 3
En +o0
On pose X = e*
X+
) = 8ch(x) 8= 8(X*+1) 8X*>+8
f ) = oy T3 = ax =3 T 2X(4X =3) _ 8XZ 06X
lim X = +o0
X—>+00
Donc

I _ i 8X%2 +8 _ i 8X2_1
A fx) = lm e ex A exZ

lim X =+
-

Entn () . ch (1n (2)) > 1> 0

lim _(4e*—-3) =0~
(3)

y ch(x)
m _ = —00
x%ln(%) 4e* —3

En In G)+, ch (ln G)) >1>0

lim (4e*—3)=0"
-

. ch(x)
lim =

= 40
x—>ln(%)+ de* —3

vy oSh(x)(4e* —3) —4ch(x)e*  4e*(sh(x) — ch(x)) — 3sh(x)
f'(x) =8 e —3)? =8
On pose X = e*

(4e* — 3)?

12



1
X__
f'(x) = 0 © 4e*(sh(x) — ch(x)) —3sh(x) =0 & 4X 5 X_ 5 —ST= 0

e 4X((X2-1)-(X?+1)-3X?-1)=0<8X(-2)—3X>+3=0
© —-3X2-8X+3=0
Le discriminant de cette équation est :
A=(—8)2+4x3%x3=64+36=100
Les racines sont

8-10 1
1_ _6 -
Et
L _8+10
2= -6 -

Or X = e* > 0 donc f'(x) = 0 n’a qu’une solution e* = % ©x=1In G) = —1In(3)

Il reste a déterminer le signe de 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3 sh(x), cette fonction est continue et ne
s’annule qu’en - In(3), on prends une valeur simple 0, 4¢°(sh(0) — ch(0)) —3sh(0) = -4 <0
Donc pour tout x < —In(3) 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3sh(x) < 0 et pour tout x > —In(3),

4e*(sh(x) — ch(x)) — 3sh(x) > 0, il faut quand méme faire attention au fait que f n’est pas définie

3
en In (—)
4
1 3 1 3 -
Comme 3<3 alors In (§> <lIn (Z)’ on déduit de tout cela que :
Pour tout x €] — oo, In G) [, f est décroissante.
n

Pour tout x €] In G) L1 G) [, f est croissante.
(

Pour tout x €] In Z) ,+o[, f est croissante.
1 3
Yl m(E) M) e
f'(x) + 0 - -
f(x) -8 +00
—00 / \_Aoo \ 1
Car
1 gch(3)  omE)iemE)  14+3 40
O e
4eln(§) -3 3 3 -3

13
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<

I 1 ' In(3/4) ;1 1 1 1
—In(3)

y

Exercice 15.

Soit f la fonction d’une variable réelle définie par :

3+ 4sh(u)

f =—]75— W

1. Préciser son domaine de définition.

2. Préciser ses limites quand u tend vers +oo et —oo.

3. Etudier les variations de f. On veillera a fournir une expression trés simple de la valeur u, pour laquelle
f'(ugy) = 0 (I’expression attendue n’utilise pas de fonctions hyperboliques réciproque (Hors
programme)).

4. Tracer le graphe de f.

Correction exercice 16.
1. u - 3+ 4sh(u) est définie sur R. ch(u) # 0 pour tout u € R et ch est définie sur R donc f est
définie sur R.
2.
Premiére méthode
Fuw) = 3 + 4sh(u) _ 3
ch(u) ch(u)

lim,_, ;o ch(u) = 400 donc lim,_, ;o = _—0et lim, 40 th(u) = 1 donc lim,_,, o f(u) = 4
ch(u)

+ 4 th(u)

lim,,_,_o, ch(u) = +o0 donc limu_)_oc,L =0etlim,,_,th(u) = —1 donc lim,,_,, f(u) = —4
ch(u)

Deuxiéme méthode
u —-Uu

e e
3+4sh(u) 3+4——— 6+4(e¥—e™) 6et+4(e®—-1)
= 2 = =
ch(u) et t+e™ ev + e U eu 4+ 1

fw =

En multipliant le numérateur et le dénominateur par 2, puis par e®.

On pose X = e%,
_6X+4(X*—1)  4X*+6X—4
) == = xz41
siu — +ooalors X = 4+
4X2+6X—4_ 42

ul—1>r-lr-loof(u) - Xl—1>r-|I-loo X2 +1 - XiTooF =4

14



siu > —ooalors X - 0

. @ = I 4X? +6X —4
Jm f) = ey =
3.

Premiére méthode

frw) =

4 ch(u) ch(u) — (3 + 4sh(u)) sh(u) 4 ch®*(u) — 3sh(u) — 4sh?(u)

ch2(u) ch?(u)
_ 4(ch?*(u) —sh?(w)) —3sh(w) 4 —3sh(w)
- ch?(u)  ch?2(w)

4 4
f'(up) = 0o 4 —3sh(uy) = 0 © sh(uy) = 3 & uy = argsh (5) =In

szt [t )=m(54 (2] =m(3+2) = m)
—M3T 9 — M3t |9 )T 33T

4
3

Deuxieme méthode

eo —e7% 4
shw) =3 & ———=3
On pose X, = e%o
1
X -
4 o X, 4 8
sh(uy) =30 — 0 3 O—X—O_gc)Xg 1—§X0<:>X§ =X,
Le discriminant vaut
Ao B4, 100 (10)2
9 9 3
8_10
3 3
Xo1 = =—=<0
o1 2 3
8 10
Xoo = 373 =3
0,2 >
Donc
e¥o =3 o uy =1In(3)
u —00 In(3) +o0
f'w + 0 -
f@ =
1
In(3) —1n(3) 34+ =
e +e 3 5
h 1 == = —_ —
ch(In(3)) 5 > 3
3+4x%
f(n(3) =——2=5
3

Graphe de v = f(u)
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