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Feuille 2 - Autour du théoréme de Cauchy-Lipschitz

Exercice 1. (Pas d’unicité)
On considére le probléme de Cauchy suivant :

{ y'(t) =ly(t)], teR (1)
y(0) = 0.

1. Construire une solution non nulle au probléme (1).

2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici 7 Pourquoi ?

Exercice 2. (Lemme de comparaison) Soient f,g: R x R — R deux fonctions telles que
V(t,z) e Rx R, f(t,z) < g(t,x). (2)
Soit (tg, o) € R x R. On consideére les problémes de Cauchy suivants :

{ 2'(t) = f(t,2(1)), { y'(t) = g(t,y)), (3)

z(to) = o, y(to) = xo.

1. Cas Lipschitz. On suppose que f et g sont des fonctions globalement lipschitziennes sur R x R.

(a) Justifier qu'il existe deux fonctions x,y € C*(R,R) solutions des problémes de Cauchy
(3).

(b) Montrer que pour tout ¢ > tg, on a z(t) < y(t).
Indication : on pourra étudier la fonction w = x — y.

(¢) Que peut-on dire pour ¢t <ty ?

(d) Montrer que si I'inégalité (2) est large, alors pout tout ¢ > tg, z(t) < y(t). Qu’en est-il
pour t <tg?

2. Cas continu. On suppose maintenant que les fonctions f et g sont seulement continues, et qu’il
existe un intervalle ouvert I C R tel que to € I, et 2,y € C'(I,R) solutions des problémes de
Cauchy (3).

Montrer que pour tout ¢ € I NJtg, +ool, z(t) < y(t).
Indication. Considérer J = {c € I; ¢ > tg, Vt €]to,c[, z(t) < y(t)}.

Exercice 3. (Conséquences du théoréme "des bouts")

Soit I un intervalle ouvert de R, soit n > 1. Soit f : I x R®™ — R"™ une fonction vérifiant les

hypothéses suivantes :

(H1) f continue sur I x R™,

(H2) f localement lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable, i.e. pour tout (t1,z1) € I x
R™ il existe un voisinage V' de (t1, z1) dans I xR™ et L > 0 tels que : pour tout (¢, ), (¢t,y) € V,
1f(tz) = f(t,y)l| < Lljz -yl

Soit (tg,zp) € I x R™. On consideére le probléme de Cauchy suivant :

{ a'(t) = f(t,x(t), tel (4)

l‘(to) = X0



1. Justifier 'existence et 1'unicité d’une solution maximale au probléme (4), définie sur un inter-
valle ouvert J C I : z € C1(J,R").

2. Montrer que si sup J < sup I (i.e. la solution maximale x n’est pas globale), alors

li t)|| = .
Jimfa(0)] = +oc

3. Montrer que si la solution maximale x : J — R” est bornée sur J alors J = I, i.e. la solution
est globale.

4. Plus généralement, montrer que si la solution maximale x : J — R”™ est bornée sur tout
intervalle borné inclus dans J, alors elle est globale.

5. Cas f bornée. Montrer que si f : I x R™ — R” vérifie (H1)-(H2) et si de plus f est bornée sur
I x R™, alors toute solution maximale est globale.

6. Cas f sous-linéaire. Montrer que si f : I x R" — R" vérifie (H1)-(H2) et si de plus il existe

A, > 0 tels que
vt e vz €RY, ||f(t,2)] < Alz] +p

(ot || - || est une norme quelconque sur R™), alors toute solution maximale est globale.

Exercice 4.
Soit f : Rx]0,400[— R la fonction définie par :

1
Vt e R,Va >0, f(t,z) = -

1. Montrer que f est continue sur Rx]0,+oo[ et localement lipschitzienne par rapport a sa
deuxiéme variable.

2. Soit xg > 0. On considére le probléeme de Cauchy

Z”(t) _$a
{xw»:% (5)

3. Calculer explicitement la solution maximale au probléme (5). On note J =|t,, T*[ son intervalle
de définition, avec t, et T™ finis ou infinis.

4. Etudier le comportement de x(t) quand ¢ — T*. Faire le lien avec le théoréme "des bouts" (ou
théoréeme de sortie de tout compact) ?

Exercice 5.
On considére le probléme de Cauchy suivant

V() = —v(t)?, teR
{19 = o “
v(0) = v
1. Montrer que pour toute donnée initiale v € R le probléme (6) admet une unique solution
maximale, définie sur un intervalle de la forme | — T, 7*[ ou T, T* €]0, +o0].

2. Montrer que si vy # 0 alors la solution correspondante ne s’annule pas sur | — T, T*[.

3. Calculer explicitement cette solution ainsi que T et T™ en fonction de vy.

Exercice 6.
Pour yg € R, on s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

y'(t) =sin(y(t)), teR
{ y(0) = yo. (7)



1. Soit yp € R. Montrer que le probléme (7) admet une unique solution maximale y. Montrer que
cette solution est globale, i.e. définie sur R tout entier. Montrer de plus que cette solution est
de classe C*°.

2. Quelles sont les solutions stationnaires de (7) (i.e. les fonctions constantes solutions) ?

3. On suppose que 0 < yg < 7. Montrer que

(1) VteR, 0<y(t) <m,
(@) lim y(t) =0, lim y(t)=m

t—+00

Exercice 7.

1. Soit f : R? — R une fonction de classe C'. On suppose que pour tout t € R,z # 0, xf(t,z) < 0.
Montrer que toutes les solutions maximales de ’équation différentielle 2/(t) = f(¢, (t)) sont
définies jusqu’a +o0o et admettent une asymptote horizontale.

2. Soit F': R™ — R de classe C?, et (tg,20) € R x R”. On considére le probléme de Cauchy

{ 2/ (t) = —=VF(z(t)),t € R,
z(to) = xo

(8)
ou VF désigne le gradient de F' et est défini par

oF oF
F=—1 ... —
v <8x1’ ’8xn>

On suppose de plus que
lim F(z)=+o0

llz[|—o00

(a) Montrer que le probléme de Cauchy (8) admet une unique solution maximale x définie
sur un intervalle ouvert |t_, ¢ [, t4 finis ou non.

(b) Montrer que la fonction t — F'(z(t)) est décroissante sur R. En déduire que t4 = 4o0.

(c) En considérant le cas n = 1 et F(z) = x*/4, montrer que 'on peut avoir t_ > —oc.

Exercice 8. On considére le probléme de Cauchy suivant :

Y (z) =zy(x)? z€R
{ y(wo) = yo ©

1. Montrer que pour tout (zg, o) € R?, il existe une unique solution maximale au probléme (9)
y : I — R définie sur un intervalle ouvert 1.
2. On suppose que yo = 0. Quelle est alors la solution maximale du probléme (9) ?

3. On suppose que yy # 0. Notant (y,I) la solution maximale associée, montrer que soit y est
strictement positive sur I, soit strictement négative sur I.

4. Résoudre I’équation dans le cas ol yg # 0.

Exercice 9.
On considére le probléme de Cauchy suivant :

{ P(t) =t +2(t)? teR

z(0)=0 (10)

1. Justifier 'existence d’une unique solution maximale (z,I) & ce probléme.



2. Montrer que x est impaire, et étudier sa monotonie, sa concavité.

3. Montrer que U'intervalle I est borné, puis étudier les limites de x aux bornes de I.

Exercice 10.
On consideére le probléme de Cauchy suivant :

1. Justifier I'existence d’une unique solution maximale (z, ) & ce probléme.
2. Montrer que x est impaire et strictement croissante.

3. Montrer que la solution est globale, i.e que I = R. Etudier les limites de z en +o0.

Exercice 11.
On considére I'équation différentielle suivante :

{ 2'(t) = cos(tz(t)), t e R (12)

z(to) = zo
ol tg, xgp € R sont donnés.

Justifier I'existence d’une unique solution maximale au probléme de Cauchy (12), et montrer
qu’une telle solution est globale (définie sur R tout entier).



