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Feuille 2 : ensembles-Applications

Exercice 1.
1. Soient A = {1,2,3} et B = {0,1,2,3}. Décrire les ensembles AN B, AU B.
2. SoientA =[1,3] et B =[2,4]. Déterminer AN Bet AUB.
3. SoientA =] —,3], B =] — 2,7] et C =] — 5, +oo] trois parties de R.
DéterminerANB,AUB,BNC,BUC

Indication exercice 1
Correction exercice 1

Exercice 2.  Soient A et B deux ensembles. Montrer I’équivalence
AcBs AUB =B

Indication exercice 2
Correction exercice 2

Exercice 3.
Soient A, B et C trois ensembles.
1. L’implication suivante est-elle vraie.
AUBZC=>(A%CouB % C(C)?
Justifiez (on pourra utiliser la contraposee).
2. On suppose que I’on a les inclusions suivantes: AUB c AUCetANnB c An C. Montrer que B c C.

Indication exercice 3
Correction exercice 3

Exercice 4.
Enoncer la négation de chacun des énoncés suivants. Est-ce 1’énoncé ou sa négation qui est vrai ?
1. Vx R, (x = |x| ou x = —|x]).
2. (VxeR,x=|x])ou(Vx € R, x =—|x]).
3. IXERVYER,y—x+x%2<0.
4, IyeRVXER y —x+x2 > 0.

Indication exercice 4
Correction exercice 4

Exercice 5.
En utilisant par la contraposée, montrer I’implication suivante pour tous a, b € R.
(Ve>a<b+e)=>ac<h

Indication exercice 5
Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit I un intervalle de R et f: I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles. Exprimer a ’aide de
quantificateurs en n’utilisant que des symboles les assertions suivantes :
1. f s’annule.
2. f est’application nulle.



3. f ne prend jamais deux fois la méme valeur.
4. f s’annule au plus une fois.

Indication exercice 6
Correction exercice 6

Exercice 7.
1. Soient les fonctions f et g de R dans R définies pour tous x € R par f(x) = 3x + 1 et g(x) = x% — 1.
Calculer f o g et g o f. Qu’observe-t-on ?
2. A partir des expressions formelles suivantes, déterminer deux fonctions u et v telles que h = u o v en
précisant leurs ensembles de départ et d’arrivée :
. T
a. h(x) = sin (x + E)'

1

b. h(X) = m
c. h(x) =+3x—1.

Indication exercice 7
Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit f la fonction de R dans R définie pour tout x € R par f(x) = 2x + 1. Déterminer, pour tout x € R,
fofo..of(x)ou f apparait n fois, en fonction de n € N*.

Indication exercice 8
Correction exercice 8

Exercice 9.
Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?



f:R->R f:R - {14} : 1
. 6. {1} -
1 x - x?2 x - 14 10.f 1{2}
, fiRoOR 7 f:{17} = {12,17} XD
- x e x? p +x'—’17 11 fiN-N
‘N> N :R™ > R :
3. f xHn+1
:RT" >R ’ 1
a. f . X n+
X 2x 9. f.{O}—>2{O} f:R\{1} > R
fiR>R X x 13, 41
5| xH_
x P x? x—1

Indication exercice 9
Correction exercice 9

Exercice 10.
Soit f:N? — N définie pour tout (n,m) € N? par f(n,m) = mn
Soit g: N — N? définie pour tout n € N par g(n) = (n, (n + 1)?)
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?
3. g est-elle injective ?
4. g est-elle surjective ?

Indication exercice 10
Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit f: 1 — J définie par f(x) = x?2
1. Donner des ensembles I et ] tels que f soit injective mais pas surjective.
2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.
3. Donner des ensembles I et ] tels que f soit ni injective ni surjective.
4. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective et surjective.

Indication exercice 11
Correction exercice 11

Exercice 12.
1. Soientq; € N\ {0,1} et g, € N\ {0,1}
Montrer que :

1 < 1 1 < 1
2 ¢ q 2
2. Soit f:Z x N\ {0,1} - Q I’application définie par :
1
f@ﬂ)=P+a

Montrer que f est injective, surjective ?

Indication exercice 12
Correction exercice 12



Exercice 13.
Soit D = {(x,y) € R?,—y < x < y}
Soit f: D — R x R définie par f(x,y) = (x? + y2, 2xy)
1. Représenter D dans le plan.
2.
a. Montrer que si deux couples de réels (xy, y,) et (x,, y,) Vérifient
{x1 +y1 =%t
X1 —=Y1=X2 =2
Alors (x1,v,) = (x5, y,) (autrement dit x; = x, et y; = y,).
b. Montrer que f est injective, on pourra se ramener au systéme du 2.a.
3. Est-ce que f est surjective ?

Indication exercice 13
Correction exercice 13

Exercice 14.

Soient E, F et G trois ensemble et soient f: E — F et g: F — G deux applications.

Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.

Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

Que peut-on conclure sur g o f si f et g sont bijectives ?

Montrer que si g o f est injective alors f est injective.

Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.

Siaprésent f:E — F et g: F - E, déduire de ce qui précede ce que 1I’on peut dire dans les cas suivants :
a. gof =Idg
b. feog=Idr
C. fof=Idg

o0k wbh e

Indication exercice 14
Correction exercice 14

Exercice 15.
On considére I’application f: N — N définie pour tout n € N par f(n) = n?
1. Existe-t-il g:N - Ntelleque :f o g = Idy ?
2. Existe-t-il h: N —» N telle que tho f = Idy ?

Erreur ! Source du renvoi introuvable.
Correction exercice 15

Exercice 16.
1. Soit f I’application de I’ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme définie par :
f) =4 f@)=1,fB)=2 f(A) =2
a. Déterminer f(A) lorsque A = {1}, A ={1,3}, A={3,4} et A = Q.
b. Déterminer f~1(B) lorsque B = {2}, B = {1,2} et B = {3}.
2. Soit f lapplication de R dans R définie par f(x) = x2. Déterminer f~(B) lorsque B = {1}, B =
[1,2], B = [0,1]

Indication exercice 16
Correction exercice 16

Exercice 17.
Décrire (sans démonstration rigoureuse) les ensembles qui suivent.
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1. tan({0}). 5. In(R*™™).

2. sin *'({2}). 6. In~1([3, +oo]).

3. exp(]—oo,2]). 7. £71([0,1]) pour f:R = R, f(x) = x2.
4,

exp 1([—1,e]).

Indication exercice 17
Correction exercice 17

Exercice 18.
Soit f une application de E vers E telle que : f(f(E)) = E. Montrer que f est surjective.

Indication exercice 18
Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit f: X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
a. f estinjective.
b. Pour tout A;, A, partiesde X, ona f(A; N A,) = f(A1) N f(A,).

Indication exercice 19
Correction exercice 19

Exercice 20. Montrer que chacune des applications suivantes est bijective en explicitant sa réciprogue.
1. f:R - Rdéfinie par f(x) = 3x + 1.
2. g:le,+oo[ - R définie par g(x) = In(In(In(x))).
3. a:R? > R? définie par a(s, t) = (2s, 3t).
4. b:R? - R? définie par b(s,t) = (s +t,s — t).
5. F:[1,10[ X Z - R** définie par F(t,n) = t.10™.

Indication exercice 20
Correction exercice 20

Exercice 21.
Soit f: R — R une bijection. On suppose que f est strictement croissante. Montrer que sa bijection
réciproque £~ est strictement croissante.

Indication exercice 21
Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit E, F et G trois ensemble et soit f: E — F et g: F — G deux applications. On suppose g et g o f
bijectives. En utilisant la bijection réciproque g~1, montrer que f est bijective.

Indication exercice 22
Correction exercice 22



Exercice 101.
Soit f: N — Z ’application définie pour tout k € N par f(2k) = ket f(2k +1) = -k —1
1. Soit m un entier positif. Déterminer tous les antéceédents de m.
2. Soit m un entier strictement négatif. Déterminer tous les antécédents de m.
3. L’application f est-elle une bijection ?

Indication exercice 101
Correction exercice 101

Exercice 102.
SoitI € Ret] c R, deux intervalles de R. Soit f: I — J une fonction strictement croissante.
1. Montrer que f est injective.
On pourra montrer la contraposée (et on rappelle que x; # x, équivauta x; < x, OU x, < X4)
2. Déterminer ’ensemble K tel que f: I — K soit bijective.

Indication exercice 102
Correction exercice 102

Exercice 103.
Soit f: E — F. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i. 3G c F telle que f est une bijection de E dans G.
ii.  f estinjective.

Indication exercice 103
Correction exercice 103

Exercice 104.
Soit f: R — R définie pour tout x € R par f(x) = 11’;2.
1. Soity € R. Combien y posséde-t-il d’antécédents ? (On discutera selon les valeurs de y)
2. f est-elle injective ? Surjective ?
3. Déterminer 1’ensemble f(R).
4

a. Soit y un réel ayant exactement deux antécédents x; et x, par f. Déterminer la valeur du produit
X1X,, puis montrer qu’un et un seul des réels x; et x, appartient a ’intervalle [—1,1].
b. En déduire que la restriction g: [-1,1] — [—1,1] définie par g(x) = f(x) est une bijection.

Correction exercice 104
Indication exercice 104

Exercice 105.
Soient E et F deux ensembles, et f une application de E dans F. Soient également A, et A, deux partie de
E, et B, et B, deux partie de F
1. Montrer que B; € B, = f~1(B,) c f~1(B,). Laréciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que f(A; N Ay) © f(A1) N f(A,). L’inclusion réciproque est-elle vraie ?
3. Montrer que f(4; UA,) = f(A41) U f(A4,).

Indication exercice 105
Correction exercice 105

Exercice 106.

Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F .
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Montrer que pour toute partie Ade E,ona A c f‘l(f(A)).

Montrer que pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) c B.

Montrer que f est injective si et seulement si pour toute partie Ade Eona A = f‘l(f(A)).
Montrer que f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F on af(f‘l(B)) =B.

Eal A

Indication exercice 106
Correction exercice 106

Exercice 107.
Soit E un ensemble et f: E — E une application. On suppose que f o f o f = Idg. Montrer que f est

bijective.

Indication exercice 107
Correction exercice 107

Correction exercice 1

Exercice 1
1. AnB={1,23}; AuUB={01,23}
Remarque :

CommeAdAcBonaANnB=AetAUB =R
2. AnB=1[23]; AUB =[14]
3. AnNB=]-23;AUB=]—0,7;BNC =]—2,7;BUC =] —5,+[

Correction exercice 2

Exercice 2
Supposons que A € B montronsque AUB =B
Soitx e AUBalorsxe Ac Boux € Bdoncx € B, celamontreque AUB c B
Soitx € Balorsx € Aoux € Bdoncx € AU B, celamontreque Bc AUB
OnabienAUB =B
Supposons AU B =B
Soitx € Aalorsx e Aoux € Bdonc x € AU B = B, celamontreque A c B
L’équivalence est montrée.

Correction exercice 3
Exercice 3
1. La contraposée de cette implication est :
(AcC et BcC)=>AuBcC(C
Cette implication est vraie.
2. Prenons x € B.
Alors x € AU B, alors x € A U C d’apres ’hypothése.
Six € Cc’estfini. Six € A\ C alorsx € AN B (puisque 1’on a pris x € B), d’aprés I’hypothése x €
A N C ce qui entraine que x € C.
On a bien montré que B c C.

Correction exercice 4
Exercice 4
1. Lanégationest:3dx € R, (x # |x| et x # —|x|), ¢’est I’énoncé qui est vrai.

2. Lanégationest: (3x € R, x # |x|) et (Ax € R, x # —|x|) c’est la négation qui est vraie.
3. Lanégationest:Vx € R,3y € R,y —x + x? = 0. C’est la négation qui est vraie (y = x — x% + 1 par
exemple).



4. Lanégationest:3x € R,Vy € R,y — x + x? < 0. C’est I’énoncé qui est vrai, (y = 1 par exemple car
pour tout x réel x2 —x + 1 > 0).

Correction exercice 5
Exercice 5
La contraposée de (P) = (Q) est non(P) = non(Q), donc ici
a>b=>3e>0,a>b+¢)
a—b

Il suffit de prendre € = aT_b > 0 (c’est-a-dire la moitié de la différence entre aetb)carb+ € = b + — =
2b+a-b _ a+b a+a

2 2 2

Correction exercice 6
Exercice 6
1. 3xel, f(x)=0.
2. Vxel,f(x)=0.
3. vxeLvx' el,(f(x) = f(x") = x =x").
4. (Vx€el,f(x)+0)ou ((Elx ELf(xX)=0et(VyeLf(y)=0=>y= x)).

Correction exercice 7
Exercice 7
1. vx € R.

fogx)=f(g(x)=3g(x)+1=3x*-1)+1=3x>-2
Autre méthode
fogl)=f(g)=flx?-1)=3(x2-1)+1=3x2-2
gof@) =g(f@) = (F()) —1=Bx+1)2—1=9x2+6x+1—1=9x% + 6x
Autre méthode
gof)=g(f(x)=gBx+1)=Bx+1?-1=9x2+6x+1—-1=9x+ 6x
On observe que f o g(x) # g o f(x)

a. Soit u définie pour tout x € R par u(x) = sin(x) et v définie pour tout x € R par v(x) = x + %
Alors h(x) = u(v(x)).
b. Soit u définie pour tout x € R par u(x) = i et v définie pour tout x € R par v(x) = x + 7. Alors

h(x) = u(v(x)).
c. Soit u définie pour tout x € R par u(x) = /x et v définie pour tout x € R par v(x) = 3x — 1.
Alors h(x) = u(v(x)).

Correction exercice 8
Exercice 8

Pourn =1, f(x) = 2x + 1.

Pour chercher

f2)=fof)=f(f@)=fQx+1)=2Q2x+1)+1=22x+2+1
) =f(f2(0))=20Q%+2+ 1D +1=2%x+22+2+1
Supposons que pour n = 1
ffx) =2"x+2" 1+ +2+1
L’hypothese est évidement vraie pour n = 1.
Hérédité
) = f(fr() =2+ 2"+ 24+ 1)+ 1 =21y + 27+ + 2+ 1
8



Ce qui montre que pour toutn > 1ona:

ffx)=2"x+2" 1+ 4+2+1

Et on peut arranger cette expression, en considérant que : 1 + 2 + «++ + 2™~ est la somme des termes d’une
suite géometrique de raison 2

_ 2n—1+1 1 =27

f'(x) =2"x + —————=2"x +

— 9n n __
— —— =2+ 2" 1

Correction exercice 9

Exercice 9

1. f(—1) = f(1) et —1 # 1 donc f n’est pas injective. —2 n’admet pas d’antécédent donc f n’est pas
surjective.

2. f(—1) = f(1) et —1 # 1 donc f n’est pas injective. Pour tout y = 0 il existe un antécédent x = \/;tel
que y = f(x) (remarque ce n’est pas le seul —ﬁ marche aussi). f n’est pas bijective.

3. Pourtout n € N, il existe un unique p = n tel que n = f(p), donc f est bijective (par conséquent
injective et surjective).

4. Pourtout x;,x, € RY, f(x;) = f(xy) = 2x, = 2x, = x; = x, donc f est injective. Par contre y = —2
n’admet pas d’antécédent dans R* en effet —2 = 2x n’a pas de solution positive, donc f n’est pas
surjective et pas bijective.

5. Pour tout y € R, il existe un unique x = "8;3 € Rtel que y = f(x), en effet 8%3 +3=(y—-3)+3=
y donc f est bijective et par conséquent injective et surjective.

6. f(1) = f(2)et1+# 2donc f n’est pas injective. Pour tout y € {14}, donc y = 14, il n’y a pas de choix
dans cet exemple, il existe x = 1 ou n’importe quelle valeur tel que f(x) = 14 donc f est surjective, et
bien sr pas bijective.

7. Pour tout x,x, € {17}, comme il n’y a qu’un élément dans cet ensemble x; = x,, f est injective. Par
contre 12 n’admet pas d’antécédent, par conséquent f n’est pas surjective, et donc pas bijective.

8. Pour tout x;,x, € RY*, f(x) = f(xy) = xil = i = X, = Xy, [ estinjective. Par contre y = —2
n’admet pas d’antécédent, en effet il n’existe pas de réel dans R** tel que : —2 = f(x) = % donc f
n’est pas surjective et donc pas bijective.

9. Iln’yaqu’un élément dans I’ensemble de départ, du coup f est injective et comme le 0 de 1’ensemble
d’arrivée admet 0 (de I’ensemble de départ) comme antécédent donc f est surjective et donc bijective.

10. Encore une fois il n’y a qu’un élément dans 1’ensemble de départ, donc f est injective, et comme
f() = % %admet 1 comme antécédent, du coup f est bijective. On aurait pu aussi dire que % admettait
un unique antécédent 1 donc que f est bijective.

11. Pour tout ny,n, €N, f(n,) = f(n,) = ny + 1 = n, + 1 = n,; = n, par conséquent f est injective, par
contre 0 € N (I’ensemble d’arrivée) n’admet pas d’antécédent dans N (I’ensemble de départ).

12. Pour tout p € Z (I’ensemble d’arrivée) il existe un unique n = p — 1 € Z (I’ensemble de départ) tel que
fM=fp-D=@P-1+1=p.

13. Pour tout x4, x, € R\ {1}

x+1 x,+1

x1) = f(xy) = =

Fl) = fl) = g = 1
= X2X1 — X3 +X1—1 ﬁ—x1+xZ =_XZ+X1 :sz =2.X1 ﬁxZ = X1

f est donc injective. Par contre 1 n’admet pas d’antécédent, en effet, supposons que x Soit un antécédent

de 1 alors

= (x1 + 1)(XZ - 1) = (xZ + 1)(x1 - 1) =>x1x2 — X1 +x2 -1

_x+1
Tx—1

cx—-1=x+1e-1=1

Ce qui est impossible.



Correction exercice 10
Exercice 10
1.
f(1,2)=1x2=2x1=f(21) et (1,2) # (21)
Donc f n’est pas injective.
2. f(Lp=1xp=p
Donc pour tout p € N, il existe (n,m) = (1,p) tel que p = f(n,m)
f est surjective.

n,=n,
g(ny) = g(ny) = (ny, (ng + D?) = (n, (np + D?) = {(nl +1)% = (ny + 1)2 >N =N,

Donc g est injective.
4. On va montrer que (1,1) n’admet pas d’antécédent. Supposons que
(1) =m0+ 1
Alors

1=n
{1=(n+1)2

(22

Ce qui est impossible donc (1,1) n’admet pas d’antécédent, g n’est pas surjective.

Ce qui équivaut a

Correction exercice 11

Exercice 11
1. I=[01]et] =[-1,1].
2. 1 =[- 1,]et] [0,1].
3-1=[1,]et] [-1.1].
4. I =[0,1]etj =[0,1].

Correction exercice 12

Exercice 12
1.
>2=0< 1 < ! 1
4 = —<3 O
>2=0< ! <= ! ! < ! <0 (2
= — 5 ——< ——
q> 0 2 2" g, (2)
En additionnant (1) et (2)
1 1 1 1
2 q1 q2 2
2. Pourtout (p1,q91) €EZXxN\{0,1} et (p,,q,) € ZXx N\ {0,1}
1 1 1 1
f1,a) =f2 @) 201 +—=p+—=>———=p,—p;
q1 q> 91 92

D’aprés la premiére question cela montre que p, — p; € ]— > 5[ orp, —p; €EZ doncp, —p; =0,

autrement dit p; = p,, puis en reportant dans
+ ! + !
PrT—=DP2T—
! a1 2 a:
Cela montre que L=Zet que g1 = q;
q1 qz
Finalement
(P, q1) = (P2, 92)

10



Ce qui montre que f est injective.
Regardons si 1 € Q admet un antécédent, on suppose qu’il existe, on ’appelle (p, q)

+ ! 1
p — =
q
Ce qui équivaut a
! 1
—_ = [— p
q

Maisi ¢ Zet1— p € Z, ce qui est impossible. Par conséquent f n’est pas surjective.

Correction exercice 13
Exercice 13
1. Le point (0,1) vérifie x < y donc {(x,y) € R%,x < y} est le demi-plan supérieur droit. De méme (0,1)
vérifie —y < x donc {(x,y) € R? —y < x} est le demi-plan supérieur droit, D est I’intersection de ces
deux demi-plan, D est le quart de plan supérieur du schéma ci-dessous.

2. a
L1{x1 tyi=x+Y
Ly —y1 =% =2
En additionnant L, et L, on trouve que 2x; = 2x,, donc x; = x,, puis en remplacant dans L,, on trouve
que y; = ya.
b.

2 2 _ .2 2
fOryD) = f2,y2) = (e + yE, 221y1) = (53 + ¥, 2x23,) = i; {xlz;rli'}l _ ’Zcfc;;j’ 2
Ly - L, donne x? + y? — 2x,y; = x2 + y2 — 2x,Y,, ce qui entraine que (x; — y;)? = (x, — ¥,)?,
comme x —y < 0 sur D, celadonne —(x; — y;) = —(x, — y,) ouencore x; — y; = X, — ys.
Ly + L, donne x2 + y2 + 2x,y; = x2 + y2 + 2x,y,, ce qui entraine que (x; + y1)? = (x, + y,)?,
comme x +y = 0sur D, celadonne x; + y; = x, + y,.
D’apreés 2.a. cela donne que x; = x, et que y; = y,, Ce qui montre que f est injective.
3. (—1,1) € R x Rn’a pas d’antécédent dans D car x2 + y? > 0.

Correction exercice 14
Exercice 14

Logofla)=geoflr)=g(flx)) =g(f(x)) = flx) = f(x2)
Car g est injective
goflx) =geflxz) = flx) =flxz) = x,=x,
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Car f est injective.
Donc g o f est injective.
2. Premiere méthode :
Pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective.
Comme pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective. On en déduit que pour tout
z € G ilexiste x € E tel que z = g(f(x)) = g o f(x) autrement dit g o f est surjective.
Remarque :
(a) D’habitude on appelle y un élément de I’'image G mais ici ce pose un petit probléme de notation
parce que I’on va appeler x 1’élément de F et on ne saura pas trop comment appeler 1’¢lément de E,
c’est pour cela qu’il est plus malin de ’appeler z.
(b) Si on commence par écrire « pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective »
puis « pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective » donc « pour tout z € G il
existe x € E tel que z = g(f(x)) = g o f(x) » cela ne va pas, je vous laisse réfléchir pourquoi.
Deuxiéme méthode :
On rappelle que ¢ : U — V est surjective si et seulement si @(U) =V
Donc f(E) = F et g(F) = G, par conséquent g o f(E) = g(f(E)) = g(F) = G eton en déduit que g o
f est surjective.
3. Si g et f sont bijectives alors elles sont injectives et g o f est injective et si g et f sont bijectives alors
elles sont surjectives et g o f est surjective, on en déduit que g o f est bijective.
4. f(x1) = f(x) = g(f(x1)) = g(f(xz)) =>geoflx)=geflx) =x =x
Car g o f est injective, par conséquent f est injective.
5. Premiére méthode :
Pour tout z € G, il existe x € E tel que z = g o f(x) = g(f(x)), donc il existe y = f(x) tel que z =
g(y) ce qui signifie que g est surjective.
Deuxiéme méthode :
Comme g o f est surjective, g o f(E) = G & g(f(E)) = G or f(E) c F donc
g(f(B)) < g(F)
Comme g(F) c G, cela donne
G = g(f(E)) cg(F)caG
D’ou
g(fEB) =g(F)=G6=>gF)=G
Ce qui montre que g est surjective.

a. geof = Idg estbijective (I’identité est bijective)
g o f estinjective, d’apres 4°), f est injective.
g ° f est surjective, d’apres 5°), g est surjective.
Remarque :
g o f = Idg n’entraine pas que g = f~! et que donc f et g sont bijectives.
b. f o g = Id estbijective (I’identité est bijective)
f o g estinjective, d’apres 4°), g est injective.
f o g est surjective, d’aprées 5°), f est surjective.
C. fof = Idg estbijective
f o f estinjective, d’aprés 4°), f est injective.
f o f estsurjective, d’aprés 5°), f est surjective.
Par conséquent f est bijective et f~1 = f.

Correction exercice 15
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Exercice 15

1.

Supposons que g existe, f o g = Idy © Vn €N, f(g(n)) =n e vn €N, (g(n))2 =n

Si n n’est pas un carré cela ne marche pas, par exemple si n = 2, (g(Z))2 =2doncg(2) =+vV2¢N
Il n’existe pas de fonction g: N — N telle que :f o g = Idy.

Supposons que h existe, ho f = Idy < Vn € N,h(f(n)) =n < Vn € N,h(n?) = n

Les valeurs h(p) prennent les valeurs qu’elles veulent sauf lorsque p est un carre auquel cas

h(p) = \/_ donnons une fonction h qui répond a la question :

Sip # n? alors h(p) = 0 etsip = n? alors h(p) = ,/p =n.

Correction exercice 16
Exercice 16

1.

a. f({1}) = {4}, on notera plus facilement que (1) = 4
fA13}) ={2,4} = {4,2}
f({34)) =1{2,2} = {2}
f(@) =
b. f7H2H ={84% ' {12) ={234};f*{(3)H =0

(1) = {-1,13
F2D = [VE 1] [1.VZ]
f- [0,1]—[ 1,1]

Correction exercice 17
Exercice 17

2.

© o N o

tan({0}) = {tan(0)} = {0}.

3. sin™1({2}) = @ car il n’existe pas de réel x tel que 2 = sin(x).
4,
5

. exp i([—1,e]) = exp71(]0,e]) = ]—oo, 1]. Car exp est toujours strictement positive et strictement

exp(]—,2]) = ]xlirzlw exp(x),exp(Z)] =10, e?] car exp est strictement croissante.

croissante.
In(R**) = ] lir(1;1+ In(x), lirp ln(x)[ = R. Car In est strictement croissante.
X— X—+00

In"1([3, +oo[) = [e3, +oo[ car In est strictement croissante.
£1([0,1]) = [—-1,1]. Attention f est ni croissante ni décroissante.

fHo = -1t n =53 = [-51]

10. f~1([0,1]) = [0,1].
11. (cosHOn ) ([O 1)) = [0 E]

12. (cos|[3n7n] ) ([O 1)) = [

77 971'] [1111 1371']
2 2’ 2

13. cos71([0,1]) =Upez [_E + 2k7t,§ + Zkﬂ'].

Correction exercice 18
Exercice 18

f(E) c Edonc f(f(E)) c f(E) cE,or f(f(E)) = E donc E c f(E) c E, par conséquent
E = f(E) ce qui signifie que f est surjective.

Correction exercice 19
Exercice 19
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Montrons que a. entraine b.
On suppose donc que f est injective et il faut en déduire que f(A4; N A,) = f(A;1) N f(A,), ¢’est-a-dire que
il faut montrer que :
fAiNA) cfA)Nf(Ay) et f(ADNf(4y) c f(A;NA4,)
Soity € f(A; NA,), ilexiste x € A; N A, tel que y = f(x), comme x € A; alorsy € f(A,) etx € A,
alors y € f(A,) ce qui montre que f(4; N A4,) c f(4;) N f(Ay)
Remarque cette inclusion est toujours vraie puisque 1’on n’a pas utiliser le fait que f est injective.
Soity € f(A)) N f(Ay),y € f(A)) ety € f(A,), il existe donc x; € A; tel que y = f(x;) etx, € A, tel
que y = f(x,),onadonc f(x;) = f(x;) comme f est injective on a x; = x,, on note x = x; = x,, cet
élément est a la fois dans A; et dans A, donc x € A; N A,, par conséquent y = f(x) € f(A; N A,), ce qui
montre que : f(4,) N f(A,) € f(A; N A,).
On va montrer la réciproque c’est-a-dire que b. entraine a.
On suppose que f(A; N A,) = f(A1) N f(A,) (on pourrait se contenter d’utiliser que f(4;) N f(4,) c
f(A; N A,) car ’autre inclusion est toujours vraie) entraine que f est injective, pour cela on va utiliser la
contraposée de
flx1) = fxz) = x1 = x,
C’est-a-dire que
x1 # X2 = f(xg) # f(x2)
Onpose A; = {x;} et A, = {x,},onaAd; N A, = @ car x; # x,. D’aprés I’hypothése
fLADNf(A) =f(A1NA) =f(@) =0
Et d’autre part f(4,) = f({x1}) = {f ()} et f(4;) = f({x2}) = {f (x2)}, par conséquent
FeIn{f(x)} =0
Ce qui montre bien que f(x;) # f(x3).
Et voila, ce n’est pas tout simple.

Correction exercice 20
Exercice 20
y—1

1. Pourtoutx € Retpourtouty eR,y=3x+1oy—1 =3x(:>x=T
x—1

Donc f~'(y) = yT_l ou ce qui revient au méme f~1(x) = —/.

2. Pour tout x € Je, +oo[ .On remarque que pour x > e, In(x) > 1 et que In(in(x)) > 0
Vy € R,Vx € |e, +oo[,y = In(In(In(x))) © Vy € R,Vx € |e, +o[, exp(y) = In(In(x)) & Vy
€ R,Vx € Je, +oof, exp(exp(y)) = In(x) & Vy € R,Vx € |e, +o[, exp(exp(exp(y)))
=x
Donc g~ 1(y) = exp(exp(exp(y))) ou ce qui revient au méme g~ 1(x) = exp(exp(exp(x))).
3. Pour tout (s,t) € R?, pour tout (x, y) € R?

X
— S==
(x,y) = a(s,t) © (x,y) = (2s,3t) © {x _ 2s s 2
y =3t t:X
3
-1 —(*Y
Donc a (x,y)—(2,3).
4. Pour tout (s,t) € R?, pour tout (x,y) € R?
t=x-—s
_ _ _ Liix=s+t L4 x=s+t 1
G,y) =b(s,t) & (x,y) =(s+ts t)®L2{y=5—t@L2+L1{x+y=25®{s=§(x+y)
1 1
t=x—z(x+)’) t=§(x—y)
o & 1
S:E(x+y) S=§(X+Y)

Donc

1 1
b~1(x,y) = <§ (x + J’),E(x - }’)>
14



5. Pour tout (t,n) € [1,10[ X Z, pour touty € R**
y=F(t,n) ©y=t.10"

Onposen =E (%) ett = 1§_n donc
1
n< 1nn((13;)) <n+1enin(10) <In(y) < (n+ 1) In(10) © In(10™) < In(y) < In(10"*1) & 10™

§y<10"+1<:>1§1yW<10@1St<10

Cela montre que
y =t 10"
Il reste a montrer 1’unicité de t et n. Supposons qu’il existe (ny, t;) et (n,, t,) tels que
y = t,10™ = t,10"
Alorssin; =n,onat; =t,, etsin, >n,g

b _ jomem
t;
Commen, —n; =1onal0™ ™ > 10
Et
1<t <10

{1Stl<10=> 5 —<2<10
1<6,<107 |5<=<1710 "1

2
Ce qui est impossible.

_ InG) ~E(mGe) g (1)
Donc F~1(y) = 5(131/“((1}2)) E (1;(13;)) - (le (ln(IO))'E (lr?(ljiJ))>
10 \In

Correction exercice 21
Exercice 21
Supposons que f 1 ne soit pas strictement croissante, ¢’est-a-dire qu’il existe y; et y, tels que :
y1<y: et fHy)=f"0) ()
Comme f est une bijection il existe un unique x; € R tel que y; = f(x;) et un unique x, € R tel que y, =
f(xz), donc x; = f~H(yy) etxy = f71(y,)
() flx) <flxz) et x3 =x,
Si x; = x, alors f(x;) = f(x;) donc () est faux
Si x; > x, alors f(x;) > f(x,) car f est strictement croissante donc (x) est faux aussi, par conséquent f~1
est strictement croissante.

Correction exercice 22

Exercice 22
Soit y € F, on pose z = g(y), comme g o f: E — G est une bijection, il existe un unique x € E tel que z =
geofx)=g(f(x)),onadonc g(y) = g(f(x)), en composant par g=*, on obtient y = £ (x).
Bilan, pour tout y € F, il existe un unique x € E tel que y = f(x) ce qui montre que f est bijective.

Correction exercice 101
Exercice 101
2. m=0,pourtoutk >0, —k —1 < 0doncm # —k — 1, par contre m = k est possible et puisque k =
f(2k) onam = k = f(2k), le seul antécédent de m est donc 2m.
3. m <0, pourtout k >0, k > 0 (évidement !) donc m # k, par contre, comme —k —1 < —1 < 0 donc
m = —k — 1 est possible, alorsonam = —k — 1 = f(2k + 1), comme k = —m — 1 le seul antécédent
demest2(—m—-1)+1=-2m—1.
4. Que m soit positif ou strictement négatif, m admet un unique antécédent, donc f est une bijection.
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Correction exercice 102
Exercice 102
1. Six; < xyalors f(x;) < f(xy) donc f(x;) # f(xy)
Si x; > x5 alors f(x;) > f(xy) donc f(xy) # f(xy)
Donc f est injective.

2. K =f).

Correction exercice 103
Exercice 103
Soit f: E — F. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i. 3G c F telle que f est une bijection de E dans G.
Ii.  f estinjective.

Correction exercice 104
Exercice 104
1. Soity € R, on cherche le (ou les x) tels que :

X 2 2
y:1+x2<:>y(1+x)=2x<:>yx —2x+y=0

Siy = 0 il yaun unique antécédent x = 0.
Siy#0
Le discriminant de cette équation du second degré est : A = 4 — 4y? = 4(1 — y?)
Siy € ]—00,—1[ U ]1, +o[ alors 1 — y? < 0 et donc aucun x n’est solution, y n’a pas d’antécédent.
Siy = —1 alors I’équationest—-x2 —2x — 1 =0 © —(x + 1)? = 0 © x = —1, le seul antécédent de
y=-1lestx =—1.
Siy = 1alors I’équationest x? —2x +1 =0 (x —1)2 =0 © x = 1. Le seul antécédent de y = 1
estx = 1.
Siy € ]-1,1[ alors 1 — y2 > 0 alors I’équation admet deux racines distinctes donc y admet deux
antécedents distincts.
2. Parfois y admet 2 antécedents, parfois un unique antécedent, parfois aucun donc f est ni injective ni
surjective.
3. Premiére méthode
2|x| 2|x| = (1 + |x]?) |x|? — 2|x| + 1 (Ix| +1)°
lyl-1=—"F773—-1= =— =— <0
1+ |x|? 1+ |x|? 1+ |x|? 1+ |x|?
Donc f(R) c [-1,1] car [y| <1
Siy =41 o0uy = 0,y admet un unique antécédent, respectivement x = +1etx =0
Donc {—1,0,1} € f(R)
Si y € |-1,1[, y admet un antécédent, donc |—1,1[ c f(R)
Conclusion [—1,1] < f(R) par conséquent [-1,1] = f(R)
Deuxiéme méthode
Le tableau de variation de f est

ooy 20 +x?)—2x2x 1—x?
fO==—arm =~ *aror
xl_i)f_noof(x) =0; f(-D=-1Lf1) = 1;x1irpmf(x) =0
X —00 -1 1 +oo
f'(x) — 0 + 0 —

f(x) O\_l/l\o

On en déduit que f(R) = [—1,1]
Remarque : on retrouve les résultats de la question 1.
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Troisiéme méthode : on pose x = tan(t), lors que x décrit R, ¢ décrit ]— %%[

® sin(t) sin(t)

_ 2tan(t) cos(t) cos(t) o .

f&) = 1+ tan2(t) L+ sin?(t) "~ cos?(t) + sin?(t) 2sin(t) cos(t) = sin(2¢)
cos?(t) cos2(t)

Et 2t € |—m, [ donc sin(2t) € [—1,1].

a. On rappelle que si x; et x, sont deux racines de 1’équation ax? + bx + ¢ = 0 alors x;x, = get X +
b ..., . . 2
X = — -, ici ’équation est : yx? —2x +y = 0donc x;x, = % = 1. Les deux antécédents sont donc

de méme signe, s’ils sont strictement positifs tous les deux, comme leur produit vaut 1, s’il y en a un
supérieur ou égal a 1, I’autre est dans ]0,1], s’ils sont strictement négatifs et s’il y en a un inférieur
ou égal a —1 I’autre est dans [—1,0].
Et enfin, ’antécédent de 0 est 0, donc il y a un et un seul des antécédents qui est dans ’intervalle
[—1,1]. Résultat que I’on retrouve sur le tableau de variation.

b. Pour tout y € [—1,1], y admet un unique antécédent dans [—1,1], g est une bijection.

Correction exercice 105
Exercice 105
1. Soitx € f~1(B,), alors f(x) € B, donc f(x) € B, par conséquent x € f~*(B,), ce qui montre que :
B; € B, = f~'(B,)  f7'(By)
On prend f: R — R définie par f(x) = x2, B; = [-1,4] donc f~1(B,) = [-2,2] et B, = [0,9] donc
f71(By) = [-3,3];
Ona f~1(B,) c f~1(B,) et pourtant B; & B,.
2. Soity € f(A;nA,), ilexistex € A, N A, tel quey = f(x),comme x € A, alorsy € f(4,) etx € A,
alors y € f(A,) ce qui montre que f(4, N A4,) < f(4,) N f(A,).
On a vu a I’exercice 19 qu’il y avait égalité si et seulement si f est injective. Il faut donc prendre un
exemple de fonction non injective, par exemple f : [—2,2] — [0,4]
Ay =[-12] = f(4)) =[04]; A; = [-2,1] = f(4;) = [04]

Donc f(A,) N f(4;) = [0,4]
Et d’autre part A; N A, = [—1,1] donc f(4; N A,) = [0,1], ce qui montre que I’inclusion est stricte.

3. Ici I’exemple est simple on va pouvoir raisonner par équivalence
yEf(AjUA) ©@Ax €A UA,y=f(x) ®@Ix €A oux €A, y=f(x) ©y€ f(A))ouy
€f(A) ®yef(4)VUf(4y)
Ce qui montre que f(A; UA,) = f(A1) U f(4,)

Correction exercice 106
Exercice 106
1. Pourtout x € 4, f(x) € f(A) etdonc x € f~1(f(A)), ce qui montre que A c f~1(f(4))
2. Pourtouty € f(f~1(B)), il existe x € f~1(B) tel que y = f(x), comme x € f~1(B) f(x) € B ce qui
entraine que y € B, ce qui montre que f(f~*(B)) < B.
3. Comme « pour toute partie Ade E,ona A c f‘l(f(A)) » la question revient a montrer que :

« f est injective si et seulement si pour toute partie A de E ona A o f=1(f(4)) »
Si f est injective.
Pour tout x € £~1(f(4)), f(x) € f(A) ce qui signifie qu’il existe x" € A (attention, & priori ce n’est
pas le méme x que celui du début de la phrase) tel que f(x) = f(x") comme f est injective x = x', par
conséquent x € A.
On a montré que £ ~1(£(4)) c A.
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Si pour toute partie A € E, f~1(f(4)) c A
fx)) =f(x) =y
On prend A = {x,}
fA) =) ={fG} == (FA) =D =0}
D’aprés ’hypothése f~1(f(4)) c A donc {f 1 (¥)} < {x;}
Orx, € f~1(y) car f(x,) = y donc x, € {x,} par conséquent x; = x, ce qui signifie que f est
injective.
Finalement on a montré 1’équivalence demandée.
4. Comme « pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) C B » la question revient a montrer que :

« f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F ona f(f~*(B)) > B »
Si f est surjective.

Pour tout y € B, il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective.

x € f~1(B) entraine que y = f(x) € f(f~*(B)), cela montre que B c f(f~*(B)).
Si pour tout B < £(f~%(B))

On pose B = {y}, alors {y} c f(f‘l({y})) ce qui s’écrit aussi y € f(f‘l({y})), il existe donc x €
F~r({y}) tel que y = f(x), cela montre bien que f est surjective.
Finalement on a montré 1’équivalence demandée.

Correction exercice 107
Exercice 107
Onposeg=fof,gof=fofof=1Idg=fog.Cequi montreque f est bijectiveetque f~1 = f o f.

Indication exercice 1.
xEANB&S xeAetx€eB
xEAUBS x€Aoux€EB
Remarque : Comme Ac BonaANB=AetAUB =B

Exercice 1
Correction exercice 1

Indication exercice 2.
Il faut montrerque:Ac B=>AUB=B et AUB=B=>ACB

Exercice 2
Correction exercice 2

Indication exercice 3.
1. & signifie « n’est pas strictement inclus » sa négation est « est inclus »
Une fois que 1’on a écrit la contraposée, c’est évident.
2. On prend un élement x de B, et il faut montrer qu’il est dans C.

Exercice 3
Correction exercice 3

Indication exercice 4.
La négation de « A et B »est« A ou B », lanégationde « A ou B »est « A et B », la négation de « V » est
« 3 » la négation de « 3 » est « V », ensuite voir le cours.

Exercice 4
Correction exercice 4
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Indication exercice 5.
La contraposée de (P) = (Q) est non(P) = non(Q),
Apres avoir écrit la contraposée, il faut trouver un « € » entre a et b, le milieu marche sans probléme.

Exercice 5
Correction exercice 5

Indication exercice 6.
Pour la question 4, il faut dire que f s’annule 0 fois ou s’annule une et une seule fois.

Exercice 6
Correction exercice 6

Indication exercice 7.

L feg#gef
2. Il n’y a pas qu’une solution, mais il y en a une de plus « naturelle » que les autres.

Exercice 7
Correction exercice 7

Indication exercice 8.
Calculer f2(x) = f o f(x), puis f3(x) = f o f2(x) et en déduire une hypothétique formule pour f™(x) que

I’on démontrera par récurrence.

Exercice 8
Correction exercice 8

Indication exercice 9.

f:E — F estinjective si Vx,x' € E, f(x) = f(x") = x = x’, donc si on trouve x # x' tels que f(x) = f(x')
alors f n’est pas injective.

f:E — F estsurjective si pour tout y € F il existe au moins un x € E tel que y = f(x). Donc si on trouve un
y € F tel qu’il n’existe aucun x € E tel que y = f(x) alors f n’est pas surjective.

Exercice 9
Correction exercice 9

Indication exercice 10.
Méme indication que pour I’exercice 9, on fera juste attention que les éléments de N2 sont des couples d’entiers
comme par exemple (3,2) ou (1,4)...

Exercice 10
Correction exercice 10

Indication exercice 11.
Faire le graphe de la fonction définie par f(x) = x? et sur le dessin trouver un exemple (il n’y a pas unicité des
solutions pour I et ])

Exercice 11
Correction exercice 11

Indication exercice 12.
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Soit a € N\ {0,1}, alors a = 2. Encadrer qi et — qi et faire la somme. Puis pour la question 2, il n’y a qu’un
1 2

entier (de Z) dans |— 3,1[.
2°2
Exercice 12

Correction exercice 12

Indication exercice 13.
1. Tracer les droites y = x et y = —x c’est-a-dire les bords de D. Cela coupe le plan R? en 4 parties,
ensuite on prend des points dans chacune des 4 parties, par exemple (1,0), (—1,0), (0,1) et (0,—1), un
seul de ces points est dans D donc D est le quart de plan ou est le point qui est dans D.
2. a. faire la somme ou la différence des deux équations.
3. Trouver un point de R? qui n’a pas d’antécédent.

Correction exercice 13

Indication exercice 14.
1 gof(x))=gof(x)=>...

2. @:U — V estsurjective si et seulement si ¢ (U) =V, on applique ce résultat a f et g.
3. C’est une conséquence des questions 1 et 2.
4. flxq) =f(xz) =...
5. Par double inclusion montrer que g(F) = G.
6. Utiliser les questions 5 et 6.
Exercice 14

Correction exercice 14

Indication exercice 15.
1. Supposer que g existe et aboutir a une contradiction.
2.
3. Supposer que h existe, définir h(n?) et choisir au hasard de valeur de h(p) pour p qui n’est pas
un carré.

Exercice 15
Correction exercice 15

Indication exercice 16.
On rappelle que pour f: E = F,si A C E, f(A) est I’ensemble des éléments de F de la forme f(x) avec
x € A.SiB € F, f~1(B) est I’ensemble des éléments x de E tels que f(x) € B.

Exercice 16
Correction exercice 16

Indication exercice 17.
On rappelle que pour f :E = F,si A Cc E, f(A) est I’ensemble des éléments de F de la forme f(x) avec
x € A.Si B € F, f~1(B) est ’ensemble des éléments x de E tels que f(x) € B.

Exercice 17
Correction exercice 17

Indication exercice 18.
Par double inclusion montrer que f(E) = E.
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Exercice 18
Correction exercice 18

Indication exercice 19.
Poura=b
On suppose donc que f est injective et il faut en déduire que f(A4; N A,) = f(A1) N f(A,), ¢’est-a-dire que
il faut montrer que :
f(AinAy) c f(ADNf(Ay) et f(A)) N f(A;) c f(ANAy)
Pour b = a.
Pour cela on va utiliser la contraposée de
f(x) =flx) @ % =x,
C’est-a-dire que
x1 # X, = f(x1) # f(x2)
On pose A; = {x;} et A, = {x,}.

Exercice 19
Correction exercice 19

Indication exercice 20.
On pose y = f(x) puis on cherche x en fonction de y.

Pour la question 5, on pose n = E (%) ett = #

Exercice 20
Correction exercice 20

Indication exercice 21.
Supposons que f 1 ne soit pas strictement croissante, ¢c’est-a-dire qu’il existe y, et y, tels que :

y1<y, et f7{y) =) ()

Exercice 21
Correction exercice 21

Indication exercice 22.
Soity € F, on pose z = g(y)

Exercice 22
Correction exercice 22

Indication exercice 101.
1. Montrer que m # —k — 1 pour k = 0.
2. Montrer que m # k pour k > 0.

Exercice 101
Correction exercice 101

Indication exercice 102.
1. Onenvisagera deux cas x; < x, et x; > x,.
2. Facile

Exercice 102

Correction exercice 102
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Indication exercice 103.

Pour i = ii, pourtout y € F, soity € G soity € F\ G.

Exercice 103
Correction exercice 103

Indication exercice 104.

1.
.

y=0
y # 0, x est solution d’une équation de degré 2, selon la valeur de y il ya 0 ou 1 ou 2 valeur possibles
pour x.

2. Il faut compter le nombre d’antécédent.

lyl—1= 1i||i||2 — 1 =---,onendéduit f(R) c [—1,1] et grace a la question 1 on montre I’inclusion
dans I’autre sens.

ix X, sont deux racines de I’équation ax x+c= X%, = —etx; +
On rappelle que si x; et x, sont d de I’équat 2+ bx + 0 alors x;x ~etx;

b . . ’ :
x; = ——, ici ’équation est : yx? — 2x + y = 0 donc x;x, = % =1

Exercice 104
Correction exercice 105

Indication exercice 105.

1. Soitx € f~1(B,), alors f(x) € By, donc f(x) € B,.
2. Soity € f(A; NA4,), il existe x € A; N A, tel que y = f(x).
3. Par équivalence celamarche. y € f(A4; UA,) © Ax € A; U A,y = f(x) ...

Exercice 105
Correction exercice 105

Indication exercice 106.

1. Simple application de la définition de £(A) puis de f~1(f(4)).
2. Simple application de £(f~*(B)) puis de f~*(B).
Si f est injective.
3. Pour montrer que « f injective » entraine que A > f~*(f(A4)), 'inclusion dans I’autre sens étant
toujours vraie. Pour tout x € f=1(£(A4)), f(x) € f(A)...donc f71(f(4)) c A.
Si pour toute partie A ¢ E, f~1(f(4)) c A
fx) =flx) =y
On prend A = {x,} et on montre que x; = x,.
4. Comme « pour toute partie B de F, on a f(f‘l(B)) C B » la question revient a montrer que :
« f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F on af(f‘l(B)) DB »

Si f est surjective.
Pour tout y € B, il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective...

On pose B = {y}, alors {y} c f(f~*({y}) ce qui s’écrit aussi y € f(f 1 ({y})...

Exercice 106
Correction exercice 106

Indication exercice 107.

fofof=Idg=fofof

Exercice 107
Correction exercice 107

22



