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I INTRODUCTION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

a. Rapels sur les fondions, derives , primitives et integrates

b. Definition des equations differentielles, resolution deces equations quand elles

sont linemies

Ifc. Equations de BERNOULLINI

d. Applications demographigies



I Etude qualitative des equations differentielles

a. Equilibres, stabiliti

b. Modeles lintaires, non linearis

C. 11 de physiologie, epidemiologic,...

I Bifurcation's

a. Diffeients type de bifurcation

b. Applications aux models de medicine

I. Introduction aux equations differentielles

a. Propels

definition d' une forction

une fondin est une relation que l 'on note enginent f entre c ensembles..

• un ensemble de depart EGIR

• un 11

b

d' arnie J CIR

I met alois en relation un element de I, qu' on note ☒ , qui s' yelled' antecedent

et un a de J " " Y " " I'emige
Is



Is
J

y y = fix)
f

In general, on repesente la forction f sur un repire CARTESEN

cette repesention stapelle graphe def on combe de f et me a note Ep

Y n

xO

%

×

y

ATTENTION: les courtes de fondon me

reverment amais en arrive!!

l

✗ FAUX

NOTATION: 7: I → J

✗ ↳ falsy

ONE BARRE

ex: F: R → R

✗ ↳ ✗ 2
-



ATTENTION: ne pas confute f → forction

74) → nombre

of → representation def

done me as dire fix) est croissante (annombe)

mais f est croissante

2 Ensemble de definition: Je existed nombreuses fondions "classiques"

on les defini t sur ce qui on apelle an

ensemble de definition (on encore domani de definition)

gu' on note of c' est an ensemble in chaque

antecedent ✗ a exactement une image y parf.



Edemle: £: R → R

✗ ↳ ¥

ex: ✗ = 2 712) = { "-

Fest n' est pas definien 0 one Of #R , mais Ofs IR" = Rlly

=]-go [UJOHOL

\

y

2 3

"3

f: IR → R

✗ ↔ ☒ =#

£14) = 84=2

Of#IR nom la racine canie o' em nombe negaty n'existe ps.

done Of = Rt - Coital

MY

4

2



3 Fmitions croissantes.de croissantes.com tantes

Y n
croissante:

X, ✗ 2

fly)

s- -f(X2) soient ✗ get ye of are in ≤a

alms flx,) ≤fly)

%
decroissante fix,) .

M

;

§

_71×2)

Solent 4, ye of are ×, ≤X2

alors F (x1)≥ fly)

constante
y

flx,)sf
:
I

✗ ,

i

{

Ks) sorient a, re of are ✗ ish

alob fly) = fly)

0 Quelques foretions dossigns
↑"



Quelques foretions dossigns

• IR → IR

✗ ↳ a , AGIR (forction Constante)
- ×
-

a ↑

• R→R

✗ ↔ × Fonction identite. ✗
f 1×2) if. .

flatba,

y

o IR → IR

✗ ↔ axtb

coefficient

directeur

forction affine

↑ ordonnie a e 'origine

A) 0

×

y
b

aco

4 £

2 = Fla)-fly,

E- M

• IR → IR

✗ ↳ KI

1×1:(✗ six> ◦
◦ six:O
- × six <0

☒ i 1-51=5

y

• IR -IR

✗ ↔ ✗ 2

ay

AR → IR

✗ ↳ ✗ 3
y

IR" → IR

✗ H ¥

Ro → IR

✗ ↳ A
y



ay y y y

/ x

• IR → IR

✗ ↳ tiny

IR → IR

✗ ↳ COX

%

y

^

- -l

701+0/ → IR

✗ ↳ In ×
y

R → 112

✗ ↳ ex
^5

✗ y



5 Derives soit f: I → J une foreton

soit at I

on dit que f est deniable en a si et senlement si

F' (a) est melee device defendligma 7411¥: F' (a) exists

\

l Y
- -

<

9

-Fla)

✗

flx)
→ sicante

lim flx)-fly = f/(a)
✗ → a -a

-
limitede la gente de

= gente de
la. secante latangente

quand ✗ → a. deepen (97/9))

Auke notation: f ' (a) slim fK÷♀
✗ → a

sin lose h:X-a

et ✗ s ath

et done lini flx)-Fla

si ✗ → a alois h → o

lini flath)-Fla



et done lini flx)-Fla)
,,,a ✗ -a

= lini
hoo

flath)-Fla)

h
• F' (a)

derivies classigues: f f'

a Cae IR) O

axtb a
✗ 2 2X

NEIN ✗ n nxn"

☒ = ✗ "2 {×"":{the :{ 'fin ' I
2K

± = ×" - 1. ✗ ' "= -1×-2=-1.1 = ¥

cos X

sin device

• sin

Cos- cos- Sinx

sinx cos X

In × 1

ex ex



Proprietes: if.

et

si f: I → IR est deniable suit

si pour tout ✗ EI, 7' 4) 70 alas fest croissant (strictement

f est de croissant ( I)

si fest constant

Mal si f' 4) so four unseal ×, so vent due quellona 6 as possibles:

f ' (x) CO "

f ' (x) sopour tout "

,
x

w
maximum

m
minimum

w

point d' inflexion

i LF + g) ' (x) = F'4) + g'4)

Cfg =

(g) 'a) = "✗ 194) - FN ga)

1 1) s f- 'a) guy + flag ' (x)

Ñ



nouveauté: device d' une fondion compose

f: I → J g: I → K

→ I

Rapel:

I K
✗  g. fly I g(fix)) = go f 4)

exeryle: si fi ✗ ↳ A et g:X Haxtb

go f. Cx) = ✗  A £ g(A) : arxtb

✗  axts#Atbfog Lx) :

ATTENTION! fog #got

Exorcio: calculer got et fo are fix ↔ ex et g: ✗ ↳ 3×2

got:(×) = g (ful)

fog (a) : f (81×1)

✗ if 74) #gifts) ici ✗ ↳ ex ↔ 3¢92, se"

✗ ☑ gas  flgal) ice ✗ ↳ 3×24 e"



device d' une Fonction compote: (f o g) '4) :F(gKD
p

(

= f- ' (ga)). g '4)
✓

(go f) ' (X) = fx))'g

s g'(fly. F'4)

applications: si n est une forction:

(Fuat)'s 21min''D
☒ "*

a) ' Jin'

(cos Iucn)) s -sin (Uk))-U'4)

exercise: calculer • (euki I

. (lnLMLX))

1

2

3 Gin (3×74),

(E) '
7

ten (A) )S



16 septembre 2022 (go f) '4) = (g (7-41)

= g' (Fla). FX)

/

exercises: 1 (E) 'i ✗ A mix> Enemas

got: ✗ Ffa)  gl fix))

(E)
/

= euk) . µ' (x)

2 (ln Cux))': ✗ is na) Fenland

"= g. n'4) s:*,(ln (un))

③ (sin (3×+2))': ↳ 3×+2 I > sin (3×+2)

done (sin (3×+2))'s cos (3×+2)-3=3613×1-2)

Leary's east. (six) = - sinxes"

⑤ Ancap's ¥. In"Lap"

h

1
2X



6. Primitives

Definition: Soit f: I → IR (ICR) , fest continue surI

une punitive def sur I est une forction F deniable sue I

telle que F'4) = f/×)

exempt. f- Cx) = cos X

FLX) = SMX to

sin

- sin

cos- cos

Notation, on note en general F(x) =/faldx

Proprietis. Les primitives sont defines a une constante pies!

(f: I → IR)Prove: Soient Fn et Fz deux primitives def

Pai definition: on a. Ft sf

FL sf

done pom tout ✗ EI , Filx)-Fix) = flx)-flx)-
-

CF,-E) '4=0
-
une forction ↑ dont lademie est mulle

done F, Ex)-Ex)-C (CER)

c. 'est a'die Filx) = EQ)tC



tableau des primitives: f F

O k , Ker

a axts

x

✗ 2m 2X
I E- ×

Etc

×"MEE, n ≠-1 1¥

luxte

(Ent,)/= (MH) ✗ ̂ ""
I

= ✗ ~
✗ "=#

ex extc

✗ #A
✗ 2"

It
to = ×"

{+1=2+3:{

⇒ to}#to

cost sinxte

sinx - coxt C



Remarque: (Fogh))' = F ' (ga)). g 'Cx)

done fflh.gl#.dx =/togas,'dx: fog 4) to con Jemax=FCDtC

Hogg't

exemple: 1) J sinxe"" dx = -Jesing (E) '= em. c- sing
easy

sf (econ)'d ✗ = -etc

k

2) J 2%5." = Crain)'= 2min""J (E) 'dx

= 3×75 to

↗ M ' (x)

3) J.si#dx

Yuk)

=/(kilos# 'dx

= In (cosa)) + C

(Inna)'s 4¥,

7. Integrates

Definition. Soit f: [a, b) → R , F continine sur 19,6]

J? faux:[taxi]: FCS)-Fla) on F est une primito de f.

done: la primitive Jfk)dx est une FONCTION , I 'integrate % flax est un NOMBRE



primitive Jfk)dx est une FONCTION , I 'integrate % flax est un NOMBRE

J ' : si f so sur Cab]

%

b X

. %

l

k

b
fix)dx = surface sous of-

Propietes.in. Ji (ft g) exidx: [flxldxtf.bg Wdx

2. [flax: Ji flaxt/,bfa)dX
• ° a

relation de Charles CCHASLES)

Cbt

is Ef

3. [flax =_Jfk) dx (eneffet: [find ✗ + fifty)dx:/"flax:O
9

⇒ [Ealdas.fi fallax

IMPORTANT 4. si b  (✗ variable

✗ f (E) dt = Fly-Fla) : C'est unefonction! c 'est mime ls
k



f (E) dt = Fly-Fla) : C'est unefonction! c 'est mime ls

furniture defquis' annuleega!

k

en effet: six sa ma Fla)-Fla)-o

et (FLN-Fla))" s F' (x)-Fla)'s flx)-◦ = fly

Eheireme fondamental ou calcal: C) ✗ float)' = fix)

9

device armpit a'×

Integrations par parties (Ipp

raped: (Fla)-ga))'s FLN. gkjtflxl.gl x)

done flaga) = (Wigal), flag'/x)

airsien integrant:

jfkxl.gl)dx-Jfk)-941)'dx-Jfk) g'4) dx = flaga)-Jfk/glada

jeg:#gj-jeg's f. g- ffg'



jeg:#gj-jeg's f. g- ffg

Exempls: Jxetdx =?

91, ↑ pie,

%
on utilise l' - you parties

mpse: Flex) = ex alas flx)-ex

-

et
↑

94) = × also g'1×1=1

on applique la formule: Jx'édx=J(f. g) 'em ax- J flat_gladx

= flxt.ge) - /fix)g'kldx

= ex. × - Jet. 1. dx = ✗ ex-Jedx: ✗ e's ex

= ex (x-1)

b. Equations differentielles

Definition: une equation differentielle d' more n est une equation qui

relic une forction × (thx (t))

de la fason sunante:

avec ses devices successives ×', ×",..., IM

↑
device
mene



Flt, ×, ×', ×", XY..., ×") so

ici × est une fontini de I → IR

th ✗ A)

mene

example:

✗ ' i device premiere

✗ ' : it seconde

✗ " = × ' " : 1' bioisterie
En), , name

✗ (E) = 67243+46+5

✗ ' (6) = 463+6674

✗ " (E) = 12624126
* 3) (f) = 24 t t 12 ✗ ⑨ (t) = 24 Et):O

eagle O' equation differentielle: 3 ✗ "A) + cos (xD) + × 4) +36=0

Definition: equation differentielle sous forme NORMALE

Guapelle equation differentielle d' noren sous fame normale, une

equation offerentielle evite de la fason suiante

✗ 'n) (t) = flt, ×, ×! xj.., XM)

Definition: equation differentielle autonome:



Definition: equation differentielle autonome:

une equation differentielle autonomed' nde n est de la fame

F(x, X, XY. _, ×") so (nedefendlaseylicitementoet)

↑ plus det!

Definition: equation differentielle LINEARES dhden

Ce sont des equations de la forme

an 4) ✗ " 'Ct) + an alt) x" "A) t.. _t alt) X' (t) ta, (t) ✗ '4) ta, (f) × (t) = g (t)

→ tous les coefficients aj (f) sont: soit constants

soit nuts

soit dependant de t Mais JAMAIS de x
-

→ les fondins ×, N ., ×" me s' expiment quinecure puissance at

→ get) est sont constante, soit mille, sont depend det mais jamais de ×

exemples: ① I" + Ex" + costs ✗ set
☑

2 cos (x") + ×' =-5

ORDRE AUTONOME?
3 NON

LINEARE?

oui

mon linesie2 out



2 cos (x") + ×' =-5

3 3×15) + 562 ✗ "=-cos (x
-

4 3×4+2×1=0

5 3× ✗ '9 +2×1=0

mon linesie

5

4

4

out

not

oui

out

non lineau

liniani

pls linearie!

BONNE NOUVELLE: dans ce cours on n'eludes quels equalois de la fame

✗ '= flt, x) cmon automone diodes)

M ✗ Is flX) (autonome d' notes)

28 september 2022

Application a la biologie: dynamique des populations

Fin du ✗ Villen, side (17901) Revolution' industrielle MALTHUS economiste

on note P (t) la population an limp t

la miation de cette population an tempt defend de 2 evenements majors:

• naissances:b (birth) b



• naissances:b (birth) b, dy,

• morts id (death)

en equation, sa set admit for:

p' H): b. Plt) -d Plt)

w
miation = (b- d) Plt)

= KPH)

naissance

morts

k:b-delR

On reconnait une equation differentielle:

P'4) = KPH)

(Plo):B> ◦

Resolution: P'It) _KPH):O

on mullybe par e- 1kt.. e- let

on oblient (Plt) éʰᵗ)' so

⇒ Plt) e- kts C

⇒ Plt) = Cert

/CER

et comme Plo) = Po on a Pos Cek":C ⇒ C. Po

One Plt) = Poekt



One Plt) = Poekt B) 0

si kso and b-doo

cod b) d

t

Plt)

Po

si ko and bad
pH)

-

Po

0

si ks ◦ and bid

-

^Plt)

Po

≈ 1850 Plt)

t
Po

N

6

plt)
^

E- PLAFOND (SEUIL) CAPACITÉ DE CHARGE

DE L' ENVIRONNEMENT

(CARRYING Capacity)
Po



t 6

MODELE DE VERHULST (MODELE LOGISTIQUE)

P'Ct): KPH). (1- PH) 1) 0

~ APH)

t

11950 ECOLOGIE

AMERICA IN ALLEE

M

6
◦ ≤Msh so

Remarque: les models de Verhulst et Allee sont des models mon linesires

que l 'on me sait ps resoudie explicitement ( "ai la main")

Je faut done trouser une autre method pour it diaces models

→ resolution explicit: P "H: f(Pll))... ⇒ Plt) =.--

étude QUANTITATIVE

→ pisderesolution explicit P' (f) =f(Pla) ⇒ PH)=??

étude QUALITATIVE



I Etude qualitative designations differentielles

Nawaise nouvelle: la flapart des equations differentials repentant de models de

biologie et medicine sont mon linesvies

et on me sait pis en general les resonite explicitement

Gomment faire alas pom Is Inoki?

Reprise: on poiede.ae quin appelle une étude qualitative on probleme

Royd: on étudie Is equation de en pome x's flt,x)

on bin ✗ '→ flx)



Example: comment étudingualitativement

✗ 1st 1

On a definite ls solutions a- parti des tangents

telR

On rapelle que ls pentes ds tangentes ent sont omnes lar ✗ ' (t)

on ×' 41st, a- chague instant t, on connoint la alar de la pente oela tangent

On eludie done les ponts de la tangent a' la combe solution en

resoliant ×' s k ← quod la pute nut la blank

Resolvons ×'s k four different mleus de k:

• Si k:O (pentonville)

✗ '= o ⇔ t so

• si k = 1 (pente = 1)

✗ '= 1 → 6=1

• si k:-1 (flute s-1)

-

aXH)

1

✗ '=-l ⇔ 4=-1

✗ 1st

)
r

ks-2 ks-1 k=z
k, ◦ ks'

condition 1
initiate,

→

I
↓

Raped: ✗ lost ⇒ ✗ A) = Etc

combe"
isocline-o (meine pente quirauto)

isocline-2

isocline-(1)



Definition: on appelle isocline-k del' equation ×'s flt, ×)

ll ensemble des points (Gx) GIRAR tels que: ✗ Is k and

Etz "EIR

f- It,x)=k

eagle: chercher quelques isoclines-k de

^

✗ '=x3t

✗

rabboline,

↔ isocline-61)

isocline-62)

E

isoelds? isocline-t

.
-2

is".am.

condition → •
initiate

p



Remarque • -que sont les isolines-k de cette equation.

Elles sont defines you ✗ 's k Bici ✗ 1×36

done ✗ '=L ⇔ ✗ 3- Esk

↔ ✗ 2 = Ktt attention ici a chaque k donné

t t k doit ite≥ ◦

ead qui il faut pend ie t≥-ksi E≥-k ✗ = At

ou ✗ s-
At

} isolinsk

• sik:O ✗ 'so ⇔ ×? ⇐ ◦

⇔ ✗ Et avec t> 0

⇔ ×: Roux:-A

• si ks'
-

• si ks-1
sik-2- E

✗ ¥2

⇔ ×? 6=2

• Ark:-2

✗ '=/ ⇔ ✗ 36=1

⇒ X2: Att areet≥-I

sit≥-1 ✗ = VE
a ✗ =-ft Ray:

y: fk) y: FAH)

Indicate
de -1

horizon talent
1

y: flx-2)
w

on decale detz

72

y: flati on decaledett
venticatement

+'✗ E-I ⇔ ✗ 36=-1

⇔ ×? t-1,631

⇐ ✗ = ☒

"×:-Fi

✗ 1=-2

⇔ X2: 2ft, t≥-2

✗ = Ft
on

✗ =-Ftt

exercia: representations des solutions a partes des isodons. k de

l' equation de VERHULST: ✗ '☒ (1- *)



Solution: les isoclines-k-del' too x's ✗ (tx)

sont dominies por ✗ 'sk on KEIR

✗ '=k⇔ ✗ (1- x) sk

⇔ ✗ -✗ 2 =D

⇔ ✗ 2- ✗ tk=0

cold 1- 4k<o

⇔ Kkk

1=1-4k

ax 2+3×+60

D= 62-400

si ko pas de solutions

si D= ◦ 1 solution ×, = ¥

Si Doo Zsolutions
xp-b- A

igiast

b:-1

c. k

Si DCO



⇔ Kkk xp-b- A
m

{=-SIL
⇐ Eck it n'y a pas de solutions:

dmc pas d' isoclines detentes> 'y

si 1=0 cad 1k:!
4

il y a une sente solution:

isocline-1,✗ = 1
I

Si A> ◦ int KY ilyas solutions ✗ i. 121=1-Fuk
2

Xi HAK
2

Representation

\

1- 4h50
174k

4h

des isoctines

C

\

isoclines.oik.no - ^

✗ ':O  X (X-1) so' \

⇔ ✗ so

E. ,

isodines-y: ilya une

sente isocline ✗ = {

i#

- -

isoclines-o

t

.

.
Z

- -✗ =-1

✗ =\

isodie & isocline-&

✗ :{

so

isoelines-(1) sik:-1

on a key done Zisodons

✗ ,: 1- Fuk2 £: HII

= LE Ko = HI ≈ 4618
1- 0.618 2

=-I

→ isocline-ti)

isocline. 62)

61¥

isocline-ti)

t\

- isocline. 1. 2)

- isocline-&





Remarque ① Panguni les solutions ne cogent jamais les droits ×:O

etx:|?

Parle que l 'edo sleeit ×'s ✗ (1- x)

etonwit que

done ✗ so est une solution de l 'edo

six:O 1×1=0 annals 0=0 (1-0)=0 ✓

Si Xsl ✗ 1=0 (con ✗ slime depend/adet)

device d 'une constant = 1)

also ✗ 's ✗ (1- x) sleeit 0=1 (1%1)=0 ✓

One ✗ = I est arm' solution de l' edo.

et on a rn (restillat. d' existence et o' unicite' des solutions) que les

trajectories solutions d' une ed O NE PEUVENT PAS SE COOPER

done comme ✗ = o et ✗ = I sont solutions, arcane auto solution me

put conferees 2 droites✓

& L' exemple ici est are ×'s ✗ (1- x)

C 'est dela forme ×'s f/×): equation autonome

Alas fusions rigls manhunt pounce type d' equation:

Rigler: les isoelines nulls (isoelines-o) si elles existent

load ✗ 'so ⇔ fix) so) sont egalement solutions de l 'cob!

Regle 2: toute les isocline pom Is edo autonomes sont horizontals

de la forme k: fix)

Regle 3 i les solutions (trajectories) deledo the cogent jamais

les isocline nulls!

Rigle 4: entre 2 isolins nulls, les trajectors sont monotones (sort



Rigle 4: entre 2 isolins nulls, les trajectors sont monotones (sort

croissants sort deconsants)

Regle 5. Ois quim a tonne' une trajectorie enter 2 isoelins nulls,

As ants trajectors dans la meine zones sont piste

translates (decale's) for rapport a la premiere Agetone destined



Remarque: dans l 'equation x! ✗ 11.x) max: let ✗ so

qui sont ai la fois des isoelines (isoelines nulls) et des solutions

on les appelle les equilibres de l' equation

Lindland" Ontap)

Definition. on apelle equilibeston solution stationmani,

del'edo-autonome ✗ 'sfx)

les solutions notes ✗ * telles que ✗ * 'so end 71×7.0

(les equilibres sont done les solution de f Cx):o)

Une fois homes ls equilibus, nous regardons sils sont stables on instables.

Question: comment trouser (dessner) facilement les solutions dex's fix)

dans ce cas?

Methode: Ou consider ledo autonome x1: flx)

étager. checker les equilibres and ls solutions de f 41=0

etapz: Emin an axe vertical oil' on repite Is equilibs homies

etops entre claque equilibe, on du die le signe de flx) quel 'on

repite sur l' axe.



Example: reperms l' example ✗ '= ✗ G- x) ici flx)=x(I-x)

✗ '= fix)
FX)-◦ ⇔ ✗ (1-4)=0

⇔ y#◦ my#I

*
7

*

F) = ✗ (1- ×
) fix)

> ×n

✗ -x2

i



exercite: repisenter les solutions de ✗ 1: fix) are f. quiest

donnie pule graphene, d- 4)
Fx)

If

-2 2

1 2

2 "

- 2 _1 1

Ef

o⑧-2

•

2

A

M

t

n

6 - t ◦
SHUNT - I
POSIT if

•

SHUNT - 20

1

✓
NEGATIF

A

*



exerciter a flx) "xd-x) ✗ 'if/x)
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