
Laurent Puso. MENTON

pujo@math.univ.lyonl.fr

(Campus de la DOLA Bait. BRACONNIER

Bureau 246

Poitel: questions de cours / exercics/ problime

Examen: 11 " 7



PROGRAMME:

I Introduction aux equations differentiells

a. Rappel sur ls fondions, derives, primitives et integrals (programme#s)

b. Definitions d 'equations differentiells, resolution deg. diff. linesires

c. Equations de BERNOULLI
a pastei

d. Applications demagghigns, Cea. de MALTHUS, VERHULST;),....

I Etude qualitative dsea. diff.

a. Equilibes, stabiliti

b. Models linearis, non linearis, stabilite'

c. 11 de physiologie, epidemiologie,...



- Bifurcations

a. Bifurcations wend Col, fouches, transeritique, hysterese

b. Afflications aux models de medicine

I. Introduction aux equations differentiells

question: a quiest-ce qui une croissance exponentielle

✗

y

O

my



② qu 'est-ce qui ene fondion

i. Definition dune fondon:

Une fonction est une relation que l 'on note en general f

entre . an element ✗ appertenant a un ensemble de DEPARI I (if I CIR)

✗ est apple antecedent

• et un element y appurtenant a- an ensemble d' ARRIVE J (JOR)

y est apple image

f
DEPART

ARRIVÉEI Y
-Yl



En general, on represente ls fondions sur un rejoie cartesian pette representation

s' apple grophe def on comte def et on la note Gf
y

\.
1

n

Ef

y.

Attention: ls courtes des fondions me

"reviennent jamais en arrive!!"

/
PAS BON

☒

ii. NOTATION: 7: I →

✗ ks y: flx)

Mitements'

T

g ensemble I, J, /as de" bone"

une bone

example: f: IR → IR

✗ to × 2



ATTENTION: ne pas confonde f → forution

f (x) → unnombe

of → representation def

done he pas die la faction flx) St croissante FAUX

mais la forction f est croissant

iii. Ensemble de definition:

Te existe benuoup.de fonition "classigns" (on non clamgins)

et on ls definiten general, sur ce qu 'n appelle un ensemble a definition

gu' a note of , cast an ensemble in chaque antecedent a excitement

une image it une seal part:



 i F: R → IR

✗ → &
ex: 7/1):'

f. (2) 21=0.5

f (-3) =-5 =-0,3333-

f est define putout SAUF pom o: er effet on ne peut pas diviser par o!!

" " Yj EXPLOSE vs tou -D

Of =]-n,o[ufo, tool

= IR" (IR prides)

F: RER

✗ HE:X'



Autre example: F: IR + → IR

✗ ↳ AXE f- (4) =P-2

x

y

Of:[oitol = Rt

Exercile. quel est of four f: ✗ H  ? Of: Jo, tools IRI

Remarque: quelques fois il n 'y a pas de contraints

If i f: IR → IR

✗ f) X2

✗

y

Of:B

F: Df → IR

✗ NFA)
r
/



iv. Foutions croissants, decroissants, constants

• CROISSANTE.

µ

fly

0 4 E

Jf- (x)

_ soient x, et 46 Of are 45×2

alms f- (4) Sfly) (l' ordre ne change ps)

a alms flx,) (Fla)

on dit que fest STRICTEMENT CROISSANTE

et si ma ×, c

y
fly)

• DÉCROISSANTE

× £

fly)

soient yet 46 Of aver ask

also Fla)>
if (1) blade change!

ethnia X, <✗ z aloofly)> fly)

on dit que f est strictment décrossante

silent 4,46 Of also fly) of (a)• CONSTANTE

y

4 K

flu)
= flow)

on la note F: IR IR
, k: constant✗ Ik

k



v. Quelques Fouction uswells:

• IR → IR

✗ Ha /GEIR i fouction constant

• IR → IR

✗ H X i fouction edentile'
t

✗

y

x

y

a

li
.

&

G

• IR → IR
if onction affine

✗ ↳ ax tb

9gente
×

• y
six> 0

' admnie a l 'origine
•t

on calculea: en faint

✗ , Xz

_

fly

flx,)

as flat-fin✗ 2-M i en effet: fly sax + b.

on pend 2 points de Of:

f- (4) = ax tb
flx) = axe tb

1

2

y

Siaco



Z 1 i fly)-flypast b- lax, + b)

= ax tf-ax, -4

fly)-fly = a (4-4)

⇐ ✗ = Fla)-fla)

k
• IR → IR

✗ HIM
forction valeen absolve

1×1=1 ✗ six> oo six so
- ✗ sixto → ATTENTION -X est l 'ope de ✗ , il put the poi lif!

y - ✗ = -(5) = 5ex: six:-5

\



• IR → IB

✗ H X" /NEIN

n:3: EIK
×

y

h:3 ¥513
✗

y

f

nsh 112-1112

✗ → ✗ 9 .

y

i

• Of → IR M

→ ✗ " , he# (enter latif: posit if on negatif)✗

IM → IR

✗ Hx":&

E- 1:
*

/

at

ATTENTION: si n St NEGATIF

Of-IRK

sin stpoilif Of: IR

• Of → IR

✗ ↳ Rex's

Of: Rt

✗

y

Par extensith, l it → IR

✗ a ✗ Pk = Xp Fz ex"[
Jo, tool

I



✗ a ✗ Pk = Xp excyle: ps2 9:3 : Fz ex"[
Jo, tool

forction trigonometigns:

IR → IR

✗ ↳ Cos ×

nY

1

- I
-

RAPPEL

Cox

sinx

tons

IRS IR

✗ ↳ sinx

.

my

. l -

Of a- IR

1 Ing tanx:  tax
coax → n 'existe pas si coxso

N Cox so si et senlement si

✗ = I + kit , Kett

cox
K

Of:] + hit, Etchty TC , KEE



Of:] + hit, Etchty

"51

y

O
-

IT
Z

31¥- SE- 

t

- ←- IT
y

cut

V1 . Derives: fla)

y

✗

Ef

a

a

Tai tangent a- lacombe Ff en Ca, fla))



Definition: Soit f: I → J line fondon

soit REI

f est derivable en a si et seulement si

lim
✗ → a

f- (x)-Fla) exist , et on note f- ' (a) = him fly-Fla)
x - 9 ✗ → a X - a

f' (a) est applet derive defend

elle correspond a la PENTE de la tangent at Ef en Ca, Fla))
n Y_

a

fla)
Of droite qui fame for Cx, fly

et la, fla))

on Capelle secant a- fff

fly



la gente de la scantiest: f- (,_x,);fy) tend, vers la pente de la tangent Ta
✗ → a

qui but Fla)

Remagne on a lini flx)-Fla)
⇒ - f' (a)

✗ → a

b

si on pre h:X-a six → a alms h→o

et olds on ecriti f 1 (a) = lini Flath)-flag

a490

h:X-a

done ✗ = ath
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exemple de derive:

si f: R → IR

✗ ↳ 3×+2

lini f(xth)-fly = f ' (x)

hoo h

slim 31×+41+2-3×+2)

hoo h

= Am 3×+34+2-3×12
hoo h

= leg 3£:3

Par consequent pom tout ✗ EIR, f- ' (x) =3

Remarque, on format demonter ls devices swirantes:

f

k (Ker)

÷

axtb
✗ 2

• ✗ n

☒

1 ×

cos ✗

2X

Mxn-1

Erx

 z

-sinx

( as ✗ "2ns 1.x" "Ex"k = E. fie '

derive

A)

I:X-1 M -IX ⇐ -1×-2=-"

Rand: XM, XP

✗ 'k = K

¥
sin

cos-cos



sin ✗

lux

et

cost

cos

- sin

-cos

*

ex

RMI.
In lab) slna this

Propieted: si f: I → R

✗ ↳ FX)

est desirable sur I CIR

si pour tout ✗ EJ , f' (x) so also f est croissanti

f' (x) co 11 f est deconsante

si f' (x):O on a Messi

?
☒

- points d' inflexion

maximum minimum

✗



Proprietes: 1ft g) ' (x) = F'4) tg' 4)

If g) 'a) = F'a) guy + A) g' A)

(F) 'a) = flaga) -flaga,

gax)

Nouveauté: derive de forutions composies

Rappel: f: I → J g. J-k

i  fin Is g (Fla) ⇒ go flx)

si f: ✗ MRex: et g: x Hax tb

got lx) = g(fix)) = g (Rx) = arx t b

et fog (x) = fly 4) = flaxt b) = AND



example: f: ✗ He" gix 43×2

foga): f (ga)) =F(3×4=8"

gotta) = g (th)) = g (ex) = 369=34

popreto:

(Fogle)

(got> ' (x) = (g (FLN))' = 9^(71×1). f ' (x)

exeryle: fix µ ex g: ✗ 43×2

(fog)iX) = f ' (glx)). g 'a) = e"? 6x=6xe"

=@ (ga I = f " (gin). g'd)

③ of/' (x) = g' (Fla). C'/ = Ge! ex



on en deduit quelques resultants:

(re)':c.fm,-"D= EYE,
✗ If 4) ☑ VFX)

(cos/FIX ' -sin (Fla). F' (x)

eft), fly

fly. fly

exercise. quelles south demeside:

(eft 's

en (Fk))'s
• :*

(G) , sin (3×+2), e" , ln(E)



(Fx)"s 1 ↳ . f- sinx): - Ign

sin (3×1-2) '= as (3×+2). 3: 3 cos (3×+2)

(est)'s em. (-sinx) = - sinx e

en (A) '=  '  "2kg" 21.x

Cox

vii. Primitives:

Definition: Soit f: I → IR, f- continue sun I

une primitive de f sur I est une fonction F derivable

sur I telle que F' (x) =flx) ,×EI

sin

f- (x) = cost is ↳exeryle: si

- sin
Flx) = sinx

Notation: on note en general Flx) =/flydx



propriete: Les primitives sont defines a une constanteps

Eneffet. soient F, et Fz deux pinities def

Pon definition Fff

Elf

done Fl-E'-f- fso

(ti-E) 'so

F, -E =L

F, = Etk

done

(ladence de la fonction constant auto)

done

Par consequent on definiture piniti de Fa une constant tis



et on eania : furniture def: Ftk

tableau as pentives.

f F

O K (constant)

a axth

x Eth

✗ ntl

Mtl

hex) the

exth

✗ ~ th (Citi) '= I.. Cnas ✗ " "
1: n

(n#-1)

é



☒ :X'" ✗ 1/2+1

Tett Ik
=

✗ Etz
• II. 3. K

3×3/2 the

cos -

sink)

sin

↳

- sin

- to

sixth

- coxth

Remarque: Jf' (ga). g' 4) d" flga)) th

devil du is

- J.T.int dxs.mxex: ✓ sincy e" ax:?

J 12%+5-
3 dx =?

Adence de 3×+5

gene 94=(91×1)'

the

- F- 5th



I:#ax. haste car cos' 4) =-sinx

ffl,yµdXet ma

viii: Integrals:

Definition: sort f:(as] → IR, f continue sur Ca, b]

Jb flade (FW]: F(b) -Fla)

a

ou-F est une pinute def

Interpretation: si f est so sur Ca, b)

Ef

[flax



[flax

Propriete: I#ytgh)dx:[flxsaxtf.bg a) dx

b flax: fifty dx tf "fly ax

€I

1} flx)dx= -f) flax

(en effet: f) flxldxtffflx.de =), "fly)dx so)

Important: si b:X
- )a" f- (Hdt: F(x)-Fla)

c 'est la punitive de f qui s' annuleena:

en effet: (F (x)-Fla)) • Fla -Fla)

4 %

= f- (x)

Si ✗ =3: Flo)-Flako



Remarque, de facon generate:

Fly-yo "Jj Hdt

- est la punitive de f qui want Yo guard ✗ = to

en effet: (FL)-yo)'s F' (x)-o - f(x) .

et si ✗ = Xo: F (xo)-yo s/go float so

%
⇒ F (Xo) = yo

thereme fondamental an calculi  Ht)". fly



Integration for parties.

Rayed: (A) ga)): F' C) guy + flag'lx)

done f- ' (Nga) : (E) ga))'- flag' (x)

/f- 'lx) ga) dx: JEN guy'd ✗ -J flag' Mdx

/E' (a) galaxs flaga) - /fly g'lx)dx
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b. Equations differentiells

Definition: d' nden

Une equation differentielle Vest une equation qui relie une forution x

aver ses denies successives jusqu' a la ne devil de la fame suitant:



aver ses denies successives jusqu' a la ne devil de la fame suitant:

IT rehe de la device
Flt, xx; ✗ 3) ,.., ✗ ^):O

ici : ✗ est une fonction: ✗ : I → J are ICIR et JCR

(normalementIC.IN, JCIRP)

✗ : I → J are ✗ deniable n fois (an mon's)

th ✗ It)

Dans a cows F: IxJxJxJ.. ✗ J

(E, X, X', ✗ Y.., ✗ (n) ↳ Flt, xx! i. , ×"')

→ IR

Exeryle: ✗ " "Ct) + 4 ✗ " (t) - as ( (t)
y

⇐ AZ

dence 3h. dex

✗

✗ ' : devil premiere

✗ " 11 blonde ((x)')

xD " zone

 am a nurse .

exert. si ✗ (t): t" + 263+41-+5

✗ ' (t): 4631-6644

✗ "4) = 1262+126

✗ " ' (t): 246+12

✗ " (t): 24



✗ " (t): 24
✗ '5) (t) = 0

autre exeryle:. ✗ ' (t) = t

alon ✗ 16) = Et k,

Remarque: la constant est donnée

k constant ER

farce qu' on apelle la condition initiate

8
exly le: Si ✗ (07=1 a- to ✗ (o) = Eth

%
1 soth alois Ksl

done ✗ ' (t)-t

✗ 6) =)
nous donne comme solution ✗ (6) :#th

erylei ✗ 'H) = ✗ Ct)

Alas ✗ (t) = et

en effeti ✗ '4) set = ✗ (6)



Definition, equation differentielle sous fame normale d 'noun

Ce sont des equations differentiells d' nee n de la forme

✗ " (t): flt, ×, ✗ 1×1..., ×" "

Definition: equation differentielle autonome obden

ce sont as equal. diff. O' orden de la forme

Flx, ✗ 1, ×" ,..., ✗ "1) = 0

sane depend pas de t de fagon explicit

aye:

✗ "=-364). ✗ '+5

pas autonome

(1) ✗ " (t) + 3001 f ✗ ' (t)-5 Mdre 2, on lentlamethe som forme
normale

6) = 6(2) X"> (t) +3cm (6) + 5

bodied, on lent lameltre sons forme normale

✗ (4) = -3m (✗ 1) -5K +6 elle 87 Autonome



(3) CD (Y) = X

Definition: equation differentielle liniani d 'orden

Ce sont ds eq. diff. dodie n de la forme

am (E) ✗ (n) (t) + an, (t) ✗ (n-" (t) t.. + a, A) ✗ ' (t) too (f) ✗ (t) = g (t)

Remagne, ls coefficient aj.lt) he dependent/as dex ni de ses denies!!

et ls x, ✗ 1, x",-- , XD guard its op amistent sont DES MONOMES de degie 1

cold y ×",.. %.. Mais PAS Tm (X)!.

menine Ronco (x").-.

exeryles:

poloniaire -

✗ ' "+ Ex "t Colt) x = et lennie,/as autonomed 'robe 3

↳ (1) + ×' =-5: Instineani

3×4 + 56' x" = - Cox)

3 ✗ " t 2x' = o lineaueet autonome

3 ✗ ✗ (4) +2×1=0

(Flinaire
pometre lineaire on doit awn



(Flinaire

ay (x) ✗ ' "t a, x's

w
coif depend de x

pometre lineaire on doit awn

ay (f) ✗ (4) t a, (t) X' = 0

Bonne nouvelle: dons a coins nor n'étudums que es en. diff-de

la forme X' = flt,x) on x's f- (x) (que d 'ordus)

Question: quelle est une eg. diff. linearie d 'order 1?(et sous fame nonalej?

• ✗ 't alt) ✗ ⇒ glt)

• ✗ "t a x s b heave

(cas non autonome)

(Cas Autonome)

Resolution de ✗ 'tax so (are a $0) a constant

(eg. diff. lineaire autonome)

(sous 2nd membe, can =;)



Methode: étage: on multiple des 2 cites you e) adts
eat

✗ 'tax:O

ea.tt't neat x sojecutalos (Ray: (eat)'s neat /

Sion poem (f) seat

µ' (f) = neat

(eft))! flagellt)

di f A) sat

f- ' (t) sa

Mlt). ✗ ' (t) + milf). ✗ 16):O

(alt). ✗ (t))' so

dom Mlt). ✗ A) = k

=u%:

(k: constant)

done ✗ (F)

I

Is e- at

ke-at ai k est une constant

exercice: Restude ✗ '+5×501 trower k ta. ✗ 103=1



exercice Restude ✗ '+5×501

② ✗ "t lox-

3 ✗ ' - ✗ =0

trower k ta. ✗ 103=1

" ✗ 101=2

4 ✗ (1) =)

1 ✗ '+5×30

• on multifie por est: ✗ lest + sestx =,

• ✗ . est)' so

• done

• Ansi ✗ (f) =L. est y "

• Finalement comme ✗ (o) = 1 ma ✗ 10) s ké"! keisk

• solution

✗ . est: K, KEIR

done Ksl
✗ (f) = e- st

exervills: y ✗ '+6×-0 ✗ (2) =5

Z 3×1+2×-0 ✗ (1) "1

3 ✗ ' -5×51 ✗ (01=1

29 septembe 2021
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Resolution d 'en. differentielle



Resolution d 'en. differentielle

linearie a coef. constants /are "second mambre"

-
(non homogene)

,a,bER (bto, 940)1 "tax =b
*

Method: on multiple chague membe par etat: eat

ce qui donne: eatx' + aeatx: beat

-
(x.cat)' = beat

✗ eat =/beatdtdone

C 'est a'dice ✗ -eat = b) eatdt ☐ feat at = Et (ato)

s b. %;

{+ he-at

t k Re IR

Par consequent

on encore.

✗ = feat. e- at the-at

✗ =



Application en biologie (dynamigne depopulation)

fin du ✗ V11 (179oz) Revolution industrielle

MALTHUS

Dort Pct) la population an tempt

la matin de cette population autempt defend de aliments:

i naissancs

• most

en ignations i .

P ' (t) = b.PH) -d Plt)

P 'G) =(b-d) Plt)

et on suppose quid llamie ts to par exegle 1790

In population Plots)- Po so

ad



On a done eme eq, diff, a resonde:

(P' =/b- d) p

Peto) s Po so

b) dso on pose b- d:c

done l leg. s' een't: P's CP

⇐ P'-CP:O

⇐ (P. é 4) !

⇒ Pectsk

⇐ Ps ke't et P(to) s Po

done kecto, Po done k= Poet to

C 'est a die Plt) = Poe-cloect

= Po e Clt-to)



Problemi si bid (plus de naissance que de mort)

C) a
Plt) sly eat

population

Po

> temp

VERHULST (Y 1845)



VERHULST (Y 1845)

Verhulst a propose le fait que la constant de croissance C:

wPH) = CP Ct
)
n'sty as constant

Maiselle depend de la

population elle meme

Authement dit P'= CCP). P
N

Population P
K

CCP)y

→ CCP) = a. Ptb.

= a Ptr

bir

as 18=-7,

CCP) = -1← Ptr = r(1- E)

Ansi equation de Verhulst:

P': CCP). P s r(1- E) P

P's r(1- E) P Ki capacite de change de d 'environnement

C CARRYING CAPACITÉ

equation logistigne.ir/kso r: croissant



equation logistigne.ir/kso

Plt) .

r: croissant

maximate guard P

est tile tile
k

It

equation logistique sin conndie r, Kegan is:(pour sunlifier lepublime)

P'=(1- PIP

p' =P-Pe

⇐ P' -Ptp?o equation differentiette nonlinear

a'cause du p?

Definition equations differentielles de BERNOULLI
9 pas de,

Une eg. de Bernoulli est une equation differentielle de la f ome

'+ FCB or g (E) ":O

fetg 

u



airer, fetg sont deux functions continues smR.

ce sont des equations differentiells non lineania cause de Xr

• sirst: ✗ 'tf(f) ✗ tg (f) ✗ =

⇐ x' t (A) + 941) ✗

☑ /' + CH) x so equation linesne sans second

mom he
• X' t flt)xtglt).x,%:O• Sir:O

⇒ ✗ '+ flt)xtgH) so

✗ '+ flt) X s -g (t) eg. diff. lineaire are 2nd member

• sir to et, 111



on cherche ls solutions ×> o

methode de resolution:

on divide you x"

✗ '+ Flt) x + g 4) ✗ 1=0

E. + fits. It gets. ¥a) to (mid: ¥=x"

Er#1×-3×11
⇒ it + flt)

✗ 1- r
+ glt):O

on fait unchangement deniable:

on pose ult) =

also n'4) =(a. e) x""1×1

✗ YET ✗ 7) Max"'. ×'

front"! f'

shh) ✗ -1×1 ⇒ ✗ Y' = I
1-1 sirtl

Yet fltjutg.lt) so



cold en multipliant pants:

M' + (1- e) flt) Mt (1-2/911)=0 eq. diff. linearie end

9 on sait resende:

µ' + (1. c) f (1) us-G. r) g (t)

on mullybe you e) C- e) flt)dt, el.rs/f(6) at

on oblient: (u. e't)/Mdt)'s -(i. yell.rs/fltldt go,

a. ear)/flat , -(er) Jell.rs/fHdtgls)dstk

⇒ us e- cir)/that (d.rs/ectr)/flhdtgasdsth)

NR - MA) = ✗ " "Ct) (aver ✗ so done a) o)



dom ✗ (t): u""'

✗ Ct):(

Exercile: resondie l' equation de Verhulst "simplified"

(P's PA-P))

Si U:X?

also ✗ = eek
done

o

✗ '= ✗ (1- x)

ace ✗ 107=2

✗ '= ✗ (TX) (⇒ ✗ ' = x-x2

✗ ' -✗ 1×2=0 (k)

on reconnat une eq.diff.de Bernoulli de la forme ✗ 't fl txt g (1) ×':O

are flt) = -1

get)-1

it is 2

achenhe ls solutions ×> o de ce polleme



on achenhe ls solutions ×> o de ce polleme

Methode: on dinse (t) for x? x-'✗ ' - 64 + x? x-2=0

⑦ ×-2×1 - ✗ - +1=0

×-.
\

on pose u: ×" c 'est a'die ult) , ch aver Mo): jags {

Ma Alas U' (f) = -1×4. * ' (f)

done u" s -

Unglace dons (A) :

✗ -2×1 airsi ✗ -2×1 = -ul

et on

* *,

- u' - M t 1 = 0

et en multipliant far-1 on oblient µ' tu-1=0 aver Ulo):{ let us;)

USO

Resolvons fu' til-l (1)

Uco)-12

multytro (1) por etat, eton

(1) (⇒ (M. et)'s et

en integrant as" cotes" mollient



en integrant as" cotes" mollient

a. etsfetdl.tk

dom ult) set (Jet at th) : ét(et th) = it ke't

it ké°=t ⇒ it k:{

⇐ ksj.is-2

are Mto) =L ma:

Pon consequent alt) = 1- {e- t

desta die alt) = Let

on cherite u so done Ult)> as 2- e- too

⑤ 2> e-t

⇒ he> -t

⇒ to-luz

*
(con en est croissant)

on si on pend too, to-enz est toujours verifies done ult) so pouts, o

areet
enfin: alt): Ya, dont ✗ (t) into, = Zet > 0

↳ he s 'ammile lasri to



I Etuds qualitative ds eq. diff

Mauraise nomelle: la puport ds eq. diff. sont non linearis

et on ne peut pas ls resondie explicitement

Comment faire alas pouls étudier??

On fait a gu' on appelle une étude qualitative du pollime

, te IR
exeryle.

✗ 1=6



I

y

on in dessiner ls solutions give aux tangents:

on cherche quand X k (desti dire latent de la tangented

la comte est k)
Nlt)

Ici:

✗ ' (t)-t → ×: Eth

sik

✗ to ⇒ too

_O

sike I ✗ Ells 6=1 -

si ks-i ✗ 11 c⇒t=-l -

✓ - I
si kez ✗ 1=26, 6=2 -

.
12
%

:

p

si ks-z ✗ '=-costs-2 -
-2

☑
\



Definition: On appelle isocline-k de l' equation ✗ 1: flex)

l' ensemble des points (4) ER' tels que ✗ 'skiest a dire flask

exeryle: Dessiner l' allure des solutions de l' en. diff ✗ '= ×?t

en vous servant des isodines-k

✗ "= k ⇒ X-Esk (a- chaque KEIR donné)solution

⇒ ✗ ? kit si ktt> o and to,-k

④ ✗ = THE on-ft

sik-o: ✗ 'so ⇐ ✗ : Potton -Tott

= Vt on -Vt it> o

si k-l

ks

✗ '=/ a ✗ = Ftt on-Ftt

Et

Vitt

Vt

I. 1C> X-Fitt Mftt

-Itt

Itt



O

si ks-i

- A
- Mtt

EY: isoclines de ✗ '= ✗ (Ix)

✗ I. 1C> X-Fitt Mftt

^

Hi 1=2 ✗ -Ftt on- Ftt -

si k:-2 ✗ '=-2  ✗ = Ftt on-

✗ '=-1-2 @)

-2ft 2
- 2

.

remarque: a FK) Gf

✗ → F(xtk) on

defence by de-k

horizontatement

8ft"

f. (XH)

-1

f(x-1)

✗ → FIX)tk

.

\

y

✗

y

0

 "ff

flx)-1

r

on deglace ref de k

verticalement



exercise: representation Is solutions de l' equation de VERHULST X '= ✗ (IX)

(equation logistique)

On cherche ls isoelines-k de l' equation.

elles verifert: ✗ '=k and ✗ (1- ×)=k

↳ X -x2 sk

⇒ ✗ 2- Xt k:O lesisolensksontls solutions

de ce polynome de degrez

D: 1- 4. k

• Si D> 0 (=) 1- 4k> 0

⇐ 134k
⇒

Rappel:
ax-+ bxtC:O

 = 52-Gac

① si D> 0 on a 2 solutions 4: 'EY

I:-b Is

② si Dso on a isolation Xo: -&

si Dco on a o solution3

13k alas on a 2 solutions
✗ 1: ¥-11-4k)

X2: 7 + Xk
2



• si D so cold k:&, alas a a une sente solution to = 1

• Si Deo cold k> ly u ma arcane solution

Eko

×k=t,

k-o ×, s t-Fo

keyEh

zety.lt#

= O - s/ e-
n

K:-1 4= Ñ = ¥52

4=1 THI s yrs

1125

1- B

E

k:& ×,-'Ent:-#

s y: '+ FUN, HEE
2

4=18

1=18

k:O

ks-l

k=-l



Remargus sure ✗ ' = ✗ (IX)

c' est une equation dela forme ✗ 'sf(x) ordie 1

nonlintaire

autonome

sous fame normale

Dans ce Cours Lane f suffis amment reguliere)

A
deniable, de derived continue

ce type O' equation ✗ '=f(x) si melins it une condition initiate pride une unique solution

→ c 'est a dit que lar un point we lamera qu' eme sale comte solution

autument dit, ls trajectoris me poumont jamais se arsis!!!
-

ls solutions

ici por exegle: x'=N1-X) i si ✗ (t):O pour tout t als ✗ '11-1=0

ex max's ✗ (1. X)

%: 0



A ✗ 4) 51 pour tout 6 am ✗ ' (f) so

et ×'s 1. (1-1)=0 OK

8 %

Ma 2 solutions eidents qui sont reto

1

Remargues: dans l' equation ✗ '= ✗ (1- x) , ma ✗ = let ×-0

qui sont a la fois des isoelins (isolins nulls) etds solutions

on ls apelle les equilibe de l 'equation



Definition: on appelle equilibe In solution stationmaire) de l' equation X's flx)

ls solutions notes ✗ * lettes que ✗ * 'so c 'est i die f (a) so

(solution stationmarie

eg"unlike
= independent du temp, done sa device est null

One four tower ls equilibrs, il faut juste trower ls solution de f- (x):O

Une fois times ls equilibs, nous reductions slib sont stalls on installs.

Propieti: les solution de ✗ '= flx) quand elles ne sont pas constants

(ios equilibe)

sont strictement monotone (C'staidie sort croissante, soit de croissants)

d 'oscillation pombe)(you



Pree: suppoons qu' une solution de x's flx) ne soit for monstone

alas on a 2 as possible:

* (ti" ✗ 'Eko

→

✗ Ext)

t,
÷

✗ (4) = ✗ (E)

* E't

-

O O

✗ ✗ 'Hiko
altal> o dans ls 2cm ✗ ' (4) ✗ ' (E) so

6 b
⇒ f(✗ 4,1), f(x(E) KO

⇐
Mx Lt,):X (E)

Flat,)). f(xH,)) <o

f 2×11, 1) 20

To relent
psete so

⇒

dom ✗ ne peut pas osciller ⇒ ✗ est monotone

bobbecows 718Propriete: Si thx it) est solution de X'=f(x) sun uninteralle Icir

alors four toute constante Carla fonction, t.q.tt ces

thylt) s ✗ (ttc) est aussi solution de la meme 'equation

Prue: soit glt) -NHC)

alors y'/f) = ✗ 'Ltte) on,

solution de ✗ '=-11×1 alas)

Etc EI et comme ✗ est

y'A) = f- (✗ Htc))

Roy, el

@ (gl t))) sflgltll.gl It)

☒ Etty's ✗ ' (ttc). 1.



y'A) = f- (✗ Htc))

y'll): fly/H) (yet):X Htc))

☒ Etty's ✗ ' (ttc). 

✗ '= ✗ (1.x)ex:

O

1"

t

✗ 1H) , ✗ (t)

✗ 11=1
✗ (ttl)

⇐

¥
✗ (1)

Est
✗ 12)

:!
✓

-.

:
Z

✗ (1-+2)

+1

Remarque. cette popite' est important, para qu 'elle signifie

g u' une fois au'm a home une solution le graphe de toute

es auto solutions est time you translation (defacement)

horizontal.



exegle: X's ✗ 11-x)

= flx)

: on a 2 isoclines specials: ✗ so et ✗ =\

pour les quells f- (x)  (en effeto (1-0)=0)

b et 1 (1-1)=0

cesmtlsisodin.es pour les quells ✗ 1=0

c 'est i die ls isoelines nulles.

Question: que rent due x' so?

Ga vent due que ✗ est independent on temp, on dit que cette

solution est stationmarie on appelle sa aus un equilibre

on encore un point critique.

Onus a cows on ls appeller equilibres et on ls notera ✗ *

(done ls * sent ds constants solutions de xx" so cold flx* )



Notons que es ✗ * sunt non satement ds is o dins walls,mais aus

ds solutions de X's fly. Eneffet, comme Xt stane

constant et que flato on a * 'so = f- (x")- u

* ce sont des droits horizontals.

Oans legate Y-tefammecesoutdssolutondellea.xt.tk)

Arcane autre solution hefutlscroiser.cat solution dextflayne

parent pas se crosser).

Question: comment representa "facilement" ls solution de ✗ '= flx)

sans connaite law forme explicite.

METHODE: Oh consideri leg. suriant ✗ KfW)

① churcher ls equilibs ✗ * (c 'est a dire ls solution de flx *) so

② Train an axe vertical ebon y repite ls * troves

③ entre chaque equilibe ✗ * on regarded signe de fly.



regarded signe 

eton legate sous forme deflide

Exenyles: equation de Malthus: ✗ '=kx (onpendicik> o)

on fore FIX)=kx (✗ 'sfa))

① f (xx)-0  kx*=o mk> o

✗ * =O est le seal equilibe

2
I ← important

•✗ to

3

'← attention
c 'est ✗ en abscisse

n flx)

flx): kx
flx)=kx, k> o

} flu> o

O✗ y

FLACO

✗ 70

✗ '=flx)

i * so est solution

Remarque cette droite verticale simple

portrait de those de ✗ 1: fly



exercile: Oessiner quelques solution de ✗ '= ✗ (1- x) (misdite de VERHULST)

on for flx) = ✗ (tx)

ls equilities ✗ * verifient f- (x") so

C'esta' die ✗ * (1-14)=0 ⑤ X  on 1-xt-o

E 4*-1

ma 2 equilibres ✗ * so et#s l

②

* 1

✗ *
0

✗ flx)

ft,y

÷
*

negotif

fly# 1-

:X-×?
9



✗

t

1

1- - -

Alley

✗ "s FIX) n 1

0
, M

_ 1

flx)

O 1



f- 4) = ✗ (I-X) (Mx)??

M ☒ (1- x) X-M) ?'

* 3

✗ °

*

done l' equation d' Allee. ✗ '= ✗ (IX) (X-M)

-

(Melone)

✗ * =M
instable M

Remarque: it ✗ test

STABLE

✗ * instable

✗ ¥1 STABLE

-
STABLE

exercice: ✗ '=flx)

nfH)



exercice: ✗ '=flx)

✗I O Z 3

✗ 's flx)

nf(x)

- 2 7

①

2

equilibres

portrait de those

③ courtes solutions

1

\

n flex)

2
3

'equilibres: il y a 4 equilibes-1,0, 2 et 31

2

- I

0

2

3
p

3

3-

STABLE

INSTABLE

STABLE

INSTABLE←



_

I


