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Equations aux dérivées partielles

appliquées à la biologie & la médecine

PARTIE): equalising paraboliques (equations de réaction-diffusion)

PARTIEZ : " hyperboliques ( " de type transport)

↳ equations différentielles à retard



Partie 1 : Equations de réaction-diffusion

I Les structures de Zuring

REFERENCE : JAMES MURRAY

MATHEMATICAL BIOLOGY
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Introduction : dans un contexte biologique, les systemes de réaction-diffusion

ont été introduits en 1952 par ALAN TURING pour étudier

la MORPHOGENÈSE (apparition de formes dans les embryons)

au cours de laquelle des formes semblent apparaître"-à partir de rien"



turing a montré que a. type d'émergence de forme peut avoir lieu

dans les systems assez simples, comme des mélanges d'espèces

chimiques (qu'il appelle MORPHOGÈNES) soumis à de la diffusion et de

la réaction.

Ces forms dites STRUCTURES DE TURING (TURING PATTERNS)

ont été utilisées depuis les années 70 dans de nombreux travaux

de biomaths : taches sur le pelage, _problemes d'écologie, population,..

Avant de passer aux systemes d'equations de réaction. diffusion,

commençons par étudier une seule équation :

1. Equation de diffusion :



Equation de diffusion :

L'équation type décrivant ls pensions offusifs est :

♀ le Lt, x) = d Δ ult, x) equation de la CHALEUR historiquement introduite

par FOURIER

u : quantité de chaleur qui se diffuse

t : temps

✗ : espace ✗ E RCR" N: 1,43 (ici N :|) ✗ ∈ [0/2] C) °

oêt : denrée partielle puryptait

Δ : laplacien, operateur de la diffusion

en dimension 1 Δ n (Ex) = 0%4×7

- <

2×2

2 : Dutt, x) 0%14×4%14, x)" ✗ :(¼)

d : dso coefficient de diffusion



Définition : La diffusion est un phénomène pour lequel le flux est proportionnel

au gradient.
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fort gradient positif

→ fort flux vers la gauche

gradient

fort gradient negatif

→ fort flux vers la droite

La diffusion "aplatit les bosses" d'autant plus vite qu'elles sont hautes

et que d est grand.

Question : que se passe-t-il si do ?

on a alors un phénomène d'agrégation ou concentration.

→ 1

Remarque: dans ce cours on n'étudia que le phénomène de diffusion c'est à dire ds



en ID : 8¥14 ×): ADULE ×) s'leit fuit, ×): d. alt, ×), boxe lac]

↳ 0

a. Conditions aux limites :

Pour que ce problème soit complet, il est necessaire de préciser :
✗ ERCIRN

① quelle est la condition initiale : u (O, X) = f4), ✗ E [9L]

② quelles sont ls conditions aux bouts : ici gamox : ◦ et × :L

on donne ici 2 conditions aux bons classiques :

① Condition de DIRICHLET : homogène

M/40) suit, L):O

lui ult, x) so

t → ta



⑥ condition de Neumann homogène :

§ alto):& MIEL)-◦

conservation de la masse

fflxydx = H. L. ⇒ H : ½

Le probleme est desormais complet :

♀ altix) -adult, x) 630 xela]

+ C. I. MIO, X): f/x) ✗ EGIL]

+ C. B (Neumann un Dirichlet)

H

o

ff4/dx

⑤



b. Fonctions popes

Pour résoudre (5) on utilisé la notion de fonction pope.

Definition. On appelle fonction pope de l'operateur Δ, que l'on noté w

pour des conditions aux bords définies (neumann, orichlet), un

profil spatial (ou une forme (c'est une fonction de ✗ seulement Wix µ WA

tel que : ① W est derivable L fois sur G, y

② W ≠ ◦ sur [◦ IL]

③ W veufie les conditions aux bords

④ Δ w (x) = Aulx) , 1ER

Remarque : w est définie à constante multiplicative rès

wa) on kwk): meme fonction propre.

Remarque : A est appelée valeur propre associé à W

8) 1

Wh): U

b Δ

m
OKI 11

à

Exercice: on considère ✗ E [◦ IL] avec les conditions Dirichlet homogène.

1) Calculer le fonctions pops associées de  associées à ce problème



1) Calculer le fonctions pops associées de  associées à ce problème

2) Dessiner le premieres fonctions pops.

solution : On cherche W, 2 fois demable sur Lo, c], E. g. W#◦ sur Coil]

verifiant : DIRICHLET W (o)-◦ et W (C) -_◦

et Du/x): Aulx) ici

/

w " (x) = Awk)

Autrement dit on résout W t.ge W " (x Awa)
W (o): W (L) so et W f0

On cherche les solutions sous la forme est avec LE ¢

si Wix): ex alors w ' (x) : 1ᵉʳ ✗ et W" (x) = 12e"

W " (x) = A WIX) pour tout ✗ ∈ Coil] ⑤ 12e" = te"donc

⇒ C- 1) e": ◦ pointutxelac]

polynôme caractéristique⇒ 22=1



CASI : si 7>0 22=7 ⇒ 4 : A ou E-A

on a 2 solutions linéairement indépendantes e" " et e" ai n, s-½

Dans ce cas là, le solutions W sont données par :

Wh): e, e"" +9¥ et on calcule Geth grâce aux conditions aux bras :

• Who) so =) C, tg so càd

done Wh) = C, (e" " _é" soit 4=0 alors W :O PAS POSSIBLE

on veut W#0

↘ élit, élit ⇒ Mls-ML

⇒ Zr/2=0 PAS POSSIBLE

4 :-G

• WIL)-o ⇒ c, &"" _é"):O

apod beso

(A)

7) o
#le cas 1 n'a pas de solution

i siCAS 2 J :O dans ce cas :  W"  (x):  ◦

donc :  W'  (x)  = G

et  W (x)  s GXTE et  GEIR à  det ermines



et  W (x)  s GXTE

⇒ Eso ai nsi  W/x) :  GX

⇒ GL ⇒ ↗

/  4  et  GEIR à  det ermines

WO):O

W (L)  so
4=0 mais al ors  W :O PAS POSSIBLE

↘ L :  ◦ pas possi bl e car  Lso

l e cas 7=0 n 'a  pas de sol ution

CAS 3 si  + co on  a  al ors  m² = 7 qui  s 'écrit  r ² :  -  171

= i l/AI

dans ce cas h ,  si  f 71 et  ½:-if  and 4:52

r , :  α + ip  et  ½ ix . is  :  was gé"t'Atget -pk

b on peut  se ramener à  :

W (x)  :  e"  (C, cop x)  t  { sink  x))

Rappel  :  si

i ci  ✗ so et  β :  A

donc :  W (x)  = C,  ca  (✗ V71)  t  98in (✗ F I)

Cal cul  de Geth  i

Who)  so =)  C, +0=0 =

Par conséquent  W (x)  = g  sin (H

et  W (L)-◦ =)  E  sin (LAI) -0  ↗

C,  O

H
Eso ⇒ W :O PAS POSSIBLE

↘ sin (L . V71) -o

- LA  :  KIT ,  KE#

M 250%171>0 "→ ↓

→ M :  c kit

KEN *

done H):  (E)  "et  ai nsi 1.  (k")"

kent

et  WA )  = g  s i n  ( × .  KI

:c  si n  ( k )  m a i s  c omm e  w  e st  d éf i n i e  a i  u n e  c ons t an t e

m ul t i pl i cat i ve  p i  on  p end  4 =1

c on cl us i on  :  l es  f on ct i on s  p op s  de  Δ  s ur  C oi l ]  a v e c  l es c on di t io n s  d e  D i r i ch l et

b o n s  g en s  s ont  W p  ( X)  = s in  ( k a



b o n s  g en s  s ont  W p  ( X)  = s in  ( k a) ,  K EN"

L

de  v al eur s p o p s  a s so ci é s  7  :  - C LI P  ,  k en "



traçons W, (x) et Walk)

n Y

1

- 1

W, X): sin (

- Waa): sir/⅔

½

Remarque : KEN * est appelée la frequence des oscillations de we

Exercice : memes questions mais avec NEUMANN



Solution

On cherche les fits W deux fois der. sortais, W#0,

vérifiant : N'10) -w' (L) -0. et W " (a) = ✗ w/x).

On cherche Les solutions de La Forme Upper ? re ¢

w' (a) = re" et W" (a) = r2 et ?

et Donc N' (a) = d way s'écrit :

r 2e" = de'" /FRELON

Don, r ? = ✗

CAS N°1 : ✗ Yo.

v2 = A ⇒ ri =  et re - -M.

W (a) = 01 e"• + Ca e" ?

Cots de Neumann, w' (o) = w' (c) =D.

w' (a) = 01rem" + Car, e" ?

W' (o) = Crin Car, = 0 ⇒ #1- Ca) -0 

R = -M



W' (o) = Crin Car, = 0 ⇒ #1- Ca) -0 .

te ⇒ Imp.

car 470

Ca =L

Si 4 = Ca , what = Ç e" & 0, eux

N' (2) = 45e"" _Car, ê" "= Car,/ en_ê"') ⇒

| l'1L_état

Ca ⇒

imp.

W#0

✓ 1=0

✗ yo

↓

V12 =-KL.

2 V12-0

V1 =D {⇒

l
N imp

a) °. ↳

C/c : cas ner n'a pas de solution.



Cas 2 : × = O

w' (01=0 ⇒ Ca =D

D'où WIN = Ca , w' (x) =D . D'où w' (L) =D

on peut prendre win = 1, tut [O, ↳

cas 140 :

22=1 avec 1<0 donc 2- i  ou -i

on a donc wa) = exe (a cos (Bae) + ca sin (Bae))

avec 2=0 et β = donc w (x) = 4 cos (☑ x)

+ Ca sin (x 111)

what = Carter w' (a) = cri

41

171



W' (2) = -CITE sin (se F) + ↳ NI cas (x ☑ )

W' (O) ⇒ ⇔ C2 donc 22=0£1-0

70

) et w' (a) =-4 ☑ sin (xW (R) = 4 COS CHA

w' (L):O ⇔ -GIM sin (LA/=D

0

= KT

HI

C) =D ⇒ W O Imp

1411=0 4)sin (L

avec ke INEa) sin (LE)-◦ ⇔

d'où + = - (k¥7

d'où w(x) = 4 cos (x EE) avec 4=1

+

L

❤



Conclusion : si 1=0 W(x) = 1

si 7<0 WA) = co (k ) kent

que l'on peut résumer par :
Wex) = co (KÉ) KEN
k

avec 7e : -(E) KEN

✗

y

1

- 1

L

k-o Wo (x) =L

k : 1 W, (X) = CD ( ' "

k ⇒ waa):D (2"
½



Exercice : calculer les fonctions pops W sur G, L] de l'operateur Δ

avec : W (o):O DIRICHLET

W ' (L):O NEUMANN

•

o
L

c. Résolution de l'équation de diffusion

(i) si la condition initiale est une fonction propre de Δ (satisfaisant

ls conditions aux bords)

On suppose donc que : U (o, x) = Wpk)

dans ce cas : % UH, X) = d Δ Mlt, x)

on cherche alors le solutions sous la forme :

alt, X): Xt)-WRX)

car le Laplacien ne changera pas la forme de wek)

l'équation l'amplifier ou la réduira au

cours du temps grâce au facteur alt)

KEN MIN *

Neumann

Mlt, x)

≈ DIRICHLET

L
✗

c'est la méthode de separation des variables.

On remplace alors Mlt, x) par alt) aha) dans l'equation :

on obtient :

◦ ♀ (alt) week)) = d Δ (Xt) Uk))

ce qui donne: wek). ✗ ' (t) = d. α/t) Δ Wak)



qui donne: wek). ✗ ' (t) = d. α/t) Δ Wak)

= d α (t) 7kWh IX)

⇔ ( ' (t) - d.dz Nt)) Wak) so HE [◦ IL]

m -

$0

⇒ α ' (t) = d te α A)

On obtient α (t = α 10) e" t

Conclusion : alt, x) = ✗ (o) et#Wax) ✗ (o): 1

UCO, X) = α (o) 1. Who)

↳ c. i = wa k)

et tkt apex)

> o ça indepdet

donc
alt, X):

tata

Dirichlet taco ¥ ultix) → ◦

borné

2- → ta

aleumann : si k to ultixj O

toto

a k so MLG x) + ⅓ ?



4 décembre 2023

correction de l'exercice : fonctions propres de Δ pour wo): ◦ & w' (L): ◦ sur Coc],

↳ °

• On cherche à Résoudre une équation différentielle

W" (x) = ✗ WCX)

W" (C) - O et W F O

WCO) = 0

On a que W (x) = e" et donc Will = Re" et clac

w" (x) = R²eR✗ ceci Nous Ramène à 22=7.

Cas 1 : 7>0 , 22=7 , Ra = -I et Re = ☑

ou a deux solution indé era" et eux où Ra-R,

Ces solutions ce saut données par was = Caen + Czekx où

Ca et ce saut données grace aux conditions aux bords

W CO) = 0 ⇐ > Ca + Cz = 0 donc Ca =-Cz avec Ca, Ca ¥0

W ' (L) = O et w' Cx) = Ca Rae Rax + CzRze R2 ×

donc : w' (C) = Ca Rne Rt + Carre-Rat =

⇔ Carn (erat + e- Rac) = ◦

deu : e Rat + e- Rat = ◦

e Rat = - e-Rac

e Rac

Ca F0

Rato

2RAL 



e Rac

• -Rac = _a ⇐ >
e 2RAL _ - 1 clerc pas

passible !!!

Ca marche pas



• Cas 2 : 1=0 On a w"/a) = 0

donc wild = Ca

et w (x) = C, x + C2

On cherche Ca et G

- w (o) = 0 ⇒ C2 -O donc w/x) = <, x

=) w' (x) = C,

w/(L) -o =3 [1=0 Impossible car w#0

* Cas 3 : XCO

R? i 111 donc R1-IN et R2-

Donc wbe) = ce cas/se ) + ce sin le N)

calcul de cy etez :

* who):O ce qui nous donne ca +0=0 donc ce :O

D'où wld = ce sin (x X).

* will)-O

w'/L1 : Caros (LW)-O → ez-0 impossible

↘ IN = impossible.

Cos (LN)-0

On va résoudre cos /LÀ)



On va résoudre cos /LÀ)-0

cos/LÀ)-0 ⇔ LÀ = (2kt/E

⇒ IN =/12K¥12 KEK

On a en fait KEIN car si k :O on a 1×1 

car si 4=-1 on a une contradiction.

Conclusion :

Les fonctions propres sont uple) = sin/12K + 1) Ix), KEN.

Avec les ✗ associées, ¥ -12kt') E) &.

Retour au cours :

(a) Cas où la condition initiale est la combinaison linéaire

de 2 fonctions propres :

On considère ici u (o, x) : ✗ &, We, (x) + 42Wh, (x) , * k, i MER

Par le principe de superposition, la solution est donnée par la combinaison

de chacune des solutions où la condition initiale est une seule fonction pope.

Autrement dit : u LE, x): xp, et "it we, 4) + ½ e"k twerk) , 670 et ✗ Eloi]

On peut donc généraliser ce résultat à une condition initiale qui est la combinaison

lineaire de N fonctions pops.

On aurait alors : si u lo, x) = j ½ o kg. Waj (x) alors

u (Ex) =,:& My et ¾" wagh)





Exercice : On considère l'équation de la chaleur en 10 sur [0,1T]

avec les conditions de Neumann homogènes

① Déterminer les fonctions pops et valeurs pops associées du Laplacien avec ces conditions

② Dessiner les 3 premiers fonctions pops

③ On suppose que la condition' initiale est u Lo, ×): 3+204, + sa (Ox)

② Résoudre l'équation de la chaleur dans le cas ai d ⇒

⑤ Calculer loin Mlt, x)

t → to

solution :

① Les fonctions propres sont wek)-cor (koi), avec en =-k et ke N.

w (x)

Wo② 1

x
l

4
½

③ ulo, a) =3 +2 cos lac) + Scorlox)

Par superposition, ult.sc): 3è °", 2e

=3

(Ct de cos 1hr) avec k : 0,1, 6)

- tt cas (a) + 5 é tt cas/6. c)

+ 2e-t cosloc) + 5e' "tas (6)

Et lis ult.se): 3.



Remarque : on a ici ultix) =3 + Léto (x) + 5 e- "t ca (Gx)

on rappelle que k est la frequence des oscillations de fonctions popes

c'est à dire que plus k est grand, plus il y a d'oscillations

Mlt, x)

×

t

t :O



µ) Cas où la condition initiale est "quelconque"

si uto, ×): Ax) où test a priori quelconque.

Cette idée est à la base de la théorie des séries de Fourier

Ici sur Cal]:

Definition. toute fonction 7, L-périodique et de camé intégrable sur Lai]

se décompose comme une somme infinie de cosinus et de sinus

f- (x) = ÉE (an cos (n'Y + basin (na))

ni le coefficients an et bu sont appelé coef. de Fourier de f

et cette somme est appelé SERIE DE FOURIER

Remarques : ① Les coef. de Fourier d'une fonction f sont définis de manière unisiue

(il existe des formule pour les calculer)



(il existe des formule pour les calculer)

② En mathématiques, une somme infinie est appelée SERIE et elle est

définie comme une limite de sommes finies. On doit alors étudier

sa convergence.

La condition" A de carré intégrable sur G, L]" assure ici cette convergence.

③ si Ula, x) = ÉÉ( acos ( " ) + basin ( ""×

alors ult, x) = &? Lan é" (E) "Eo (MII) + bre-a#% sin ( "¥))

Remarque : pour les equations de diffusion, on se rend compte que quelle que soit

la perturbation (la crostini initiale), la solution en temps long

s'aplatit. Il n'est donc pas possible de voir ds formes émerger

c'est à aie une amplification (mon plate) d'une perturbation

→ → emergence pure
•



→ → emergence pure
•

⇐ → perturbation. "plate"

Pour en voir , turing a considère les systems de 2 equations de renition.fi fusion

2. Equations de réaction_affusion

Un système de 2 equations de réaction-diffusion est de la forme

♀ u (Ex) = f (n Lt, ×), Vlt, x)) + du Ault, x)

% "Lt, ×) = g (alt. x), v4, x)) + du Δ Mt, x)

- X y a 2 quantités qui se diffusent : u et v

• Les fonctions f et g constituent la partie réaction du modèle. Elles décrivent

le bilan entre la production (ou l'activation) et la destruction Las inhibition) deuetv

dis, dut /Rt



le bilan entre la production (ou l'activation) et la destruction Las inhibition) deuetv

exemple : ♀ alt, x): 2m Lt, x) -v4, x) t du Dultix)

♀ vita) : vit, x) + julkx) + du Arlt, x)

u v

Pour etudier ce type de modèle, il faut se ramener à l'émergence de forme à partir

d'une perturbation d'un équilibre. Il faut donc étudier : ① les équilibres, ② leur stabilité

③ s'interesser à ceux qui-sont instables

Pour sa commençons par l'étude d'une seule espuation



a. Une équation de reaction-diffusion

On considère l'équation suinte :

♀ alt, x) = f- Cult, x)) + dB ULEX) (E)

Cherchons les équilibres homogènes de (E) . Ce sont des constantes (solutions

stationnaires (indépendantes ou temp) et homogènes en espace (constante en espace))

On les note no. no vérifie f. no so et Duo : o

Ainsi ♀ nos f (mo) + Duo s'écrit

e) Etudions la stabilité de Mo :

pour sa on perturbe l'équilibre : on note up une "petite "perturbation de no.

et il = Mot Up on remplace et par Mot Up dans (E)

on obtient : ♀ (not up It, x)) = f (Mot up Lt, ✗ 1) + d Δ Motuplt, x))

½. ¼

⇒ ♀ up G. x) = f/Mot up (Ex)) t d Δ upltix)

s/

i

◦ : fluo) (les Us sont les sains de f)

terme mon linéaire → à linéariser autour de %

f (Mot up) ≈ f (Mo) t f' (Mo) up

Ô

ft Up a l' (b) up t d Δ up



ft 

Comment résoudre cette équation ?

On suppose que up (ax) est une fonction pope et on utilise la méthode de

separation des variables : on obtient pour upto, x): waa)

et up Lt, x) = ✗ A) WELD

dans l'équation linéarisée on remplace up :

◦ ♀ (Laurin) = fluo ✗ (Huka) + dd alt) WEK)

(E IR)connu

(on a calculé met festonnée dans l'énoncé)

WKU) d' (t) = l'Illo) α 4) Uku) t d α (t) Dukla)

s l' (b) ✗ 1H AM) t d. tes Xlt) Uk

✗ "t): l'Luo) α 4) + ddk ✗ (t)

x " (t): (f' (6) table) ✗ H)

° me α (t) : α 4) elles + date) t

(fluo) tdk)t

Les solutions up sont donc : upltix) solo) e wek) avec ✗ 10):/

si f' (Mo) t d) k 40 : Up It, ×), ♀, et donc Mo est L.A.S.

si > 0 west instable

K)

] Dues : tank

pour tout too

et"" ✗ 30
on a alors

O





Exercice : On considère l'équation

% ult, x) = alt, x) (1- ult, ✗ 1) + 2D ULE, x)

terme logistique

sur [ont] avec des conditions de Neumann homogène.

Equation de FISHER

① Déterminer les équilibres de cette équations

② Etroier leur stabilité

solution : ① Les équilibres no vérifient

donc f (mo) = ◦ ⇔ Mo (1-ho) so

7- (mo) so ai f ici est définie par

f (n) see (l- u): u-m²

⑤ Moto ou Mo -I i il y a 2 équilibres possibles

② stabilité :

pour Mo = 0 calculons le signe de l' (Mo) tdk où d : 2

tp : -k' (Neumann sur [ont]

KEN
et l " (u): 1- Lu done t' (a) = ?

Ici l' (a) tate = 1- 2k", m 1- 2h40

⇔ 1<242

⇔ «k²

, KEN

½ Ck mai si kent

ulo, x)-wok)et si k so l' (en) tata-1>0

done : si la fréquence de la perturbation est nulle (ou si par le principe de supposition

elle contient la frequence nulle

on aloix) = noix) talent, tra, way +.-

alors l'équilibre • est perturbé. On aura alors l'émergence de up

qui sera une perturbation de frequence nulle (au bout d'un temp grand)

c'est à crie une perturbation plate : un, ×,

/ ×

too on perturbe 0 : no

et cette perturbation contient

Wolx): Css (x) s)



t

la seule émergence de forme ici est la forme plate (uniforme): pas d'interet pour nous

(qui recherchons de tâches ou des zébrures) no :O

si KONK up → 0 pour toute frequence k (alors ✓ est LA. S pom kan")

f ' (ho) + ddk = l' (1) + 2 ((k)') , KEN l' (a) =-2h

- 2h2 f. ' (l) -1

(1+242) co pour tout. k

%

donc pour n'importe quelle frequence k EN, up Lt, x)";? et nos 1 est LAS.

pour Most



On peut généraliser ce résultat :

lorsqu'on a une équation de reaction-diffusion sur Coit] fu : flu) td Du

la seule perturbation qui peut destabilisé un équilibre Mo est celle de frequence ◦ , c'est à

Ovie la frequence plate. qui n'a pas d'interet pour notre probleme

D'ai le passage à l'étude d'un système de 2 equations de reaction-diffusion

b. système de 2 equations de reaction-diffusion.

On considère le système souriant ♀ M ÷ flu, v) + d. Au

♀ v : glu, v) + du Dr

On écrit ce probleme sous forme vectorielle : on obtient :

:c): (5%4) + ☐ . Δ (1) ais :(% :)

Etudions ce système.

4) Reicher des équilibres : il venfient a fluo, a) so

91h0, Vo):O

Ci) Etude de leur stabilité



Ci) Etude de leur stabilité.

On perturbe l'équilibre (E) par (f) on pose (4) :(%) + (f)


