
4 décembre 2023.

on a (To) egalite ou système ♀ (4) :( g"l"ai"r))) + D. D. (Y)

on pose (f) une perturbation locale de (Y) et on prie : (4) : (4) + (Yp)

on remplace dans le système :

¾ (%:?). ( "www.t"
g (not up, not up)) + D " Moth

"+ Y)



⇒ & (Mp): " + ☐ Δ (Y)

On linéarise ce système autour de (E) et on obtient :

Ê (Mp): 4,jan) (Pp) + DD (Yp) où Te, fun):

f10,4) ♂ fluo, Vo)

¾ 9110, v0) § 9116,4)

matrice Jacobienne oelf, g) en (agro)

paratus on la note J

On considère que la condition initiale est une fonction pope : Mh"! (%). apex)

(Np (qx)

et on résout le système linéarisé par la méthode de separation des roustes en part

up Lt, x) α (t) Wax)

Y a) " (β Ca was): ({%) WEY

et on remplace dans le système :

♀ (f4,) wek): J. (ft;) aaa) + D. Δ (f4)) weeks

on obtient :

wek) (file)): J (j'%,) aka) + D. ½ 4)

+ D'a) (j'¼): AGH)

✗ (t)

pt

on obtient

CE:)

si ✗ ((

plt) ↔""? alors 1ff) → (s) et (E) est LAS.

trace (A)

det (A)

instableL. A. S.

instable (points selles)

(f) est C. AS si K(A) co et det (A) a

on a le systéme % (4) : 44in,Pour résumer : + DD/1)



44in,

① on cherche le équilibres

→ ② on vérifie que ces équilibres sont L. A. s quand il n'y a pas de diffusion

③ on cherche le frequence qui déstabilisent le equilibs quand on

rajoute de la diffusion

C'est pas toujours gagné. Mais' il y a un critère qui permet deja de donner une

condition necessaire (mais pas suffisant) d'apparition de forme.

C'est ce qu'on appelle la règle des signs de-2 using

Attention



Il décembre 2023 Règle des signes de Zuring

attention : encore une fois, c'est une condition nécéssaire mais PAS SUFFISANTE pour

avoir l'instabilité (structures de tuning)

pour avoir l'instabilité des équilibres, il faut que la Jacolienne Je, gynaro)

aient les coefficients de signes opposés sur les 2 diagonales :

C 'est à dire :

Règle :

(× ou ( Jou (Daft)

- (9 a
bi bz)

Interpretation : Jpg, (uomo): (%'" " ) 14"))

f9 (now) ⅔ gluon)



siona : (I :)
u est activateur

ff14, Vo) So in active sa

propre production.

u est alors anti-catalytique

mais 3f (nan) est co donc

u v

v inhibe sa production

 Miro) co = v inhibe la production au

fa (avo) so i n active " "dev

ici u est ACTIVATEUR

v est INHIBITEUR

:(%):(? E.) (tt) + ☐ Δ (Y)

⑨p t

+

92 Up + .

:

b) Up t bz tp t..

t

& v inhibiteur

On appelle ces systemes des systèmes ACTIVATEURS-INHIBITEURS

ou (+ +) u est ACTIVATEUR - V INHIBITEUR

±) m (FF) v est ACTIVATEUR - µ INHIBITEUR

Mais comme c'est une condition necessaire, il faut trouver d'autes conditions pour

obtenir les structures de turing

"



Turing a montré que pour un système activateur-inhibiteur (qui vérifie

la régle des signs) avec par exemple u d'activateur

si JE (du, du > ◦ coef-de diffusion) est" ASSEZ GRAND" et si le domaine r

est également "assez Grams" alors l'équilibre homogène (E) devient instable

par rapport à une fonction pope we (de frequence k) et alors une

forme semblera émerger de "rien"

✓

peau



Exercices : On considère le système :

♀ ULEX) = 2 alt, x) -VCE, x) + du Ault, x)

♀ v4.x) = v14 x) + {ultix) + du Δ Nlt, x)

est-ce que ce système est activateur-inhibiteur ? (Autrement dit vérifié-t-il

la régle de signe de turing ?)

Le système ici est lineaire ont avec une perturbation autour de l'equilibre (E) :(3)

(seul équilibre possible) on agit : J : (⅔ %) de la forme (¥

de même signe

→ conclusion : ce système ne venge pas la règle sur la diagonale

des signes de tuning → aucune chance de voir apparaître

des structures de turing



exercices On considère le système suivant : pour tout too et ✗ Elon] (LT)

% Ctx): UVlCe,Exx) -ULEX) + du Δ ultix)

9f (tix) = m² (Ex) -LVG, x) + du Δ vlt, x)

Quels sont les termes de réaction et de diffusion de ce système ?

2. . Ce systéme est il lineaire ou non ? chimique,

3. Donner une interprétation à l'aide d'un diagramme ?'

4. Determiner le équilibis de ce système

5. Ce système venfie-t-il la règle de signes de tuning aux équilibres ?

6. Calculer la stabilité ds | équilibre en l'absence de diffusion

7. On considère ls conditions aux bouts de Neumann homogène et du-⅓

a. Calculer la stabilité des équilibres pour du :p

b. " " 11 du = ⅓

c. du : ¼

8. le système peut-il faire apparaitre des structures de tuning? si oui, lesquels ?

Les dessiner

MEINHARDT

1.

(on cherche)

Mlt, *) so

Wit, x) %

(population/espèce

u

?

① ?

⅔



solution :

1. Les termes de réaction sont : m² (tix)-alt, x)
UH, x)

et m² It, x)-20H, x)

Les termes de diffusion sont : du Δ ultra) et du Δ vlt, a)

2. Ce système n'est pas linéaire (notamment à cause des termes

en m²)

3.

u



4. On pose fluo) = E-u

gler, v1 = m²-20

Les équilibres vérifient fluo, v0) = °

fluo, v0) -o

où me/Rt, VERE

On a donc :

u à → -no =

m ? -2Es = ◦

↔

↳ = m ?

2

2- 10=0
⇔ 10=2

v0-2

On a donc un unique équilibre (?)



5. Pour vérifier la règle des signes de Turing, on va

regarder Jif, g) ("""

Jf, g (u, v) = (2Es -1 -= ?

2m -2

D'où Jay (no, v0)- (¼ ½ qui est de la forme (± =)

La règle des signes de Turing est bien vérifiée.

6) det (Jpeg) (2,21) = 2 20

Tr (Jag) (2,217 = -1 ≤ 0

Donc 12,2) est un équilibre L.A.S. (sans diffusion)

7) On a set [qu' ] et C. B. de Newmann homogène.

On a Xp = -k² , ∀ KEN.

Pour étudier la stabilité de (2,2) avec diffusion, il faut calculer les signes de :

- la trace de J + ARD

- son déterminant , où J= Jip, g) (2,2)

Ici, Jt XD = (1L, ½) + (_ "0110 -H°d,) = (1- ⅔ ^

4 -2- Kd,)

• Tr (J + XD) = -1 - (¼ + du)kL (pour toute valeur de dy)

0
70

• det (Jt XD) = (1-4%0) (-2- "du) +4.

- 2 - Rdv + ⅔ + k" du +4



- 2 - Rdv + ⅔ + k" du +4

10

m² + 2

=

96k" + ⅓-du

(a) Sida = ¼, on a det/F- * D) = 100k" + ½ k² +2.70

D'où 12,2) est L.A.S pour du = ¼ .

CONCLUSION : Il n'y aura pas d'émergence de formes.



b) Si du-⅔, on a det (J + au D) =  + 2>0

D'où 12, 2) est LAS pour du-⅔.

CONCLUSION : Il n'y aura pas d'émergence de formes.

c) Si du = %, on pose ⇐ =L , on a :

det (J + du D) = % E- 2- +2

Calculons le discriminant . . 1=12-4×1%0×2 = ½

On a deux racines réelles : ⇒ = 1- à

Or on cherche les valeurs KC IN tel que

- de + (J + An D) 20 càd LE [z, z]

⇒

KLEIN

2×1%0 = ⅓ et Z, = '+ §

det

2×12
100

= 5

372
Z,

Donc 42=4

Conclusion : il y aura l'emergence de forme pour la fréquence

4=2

4=2 .

8) D'après le 7. c. il est possible de déterminer une fréquence qui permettra

de la faire émerger une forme de Turing.

Dans le cas de 7. c. cette fréquence est

associée sera alors Wa 4) = co (2x) (KECHI)

k :L la fonction propre



associée sera alors Wa 4) = co (2x) (KECHI)

Autrement si une perturbation quelconque de condition initiale

Mpla, X): 2+4 (x) où Q est"suffisamment regulière "sur Coit]

pour etre décomposé en série de Fourier

et si qu) = Σ vos# contient alors cortex) émergera

sursis la perturbation s'aplatira
Mlt, x)

k-2

t

H

il2

perturbation qui  contient  cos (2x) ,

g. quelle est la valeur minimale de du pour voir apparaître une émergence de forme

" " d'  " " " " " '

avec 2 f requines ?

11. Mêmes questions que 7 avec ✗ ∈ [◦ ,  II],  araxe [0/211],  avec [0,4/1]?

10.
"




