
I Equations à retard

Rappel : equations affeientielle ordinaires : ✗ ' (t): f1414) non autonomes

✗ ' (t): f- (Xt)) autonomes

en dimension 1 : les solutions des edo scalaires autonomes sont monstins

pas d'oscillations possibles

e-n dimension 2 : on peut avoir des oscillations : foyers ou cents

un Num $
mais on ne peut pas avoir de CHAOS

pour avoir du chaos on doit passer à la dimension 3 (système de 3 edo)



avec les equations offerentielle à retard, une seule équation peut

engendrer On chaos !!

tout ce qu'on savait sur le cou ne marche plus avec le edo à retard !!

exemple : le modèle de MACKEY-GLASS

Equation différentielle à retard : exemple : ✗ ' (t): f (Nt-TI)

Difference entre edo et edr

✗

t

✗ (o)

1 t

✗ ' (t) s f (x/t-i))

X (t) = 4 (t) , te f40] 4681E :o),/R)

✗ ' (t): f (Nt))

✗ (o) s Xo EIR

↗ te lai] t.IE/-4o]



Exercice : calculer la solution de

✗ ' (t) =-✗ (E-T tu

✗ It) = 4111=1 sur [To]

19 décembre 2023.

Question : comment étudier la stabilité des équilibres des équations

différentielles à retard ?

1. Equation lineaire simple



1. Equation lineaire simple

On considére l'équation suivante :

(1) ✗ ' (t) = a ✗ (t-1) on prend le retard T:| et AER

to

✗ ' (t): ◦ donc ✗ (t): k constante

cas 1 : si a :O

cas 2 : si a to

étapes : trouver les équilibres#

Les équilibres sont des solutions stationnaires (autrement oit independante

ou temps, donc ✗ " '=

Ils vérifient donc a ✗ * ⇒ comme a $0

ceci équivaut à ✗ * so

étape 2 : on perturbe l'équilibre. On pose xp : tax plt)

une" petite" perturbation de ✗ * -◦ et on étudie t ftp.oxplts

LA pp (t) % alors ✗ * est Asymptotiquement stable)

sinon ✗ * est instable

On pose ✗ (t) s ✗ * tp (t) et on remplace dans (1) pour obtenir

☒ + xp (a) '= a (✗ * + xp LED

Xp' (t) = a xp/t-1)

On cherche les solutions de la forme ✗ (t): et , de ¢

Remarque: nous verrons qu'il existe une infinité de 7 (parce que nous

travaillons en dimension a (on rappelle que la condition initiale est

nom (a) ✗ (t): Q(t), te [-yo])

✗ (t): §? geht
> Re (7)

= ... + hé"/Ecs (amant)

+ sin (Smidt))
dependance

bornée



)
dependance

Levine sit → ta

étape 3 on remplace xp tt) par est dans ✗ 'plt) saxplti)

on obtient : 7e"= ✗ et#: a été" pourtant ta



on obtient : 7e"= ✗ et#: a été" pourtant ta

⇔ est (7 - né")-◦ pourtant-tu

equation caractéristique

elle n'a pas de solution explicite, on l'appelle équation transcendantale

Comment determiner les solutions de ¢ ??

cas

⇔
1- ait :O

étape a a si JER

On considère l'équation. D: ai"

en posant f 7): 7 et ga)-out on cherche l'égalité f17)-917)

1N f17)

si a so on a une seule solution réelle de f17): ga)

et elle est > ◦

donc : si aso, l'équilibre ✗ * so ne peut

pas être asymptotiquement stable !!
cas as

7"



cas ✗ Co

o

y f17) ga) sac"
A → to

O

+ → -•

- • (aco)

cas à

as K

← acacco

◦ > a) ac

b
Peut-on calculer ac ?

et le Xe correspondant ?

Calculons ac et Xc.

Ils vérifient : flac) = glace)

et f' (te) = gilde) .

de = aces"

1- = -ace-Ac

Ce qui donne de = -1.

Et donc : 1- =-ace

et donc de = -½

C'est-à-ouie.:

CO.



cas b : si te ¢ mais#R

On pose 1 : ✗ + :p ai ✗ : Rett) et β : 9m17) on suppose β#◦

On remplace alors donc f- (7) = ga).

ini : d s ré"

⇔ ai β = de_ " + "β)

⇔ ✗ tip = a e- "é :B

- ne" (cote) tisintp))

= de" (coop) -isin (β))

✗ = de"co β ① α, β, α

β =-ae" sin β ②

a

α

"L"
essayons d'expressier α et a en fonction de β

:-coton/β)E- ⅔ =_Csain β β

✗ =-β estan (f) = 4 (β)

a =-  β" :-fa β e- Putas = pp)②



y : git)
n

y



y : git)

✗ = 4H)

a

* spelt)

On cherche la valeur de β pour

laquelle α :O

✗ =-pestamp :-p s•in β β

• β:O ⇔ β = Et KIT, KEE

cherchons alos la valeur de aco la plus grande (la

plus proche de 0) avec = Et KIT

on β :-oé" sinp n'✗ so ma β--a sin β

± Et kits ± a

donc la saleur de azo la + poche de ◦ qui satisfait α so

sera at 

Eloge 5. Conclusion : si

si

si

a soi ✗ * so est INSTABLE

a ∈]-'I, ◦ [ ✗ * : o est Asymptotiquement stable

✗ * :c est INSTABLEas ½

Re/7)

9

INSTABLE
INSTABLE

at

- y AS

C

Exercice : on considère l'equation : ✗ ' (t) s ax/t-1) (I-✗ (t-11)

Ilyas equilibus : ✗ * -◦ et ✗ * =/

Etudier la stabilité •

✗ ' (t) = a ✗ (t-1 (1.x/t-1)

= a. f- (✗ (ti))

✗ "=/ Rappel

✗ ' (t) s axct)/1- ✗ 1H)

pour ✗ * : (✗ * ☒ ' _a. f/✗ * + xp)

Xp'= a f4 * + xp)

on linéarise , xp' (t) a f- (

en ✗ *

✗ plt) + ✗ *)! a f. (✗ * + xp/t-1

⇔ yet)'= a f- (x * 



on linéarise , xp' (t) a f- (✗ *) xp/f)⇔ yet)'= a f- (x * + xp/t.it

on linéarisé :

Xp' (t) = a fix") xp/t-1)

Xp' (t) - a xp/t-1)

f'

f- (x) - ✗ (1- x):X -x2

=/-2x

l' (A) = 1-2=-1 ici

✗

✗ * =)

on pecedemment on a étudié : q': ap (Modèle linéaire)

on a ✗ + so ssi at]-½, ◦ [

ici on a Xp' s -a Xp done ×",/ est 1. A. Ssn at] 0, IL


