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Modèle

PROLIFERATION • £ plia) + ¾ pct, a) = -Sp (ha) pour to refit]

• ÉMU,a) +1%114 a):-Tn/40)-β(Nt)) 121ha) pour tso, related

plo, a) = fla) (connue) aloi]

no, a) = gla) (" ) acco, + H

= J'FINCH) nit,a) das β(Nt)).fm?t,a)das

REPOS

conditions initiate

conditions aux bords p (40) PINA))-NIT)

M/40) = 2pct, T)

+ condition supplémentaire : on impose dima → +0" (ha): ◦ (pas de cellule d'âge enfini)



Comment étudier ce système ?

Pour l'étudier on va considérer seulement les populations totales de

chacun des compartiments ici Pit):[peltata et Nlt):/j'Ilhada

plka) AUTRE APPLICATION

nombre de mots mit, a)

o a

O

t

p to

Pitit.

E pct : Ez)

t

as succès du mot

Nlt): VOCABULAIRE

WWW





Pour étudier ces populations totales Plt) et Net) on intégré les equations

par rapport à l'âge :

Jf (% v40 + % plan)) tas-Sfplt,a) a

⇔ Jj : plia) dat f824, a) da s-S 1- " (t)

⇔ offplt

on a : proliferation



⇔ offplt, a) da + p (ti)-p 140):-SP(t)

, Pit) P ' (t) + pct, T)-p (t, o):-O PLE)

⇔ P' (t) + p (ti)-PINCD.NU) s-OP/t)

repos ↓" Emilio da +

N' (t) + lgj.gg-n/40): -(◦ + PINCES) NA)

1%114, a) das - ✗ + pin

to­


n/t, a) da

⇔

⇔ N'It) - 2pct,t) s -Ot β (NIH) NCH

Remarque : dans les 2 expiations, apparait petit) qu'il reste à évaluer

evaluonsp.lt ;) : pour sa on utilise la méthode des caractéristiques

aplt, a) npha)

play. SOLUTION

FORTE

α

t

p

t

Question : comment déterminer les courbes caracteristiques à une estp?

on cherche un lien entre la variable ✗ et la miable t

Donc on suppose que a dépend de t et on essaie de trouver ce lien :

SOLUTIONS DOUCES

(MILD)

a

courbes caracteristiques

co qu'on suppose

Et on pose W (t) = pelt, alt))

ai-alt)
DIAGRAMME EN ARBORESCENCE

(TREE DIAGRAM)

pct, alt))

% / 1%

1- ᵈᵗÉ bᵈ%": a' (t)

WEE)-1.0%04 a) + alt). % plan)

Rappel : PROLIFÉRATIONici W' (t)-% plt, a) + 0ff49))

et on voudrait que wilt) s.dplha):-Owlt)

alt)

& P (491+1%1149) s - Spit, a)



on voudrait que wilt) s.dplha):-Owlt)
& P (491+1%1149

N'It) s-du/t)

pour sa il faut l'egalite entre ces 2

esprations.

on obtient cette égalité : si on suppose alt):

⇔ as Etc → courbes caracteristiques

si on se trouve sur les courtes astic alors wilt):-Swit)→ ON SAIT RÉSOUDRE!

a c) 0, fast) ^ plia)

O t

a

CCO

t

α

C :O

Cso

(JO

solution de W' (t):-Owlt)

Résolvons N'It):-Owlt) avec W/to) s Wo

on obtient W (t) s w/to, e- dlt.to)

Que vaut to

t

a CDO

C :O

«O

to

(to :o)

€0 •

as 0

aco

PAS

POSSIBLE

to :-C

as tte

% state tos -C

en résumé : si Cso to so
WE)-WCtoje-dlt.to) B C : a-t

= WCojedton who)-ployalo))

alt): ttc

alo):O te :C

splo, a-t)

all):-Cte

Wit) = plo, a- tjédᵗ

CY

a-E) 0⇔

asttc

Csa-t

a > t

si ta

si Go to :-c WH)-Wfc, édlᵗ

"↑

Wtc): plate))

• E. "α !

=p (t-a) °)Nlt)-pct-a, opérasi t > a



Pour résumer comme Wit) splt, a)

ma le long des caracteristiques)

pct, a) = plo, a-t)éᵈᵗ si ta

plta, a) é" si ↳ a

On rappelle que ce que l'on veut c'est évaluer

On peut avoir 2 valeurs différentes dépendamment

de ↳ a on Eca (ici ◦ est)

or ici, dans notre problème on s'intéresse au

comportement de PH) et N Ct) en TEMPS LONG (sit → + N)

(comportement asymptotique)

c'est à one in le cas à

pct,T)

a

t

aplta)

↳ tu

↳ a

ta

donc on choisit pct, a) = plt-agojéda (tsa)

s pct-T, o) estavec as T plt.TJ

I

(conoition au bord)

p (40): β CNIT)). Nlt)
β (NCE-T)).NET/e-dT

On remplace pct,) pour cette expression dans le expiations en Pit)et n'Its et

on obtient : P' (t) + plt,T)-β(NHI). Nlt) =-OPlt)

donne P' (E) + PINCE-T)). Nlt-1) est-β(NH)). Nlt):-SPH)

⇔ P ' (t) = β (NCE)). NCE) - β CNCG-T) IN/t.DE". Pit)

D'autre part

RETARD

N' (t)- 2pct,T)-  + PINCE D) NCE)

N' (E) = 2pct,7) - (tt β(NIH) NCE)⇔

⇔on remplace

PLET)

N'LE): 2 β CNH-T)). NE.Tlé ? (✗ + β(NCE)) NCE)

(1)

P' It) = f (t)-SPH)

P 'It) + OPlt) s fit

→ on sait resointe

(2)

RETARD

on a obtenu 2 expiations différentielles à retard !

Remarque : on remarque que l'equation (1) depend de N et P



Remarque : on remarque que l'equation (1) depend de N et P

" ② ne dépend que de N

one on étudie seulement l'équation ②

comportement de l'équation qui devient alors une équation lineaire en P.

One on se focalise ici sur :

(on doit ensuite le

N' (E) = 2 β (NIET)) NCE-T) ET- (HP INH)) NL)

ce qui entre dans la phase de repos

c'est 2 fois (division de la cellule mère)

β (NA-T)) Nlt i) → ce qui est sorti de la phase de

reps il y α T-unites de temp

• e- dt → les cellules qui ont survécu à la phase

de prolifération

Nlt)

:
O

Nlt)

•

◦ ◦

mortalité

%





I Equations différentielles à retard



Equations différentielles à 

Rappel : équations différentiels ordinaire EDO)

✗ ' (t) s flt, ✗ 16)) ieds non autonomes d'ordre 1 : ex : ✗ ' It): Elu/xd))

✗ ' (t) = fix (t)) : edo autonomes ex ✗ 'It) scolxlt))

d'ordre 1

encrmensuri1 (edo SCALAIRE) f : ICAR → 1 ½

(non constantes)

Y

sont monstons

les solutions des eos scalaires où fest continue- autonomes

m

l'sflx)

t

×

t

done en dimension 1 : pour ls es AUTONOMES

il n'y a pas d'OSCILLATION POSSIBLE ! I

en dimension 2 on peut avoir des oscillations (eos autonomes

FOYER

STABLE

DET (J)

^ 1<0 Δ-0

 0
•

← FOYER INSTABLE

TRES)

②

CENTRES

→ on peut avoir des foyer

→ " " "des cycles limites

MAIS ON NE PEUT PAS AVOIR DE CHAOS !!

pour avoir du chaos, pour ls wo autonomes il faut être au moins en dimensions

(par exemples le expiations de Lorent)

Avec les espiations differentiells à retard ou type ✗ 'It) = * (tm) Calmmes

scalaires

- une seule expiation (scalaire) peut engendrer du chaos !! d'ordres)

exemple de clous en dimension parce on retard :

modèle de MACKEY-GLASS (197-8)

?

≈ retard

✗ ' (t) s f (XCE-T))

Quelle. mnt les différences entre edo eteir

arriaire

✗ ' (t): flxt))EDO :N'E) sflxlt)

Ex

X

EDR : ✗ ' (t) s f (✗ LE-T))



une unique

solution à partir

de la croition initiale ✗ (to):*

t

condition ↗

initiale

t

X

T

tEGI]

ETE f50]

q

condition initiale

une fonction refine

sur (T, o)

une infinité de point

✗ Yt) s f (x (E-T))

[(t): Glt), te F70]]

q

E

✗ " (t) s fait)

✗ 60):X EIR

↑

un seul point



A-t-on un résultat d'existence et d'unicité ?

peut-on même calculer les solutions de façon explicite ?

N' (E) =-✗ (E.T) Tso 620

✗ (t): 4167=1 sur [To]

Exemple.

t

I 2T

1 (SIT : 1)

37

si te loi]

O

1

l'astuce est de procéder par intervalle de

longueur T

→ on connait la solution sur C. T,J

→ Etape 1 : on calcule la solution sur 10T]

• sur (OT] A- TE [-T, o]



si te loi]

et donc ✗ ' (t):-✗ (t-T)

w

E [-70]

• sur (OT] A- TE [-T, o]

pour te [oi]

= 41E-T): 1

done ✗ ' (t) s-I par conséquent jtiddss-J.tn as

⇔ ✗ (t)-No) =_ (s)!:-t +0

½

avec tt (oit)ainsi _ ✗ (t) - 1-t

• sur [T, 2T] si te [T, 2T]

alors b- TE (OT)

et donc ✗ ' (t) = -✗ (E-T) -

½ (OIT)

on integre ent Tette fils) ds =-1%1-G-T))d

⇔ ✗ Lt) - XT) = - Jfds + JE-7) ds

⇔ ✗ (t): ✗ (T)- (s)! + (1) }

= I-T- ttt + (t-T)² {

2

au temp t-T

- (1- (E-T))

✗ (t) si-t te [017]

✗ (T): I-T

✗ It) - 1-t + (ET)²

2

AE [T, 2T]



sur [27,3T] si te [273T] alors E- TE [T, 2T]

et ✗ ' (E) s - ✗ (E-T) devient

✗ ' (E) s - (1- (E-T) + (E-T-T)}

= -I + (t-7) (t-21222

"x'ls) ds : -

2

et on integre entre 2T et t :

2T 2T

tas +

2T

t (S-7) ds

2T

+ (s-275

2

⇔ ✗ It)-✗ (2T) s-(5) Et

⇔ X/E) = ✗ (2T)- t +2T + E-D- T'⅓ (t-2173

[ "II. El s
2T

(s-2+3 t



T'⅓ (t-2173

2

1-#+ #-Et#+ (E2-T" f ! (6-2173

✗ It) s/-t + (t.TT ½ (t-2173

2

Remarque : on pourrait montrer que :

✗ (t) s It £, Uk (t-K-DTI

k !

pour te [(n.IT/nTJareenEN*

pour l'edo ✗ ' (E) s-XA-T) pourtzo

l ✗ (E) si pour tEGT,o]
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