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Equations aux dérivées partielles

appliquées a- la biologie et la medecine

PARTIE 1, equations paraboliques = equations de réaction-diffusion : • structure de Turing

• ondes de propagation

PARTIE 2 : équations hyperboliques & équations différentielle à retard

PARTIE 1 : Equations paraboliques : équations de réaction-diffusion

I Introduction

Dans un contexte biologiques, les systèmes de rinition-diffusion ont été intrants



Dans un contexte biologiques, les systèmes de rinition-diffusion ont été intrants

par ALAN TURING en 1952 pour étudier la MORPHOGENESE (apparitions de former

dans l'embryon) au cours de laquelle des fans semblent apparaitre" à partir de rien"

0 →

Euring a montré que ce type d'emergence de forme peut avoir lieu dans des

ges d'espeis chimiques soumises à la diffusionsystems tis' simples comme des milans

et la réaction.

Ces fans sont appelés structures de turing et ont été utilisées depuis les années 70

dans de tes nombreux travaux de biomathemations :

Ref : JAMES MURRAY CZVOLUTYE) MATHEMATICAL BIOLOGY

I Diffusion :

L'équation type de iront le phénomène de diffusion est :

Epult, x) s d DUH, X) : équation de la chaleur - FOURIER.

ni quantité qui offuse


t 



ni quantité qui offuse


t : temp to

✗ r espace ✗ E R CRN N'12,3

ff : durée partielle par rapport automp

D: opérateur de diffusion appelé LAPLACIEN

en 1 D:

(ici N : 1) : en ID : [◦ IL] IL> 0

O L

DULE, ✗ ) = Èultix)

en 2D :

d. 0

 UH, ✗ ) : ♀ putt, x) taçultix) ✗ -(E)

coefficient de diffusion

Definition : La diffusion est un phénomène pour lesguel le flux est proportionnel au gradient.

r

fort gradient positif
⇒ 11 flux vers la gauche

→ fort gradient negatif



r

)C

fort gradient negatif

⇒ fort flux ben la droite

→ ~ →

la diffusion aplatit le bosses d'autant plus vite que d est grand.

Question : que se passerait-il si do ? on aura alors de la concentration

- 1

ce n'est pas le phénomène que l'on étudie ici! Ici on aura toujours do

Conditions aux limites
Ju-DAM & en ID : fu : d 0×d?2u

1 emotion ↗
initiale

- 2 conditions

aux bords

condition initiale : allo, ×)-Elx) (connue, donnée au début de l'expérience)



✗ Es :(0,1].

conditions aux bords : • DIRICHLET homogène

ULE, 0) :O et UH, L):O

↳ °

f

Um Mlt, ×) so
t> ta

• NEUMANN homogène

)

tu a☒ "495%144=0

on a conservation de la quantité initiale

f

v

J'Adx ! J'ultimax :

It

• L

L ✗ H :[flux

Hs {ff414

Notre système est complet : fultix)-d DU Ctx)

le Co, ×): fl x)

+ conditions aux bois

t≥o, ✗ c- Cop)

✗ EGIL]

↳ ◦



+ conditions aux bois ↳ ◦

Question. comment résout-on ce type d'équation ?

Réponse : en utilisant un outil mathématique appelé : FONCTION PROPRE

Les fonctions proper:I

Definition : Une fonction pope de l'operateur de diffusion D (avec conditions aux bords)

est un profil spatial in w :X HWA) (uniforme) tel que i

1. W est définie sur [012]

2. W', W" - - [0/2]

3. W venfie les conditions aux bords

4. W f0 sur 1011]

5.  WIX) = 7W/X) (sisi : amplification Imaislaforme

si oute i -aplatissement nevonielas

un , Uh

On appelle 7 la valeur propre associée à la fonction pope w.



Exercice 1 : quels sont le fonctions pops at associés à Dirichlet homogène ?

Wait satisfaire 1, 43,415 en particulier si ✗ Eloy) X) s I WA)

c'est à dire W" (x)-7W/x)

on cherche ls solutions sous la forme eulx): et

on remplace : ie"s de" Xe COIL]

équation caractéristique

, 2E ¢

12 =E)

11 : ma alors 2 solutions r,:P et 12 :-A (1) =-ra)

Par conséquent les solutions de w "K): twix) sont ommis par :

7>0

WX) = C, e"✗ + Gerd

Cherchons C, et a give aux motions de Dirichlet : Who)-wa):O

W (o): ◦ ⇔ 4 être :O " CHE :O ⇔ G :-G•

Omc WIX): C, (et" _é"")

• W(2) so ⇔ c, le"-Eil)» ↗ " "° imbibe

↘

car w#sur 10123

A L> 0

⇔ (e ")?
- .

⇒ M, L = ◦ IMPOSSIBLE

l'il sert

= 1
Eric



⇒ M, L = ◦ IMPOSSIBLE

9%CAS A) ◦ i N'A PAS DE SOLUTIONS



CASS 7=0 W"/x):O

⇔ W ' (x): C,

⇔ W (x): 9×+6

conditions aux bords : w (o) so ⇔ 4-01-40

Y Cz :O

donc W/X): GX

• WIL):O ⇔ GwL :O

so

☒ G-O IMPOSSIBLE car W#0 !!

CAS 7=0 n'a pas de solo non plus !

CAS 3 ICO on a 22=7 = - 17/ -i'AI ) ns Iif)

on a donc 2 solutions complexes conjugues r,-✗ + il

12 = ✗ -if

WH):c, l'74e"

qu'on peut ecrire

w/x) s e" (GODED + EMAD

ma alors

[

mais ici × :O

ficiaso

p :X

WE) s GU (A) + EsinRD

calculons Geta :

• W (O): 0

~
Galo) + Esino):O

0

T

Omc WIX) = G sis (BX)

=) 450

• W ( L):O ⇔ G simp, so ↗

E :O PAS POSSIBLE en a#



( L):O ⇔ G simp, so 

simply :O BL : ki

" " V1 P ok#

k : A-L KEIN"

Donc WIX) = E Sin (Kix)
F71 : EI

kent

et A/= KI ⇒ 171 :(E)

⇒ - 7- (KI) ⇒ 3 :-(45

comme, W "CY, JW 4)

car"Ix) s 7cm (x)

☑ a) :c WK)

Ô" IX) = Ca"/x)

donc sans perte de generalite on prend a

CHO

Conclusion : lsefonctions propres associés à D pour Dirichlet sur Coli

sont : Wax) = sin (RE) / Kent

et 7k : - (KI)"

Exercice 2 : Meine exercice pour NEUMANN

↳ Wax): cost KIE), ke IN_

71 : -(ZIP

g PAS DE +

Remarque : k est appelé frequence de la fonction pope

Dirichlet.

0
L

✗

y
1-

kst W, (x): Sin (E

W, H): Sin (2E)

21T. 36
{

%,

•

p
24L

k 52

Remarque : En fait, pour n'importe quelle dimension (MCRN) avec toutes

les conditions aux bords usuelles (Dirichlet, Neumann,...) on peut

montrer qu'il y a une infinité dénombrable de fonction proper (wa), w,, was, wa.

associées à des valeurs popes (7.) , 7, Iz, m, de, ni qui sont forcément ≤◦

le mimente en commençant par la plus 



on le mimente en commençant par la plus grande :

- ... f73 ≤? ≤A, S to s 0



I Résolution de l'équation de la chaleur

1. CS : condition initiale est une fonction propre.

On suppose que UCO, ×) = Welt) KEN UN" , × EGIL]

O
t

✗

t

Résolvons avec cette hypothèse

on remplace dans (1)

ult, x)

Gwer

(1) ◦ EUH ×)-adults

= default, ×) ✗ E (ou), t≥

On cherche le solutions sous la forme

ultix): ✗ It). Wix) méthode de séparation

ds nuisible

% (alt). Wax)) = d. A KAWA)

⇔ WELD. ✗ It) = d. ✗ A)  WEG)

= d. ✗ (t). & WEX

⇔ Walk) ✗ ' (t) = d. da C) ak

Jak fonction tope

⇔ ✗ ' (t) = d. dux (t)

K



✗ (t) s ✗ 10) CHI

It-Ho
◦ si des

7e ≤o d> 0

UH, X) = ✗ 101e "d "WK)
Esto
7h10

0

que vaut ✗ 10): Mlt, x) = ✗ 101e"" wa")

Uco, ×) s ✗ 6) é wek) OR MAX) MWH)
Il

donc ✗ 10):)

b. cas : condition initiale est une combinaison linéaire de 2 FONCTIONS PROPRES

On suppose M/0, ×): M, Wh, 4) + Tenez")

On utilise alors le principe de superposition : autrement dit la solution de

l'équation est la combinaison de 2 solutions : celle avec away, comme condition

initiale

et ne Week



et ne Week)

Par conséquent ult, x) s Xa, è"" week) + naze" "twee")

et ed that ◦
t → to

Remarque. si la, et f2 sont <◦ on aura edht 0
tatoo

et si Dee,> 8h, eddht -o trite que eddat

Autrement dit plus la fréquence est "grande " (petite négativement) plus le terme associé

trial-absolue

tend vers ◦ rapidement

X

ultix)

L0

Mum



C. CAS : condition initiale est "quelconque"

On suppose que Ulax)-flx)

On se ramene au cas precedent s'il est possible de décomposer f- en somme

infinie de fonctions pops . Cette idée et à la base de la théorie ds suis de

Fourier.

sur 1 :(01L]

Proposition : toute fonction 1- périodique et de carré integrable sur (ap) (id [Hdx to)

se décompose comme une somme infinie de cosinus et de sinus
to

flx) = Elances (MI) + basin ( "E))

Les an et bn sont appels' ls coefficients de Fourier et cette somme est

appelée serie de Fourier (ls an et bn se calculent en fonction de f

119 ff.mn



Exercice : soit 1 = (O, IT] avec Neumann homogène

i. Determiner le fonctions pops et valeurs popes ou Laplacien associés à

cette géométrie.

2. Dessines le 3 premiers fonctions pour

3. On suppose que u la ✗ ) = 3 + alcool ×) + 0-1 cool G)

3.1. On suppose dsl résoudre l'équation de la chaleur

EGI
Neumann

3. 2. Calculer 1f, • ultix) ?

conclusion : si f satisfait le hyp. de la proposition os series de Fourier

u lo, x) = ET (an co (MI) + bn sin (n E))

et ultix): EI (an e- d' it cos (n ) + bu e- d' It sin (neg))



IT Les systèmes de réaction-diffusion

Comme l'équation de la chaleur "aplatit" le boss il et imposible d'obtenir

ds émergents de forme.

Ewing a donc proposé l'étude de systems de reaction-diffusais

On considere le système suivant :

8E aux] = if tutti x), vit, x)) 't ↓ Du lt, x)M

& VLG X) = glulkx), VIEN) + d. Dutty

✗ ECO, L], 670

"

réaction diffusion

1. Une seule équation de reaction-diffusion

considérons l'équation : Eulkx) = flultix)) + d Dultix) (E)



considérons l'équation : Eulkx) = flultix)) + d Dultix) (E)

Definition : EQUILIBRE HOMOGENE :

Un équilibre homogène de (E) est une valeur Mo (constante)

(stationnaire : indep. du temps, et homogène : indépendante de ×

Par conséquent ♀ un :O et DM,:O

on a ainsi un qui venfie fluo)-0

Etude de la stabilité : Soit no un équilibre et sort up Aix) une petite

perturbation de cet équilibre si up Lt, x) #v0 alors tu est localement asymptotiquement

stable (US)

s mon Mo est instable

On pose ultix): hot Up Aix) et on remplace dans (E)
flotep)

f- ' (x) s -flow)



pose ultix): hot Up Aix) et on remplace dans (E)

% Hotept, x)): f (not up Ux)) + d  @t up H, xD

~

& Mp LG X) s f/hot up (Ex)) + d Dupleix)

t
on lenesniseautourdeno i fluotupltix)) ≈ flew) + l'two)-Upltx)

'j

≈ f ' (W) Upltix)

no xtm

f- ' (x) s -flow)

Http> to

♀ up Lt, ×) s f' (W). Up H, x) + d D Up Hix)

si uplax) s wax) une fonction propre, associe au problème

on cherche up LE, x) sous la forme ✗ Lt) Wat)

& ✗ A) Week) s f' (ho). ✗ 4) WEK) f d D ✗ A) Wek)

⇔ Gtx) X ' (t) s f ' (ho) ✗ LA Welx) t d.tk ✗ 4) Uk

✗ ' (t) s (l' (two) t.dk) Xt)

Linéarisation

E)

⇒

one alt) s ✗ Co) et#4) + dah) t

dme Uplt, x) =" ell ' (nostdtes twerk)



conclusion :

Proposition : si fluo) + dira alors Moest LAS

si f'/ho) 727670 "West INSTABLE

Exercice : On considere l'équation:

of u - n 11-u) + Du
me

Equation de FISHER2

1. Quels sont les équilibres

2. Etudier leur stabilité avec R :[on] + Neumann

De =-(KI) À KEE

Ls IT

Réprisée : 1. on pose 7 : un all-u): u-m2



7 (U):O ⇔ Nos ◦ on Most ma donc 2equilibs

2. Pour Mo :O f ' (u): 1- 24

f110): 1

et done t'10) 1-21-12) = l'10) -2k' (Ken)

= 1- 2h2

1- 2h2 CO ⇔ 1C 2h2

= {Ck ? KEY i nid si kent : no LAS.

pour toutes les perturbations de frequeriekso

si k :O : West instable

I

Wolx)-I

Mf0, ×) -Gtx)

→ se décompose avec Fourier en cost..): que ds fréquences à
^ 4 Hix)

•k≥ tu

* ✗

t

w

✗
IT

t

Ullix)

16

le so dans la perturbation



si nos 1

f 1 (a) ± 1-2=-1

f- " (ho) tddles -1 - 2h2 CO KEN : TIS US.

Pour avoir l'emergence d'une forme NON PLATE Ewing a montré qu'il fallait

au moins un système de 2 equations de reaction offuson

2. Système de 2 equations de reaction-diffusion.

t C-Ifeu = flu, v) + dudu

8fr : glu) + GAV
+ C. B.

ecriture vectorielle

o Ê (Y): (g""",",) + (1à) DV)

~

D :(% à




