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• COURS: Introduction sur les suites

definition: On appelle suite, toute application IN → IR

no → Um

Cori IN: nombres entreis maturels: o, 1,213,4,...)

(or IR: nonhes reels )

le nombre Un est apple terme general de la suite (un) new

ne pas confondie Mai qui est un nombreAttention: notation:

et (Un) new qui est la suite fun ensemble

de nobis)



Ome il ne faudin pas eaire: la suite Un est croissant...

mais la suite (un) newest croissant
n

r
Representation:

Um
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I exist 2 fasms de decrine les suites:

s. formulation explicit:

2. formulation jar recurrence

Un: Fln) /NEN

(Unt, = flan)

No = a , a EIR

Avantage de la formulation explicit: si on vent Msos: 11500) → male resultant

immediatement



formulation explicit: si on vent Msos: 11500) → male resultant

immediatement

alois que avec la formulation for romance:

sin vent Mso = f- (Musa)

Mrs Muggs f/Maag)

et Maggs 71mn97)"'" → ties long a calculer

Exemples: on consideri F: Cotto (→ IR

✗ HRS

et (A) new definie far Unsf (n)-En

ME

done rn exist toujours

1

Jfk):X

No =P:O

ly: F1 : 1

is =P

My = B

Mys V4-2...

Un
r8

My

÷

^ 2 30 4 F '6 ---

representation de la formulation explicit de

.

Mn: Vn

② on consideri f: IR → IR Ann Un)
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② on consideri f: IR → IR

✗ Hx?

Ann# - Un)

{No = a, AEI

= in

on a alos Anti sly?

{Mos 2sias 2

↳ f- (x):X'

No: 2

My s Mf: 22=4

Mz = Mfs 42.16

My = ME: 16?..

y

U-4

Question: comment representer une suite define far recurrence?

Unt, = ME

METHODE:

No: 2

M, s fluo)

Mz: f(My)

Ms flue)
I

y=x2 gy:X

a goiter sun he graphed

en mathemategies cette

droit s' appelle la

premiere bisse choice

7 2 =llo
i

l



^

= 2

f- (Uo) = My 4

gsx

yet

Mz Y ^
No

U, s flew)

Mz: flue)

- y: fly)

-0

r

.
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2 suites classiques:

a. suite arithmetigne:

Definition: on appelle suite arithmetique , toute suite (a) new four

laguelle il exist un nombre riel a apple Raison de cette suite telle que

Mnt, = Un ta (le suitant est calculi pale picident

{No donné dans IR tune constant a)

pour tout new

example: No: 2 et a:3 Dos (Unt,: thts

Mo - 2

Man: Mdot 3=5: Mott.×3

Mz: Mnt 3 = 8 @1- 3) +3: HlotZZXB

Kg: At 3 = 11  Mot 2×33+3 = Not 2×3+3 = Not 3×3 • • • .

ten = Mother



Remarque: ce resultat est general

quand (un) non est une suite arithmetique demisona et de fumier tame the

Anti-Unta } formulation far recurrence
(no EIR

alas (Un) non peut s' eine sous la formulation explicit Un: Motna

Remarque. que but not with tug t.at Um?

Not My toy tug t.it My = Not Hot a) + Got A) + (Mo +3 a) t... + Hot ma)
→

= Not Mot Mot----thot at Cat 3 at 4 at.--tha

ntl termes

= (Mti) Not a (11-2+3 tht...tn) Raffel: que rant 1+2+3 tht...tn?



GAUSS: • s = 1 t 2+3 t 4 t....

t • 5 = 100+991-981-97 t....

+ 100

+ 1

25 = 101 t loft lott lol t..- t to s 100×101 done 25=100.101

too termes done S = 100×101
2

5=11-2+3+41.--the

+ Ss nth-1) 1- (n-2) t.--t 1

25 :{nm) Patistently.--+ (Mtl) = nx(MH) ⇒ 25 = m×MH)

n terms done S s MX (NH)
2

done Not Mit tht Gt.-t Un = (Mtl) Not a.mx/nt1)
2

= (ma) (Not a ¥) = (MH) (2h01am) ardefinition e'estan!!
2

= (NH) (Mo tho taxa2) = (ma) (Motten



b. suites geometrigues

Definition: on appelle suite geometrigue, toute suite (un) now pour enquelle

it exist re IR apple raison de cette sint telle que pour tout non

Mnt 1 = ran

No donné dans IR

Exeryle: No: 2 1=3

My = B. tho : 3×2=6

My, 3. My = 3.3M : 34th

My =3 My =3. 32: 3h0
!,

Un:3 "do

Remarque: a resultat put se generaliser:

Mnt, = 9. Un , new

Mo donné dans IR

toute suite geometrigue

peut s' eine sous la forme explicit Un: Who



Question: que naut not ist ist est..-ten?

Not Mit Mzt.-t Mn = Not i. Not in + Bust... +2 "no

= Mo (Art it ~' tr" t-- -ten)

Rapel: que tout Atr tr' tr' tr" t---+ it?

1+1+1413 +14 t-t 1ns Hit It 1.tl sASTUCE: si est
ntl fois

- Moth t Mt.-+ Mys Mox CMA)

Mtl

Siret

si 141 on multiple
A STUCE

1+1+1423 t.-tr" far 1- 2

(art it...tn") (er) = state't 1st.-tr"

- r-E-23----ri-2^+1= =
= 1- Intl

=

done It rte't...tt" s r-rent'
1 -1

(on lent dinner for 1-2 Carry 1)

Finalement: sirs, i

No thitht.-. tth: no. n"

Somme des ntl elements consecutifs

all une suite geometrgie

C. Suites arithmetico-giometrigus



C. Suites arithmetico-giometrigus:

Definition: on appelle suite arithmetico geometrique, toute suite (est new four laguelle

it existe 2 riels a etr (apples raisms de cette suite) tin. four tout new

Mn ti s a + Kxan

{no omniomir

. ma Unt, = a + in: on retombe sur la suite authmeliqueRemargues si tret

si a:O on a tent, s run : " " " geometrique

Question: put on tromer une formulation explicit da typ de suite?

Reprise: oui

METHODE:

13 JANVIER 2022
COURS 2/3

on suppose UH

étaper. on cherche la constante reelle l tell que atrxes l

ASTUCE:



Remarque: si on pose Lunt, = flan)

Mo donné

are f (Un): atrium

alors I verife e-_

get off

e

fle) se

point fixe

gsx

ice
f- (Un) : a tram

ysx, tomato.

q

220

a

270

e

e

e

y:p.x

y: atrux
9



Remarque: comme v41, f. : ✗ Hat ex aura toujours un point fixe let unsent)

(c 'est l' intersection are la premiere bisectrice: y-x)

Cherchons a point fin: cherchons l tel que lifle)

l = ate.l  l -re-a

☑ l (1-2)=2

☒
bett

I:&,

Mnt, = at My

(no donné
ASTUCE 2

étage 2: on pose Un - Un-l nouvelle suite (new)

{no = no-l

*



Que Mut Unt,? In = Un-l

done Un = Untl

et en Atl : Anti & At run = ate (Mtl)

t1

Unt, t? = a trfonte)

Unt, = at hunt re-l %⇒

= a trunt (r.nl

d

Unt, =

1=9
1- r

= a trunt (4) 9
tr

OB

¥. • a
= at run • A

Unt, = run SUITE GEOMETRIQUE



d' api le cours Un = ring

OR Uns Untl = it Not l = rn (Mo-l) te avec l:&,

la formule complete: Um = rn (No-%) + %,

Rappel: Yms, at run
No donné

• etyer: homer It.g. 1. fle) (on towel:?)

• elope 2: poser Unsten-l

etage 3: tower Ungern done Unsrn.no

sinti

else 9: Un s Unte = why the

fexercice: trower la formulation explicite de la suite: Mnt, =3 +2mn

(most

solution: étage 1: on cherche ler t.q.es 3+21

⑤ l-4=3

⇒ -1=3

= flan)

(lifle))

⇐ 1=-3

étage 2: on pose on = Un-l = Un-(3) = Unt3 No = Not 3--1+3=4.

Mnt, = 3 + Zun J
-

Unh-3 = 3+2 (Un-3)

Un: Untl: Un-3

↳

④ 4+1=3/+3/+24-3×2 = 24

Par consequent la suite (Un) newest geometrique demison 2 et de premier time 4.

étage 3: done on = No. 2" cold 2h: 4×2"
= 22×2" = 2^+2 four new

étaged Par consignent Un-un-3

Uns 2't? 3 , new formulation explicit dean) now.

Mio = 212-3



3. Suits recurrentes: giminalite:

Comment étudin une suite recimento de fagon generate (on chuche vers quoi

tend (Un) non quand n → to) lninm.no uns???

Dans cette section , nous étudions les suites recurrents sous la forme generate

our f: I ⇒ IR (I intervalle contenuMnt, = f (un)

{no dome

/ MEN

Proposition: Si f: I → IR est continue sent et so

dans le domaine de definition

de f) .

i f, lotto/→ IR
- '✗

Of: IRK, Is Joital
la suite (A) non est convergent verse

Toad ) alas licificlis, Unsl lifle)

I est un point fixede f.

hyp!



en effet: on a Mnt, = f (Un)

If nato

# (e)

but to

e

yn

e

i. iii. .

•

* - - - - . ..

liminal
how

50.--

Remarque i bonne nouvelle, toute ls fonitions classiques ✗ ↳ x 3×4×3, HR, * → £, minx,....

sont continues sur leur ensemble de definition

ex sommerle podint on le quotient de functions continues est une foretion continue.

Attention: une fondion put ami on, on fusiews points fixes.
Y n Y y:X

X
plus airs points fixes

✗

Y µ:X% y:X

P
AVIN POINT FIXE

If

I send point fixe



Unt, = f(Un) fix, II. +1 flx). #+1
✗ -5

4 =? R-Es)

✗ -540 ⇒ ✗ 45
=

• f continue? 4×+2 continue Smir

→ ×-5 11 Sul IR-{5)hi

✗ 1+1

le quotient et la somme de fondinis

continue est continue sur R-153

done f St continue.

Remarque: plusians questions sont se por:

④ combien de points fixes la function f pride-title?

② si la since (Un) new converge, vers quel point fixe converge-t-elle?

③ Connment savoir si la suite converge?



④ comment savoir si la su test croissante, de croissant, alternie...??

Repine a la question 4: on consideri (un) new definie far Cha: flan)
Mo donné

• si f est croissante: alas In) new est soit croissant, soit de croissant

(pour le savoir calculer My: Si Mn> Me: (a) st 9

Si Uh Kabb (Mom) est b )

• si f est de croissant abs (Un) newest alternee
His.. ulu! no

exeryle: Unt," Tun EN
[Mo donné so

In

Efix Hux

y:X

No-2
a- <My --_



7 My My Most
Mzt M ← No

÷
Mz

No-2

Unti-run-flam)

ly: flow)

M-flus)

ly: flus)

^

U

v

^

^

Er 9mg

v

.

*c µ

> suite de croissanty

Gf: ✗ HRy:X

^
my

f- (a) say

No: 0.2

0.2s them 1 Uz
tho u, iz → suite croissante

¥f- (Uo): Ms _

u

v

i

s

<

←

(

b

^

v

y y:X

- •- -My

M3

=

- -- - .- I b
)



Of

\0 No U2

r

Mz Ms

i @Mz T--- •

.

:
Ñ

l

U
^

Mu

indices lairs 9 indics injais b

)

① Est-il possible de savoir si l' on a un on plusieurs points fixes four unefonition:
0 Of

"✗

o point fixe

yax

• X

r point fixe (f (e) e)

Gf

*

e

at

✗

sprint fix (latte))

y:X

Of

y
y:&

a. Stabiliti d' un intervalle de definition
Yn

Ee

é
⇐ o

•I

I

- -JJIt

On considerie une function f: I → IR on Is Dp

Domaine de definition

de f

Definition: on dit que l' intervalle I est STABLE par

la fondant si f (E) CI
÷



" "I 4
5 -

flI)-J

1

b

I^ 6

^

S

JI
541

therine: Lasque I est un intervalle stable

far f (cold F (E) CI)

alas la suite definie far:

Unit, = f- (Un)

(no donné

est DEFINE pour tout NEN

(en effet si Un EI € Of

Unt, ⇐ f- (Un) E f (Is) CEI.EC Of

avec Mot Of 7

Remarque: C' est un moyen effience de month qu 'une suite (a) now at lien defini

sun I sans passer par la recurrence)

No

fluo)

•



definition:

b. POINT fixe

soit F: I → IR continue surI (touts ls fondions "classigus' 'but continues

sur leur domaine de definition)

on dit que l est un point fixede f guano field

therrini: Soient I = (a) b) et f:(a, b] → IR unefonction continue.

Oh suppose en pas que f- ((a,b]) C[95] (cold que (a) 5) ststallelarf

Alas f admit an man's un point fixe dans la, b) .

6. A

Ef

a
Y

9
(a) b)

fleas)

%

7 2

Éi f ((abl):[343 C (1) 6) 'lab]

gsxpit
tf.



c. Une condition necessane de convergence

e Fonction strictement contractante:

Definition: sort f: I → IR avec ICIR

dice que f est strictement contractant smI signifie qui'll exist

unreel K aver tel que pour tous ×, yet

fly)

Ockel

/ f- (x)- fly) I S K lx-y I

1 flx)-fly)/ sk
I -y

/

pente de la droit qui lane far (x, flx)), ly, fly))

y

flx)

RISK

⇐ -Ks XS K

and-14- Ks flx)-fly) sky,
x-y

lentil
- lentek

* y#y. flex)
g- x

theireme: Sort f: I → IR, ICR , f desirable sort

si f' (device de f) venfie: If'lx)max
✗ EI

= K <I alas f est strictement
contractate

EX flx) = x2 Is [1,2g



EX: flx) = x2 1 Is [1,2g.

f. 1 (x) = 2X in' ✗ EI:(1,2] done
y

✗ 70
6 Z

done If' (x)/=/2×1: 2x

I
1 2

2
l

4

max /f.CH/=4
✗ E(42)

941 done fist/as strides at contractant our 11,2].

ex: 151=5

1- 51=5

f- ' (x)

✗

FLN:X

F'WEX
Roud: (F'41:{

f' (x) si f ' (x) 70

- F' (x) si F'4) co.

theirime. THEOREME DU POINT FIXE

sort f: I → IR aver I CIR telle que

1 f est continue sur I

② I est stable far f (and f- (1) Cts)

f est strictement contractant sort3 (max/f ' (5) /<1)
✗ EI

Alas f admit an unique point fixel et la suitt (Unm) new definie far



unique point fixel et la suitt (Unm) new definie far

Unt, = flan)

(no donné

converge vis l.

Question: que se passe-til simn' amice pas a montier athenime, mais qui on arrive

par le calal a montier que f admit plusions points fixes?

Dans ce as la, comment savoir si un point fixest attractif on repulsed?

theirime: point fixe all radif on replay.

Solent f: I → Ret (Un) now une suite define far Unti: flan)

(no donné

on suppose f continue et demable suit

si on arrive a calculer ls point fits l de f (on time lens calans)

all ① si / F' (e) 181 ion dit que lest ATTRACTIF et Uhl noncomayeveslsilloest

dans un voir mage del

② si If ' (e) / Dri "

si f'll) nondistalcules aloof'll)

" " REPLICSIF (a) nondivergessillostdansan
wisingedee

3



② si f" (e) to alas l est REPULSIF

⑥ si f" (e) so alas ① si f" (e) So also lest

repulsif

si f- " ' (e) so alas 1st attracts

1 on calule:

- 21 " ' (e) -3 (f " (e)) on so also 1st attracting

• si so " l stregulsif.

i

4 si f'll) = -

no 4 do

ez no  Iez
w
unimpeded,

.

←

w) (

Ex: FX) = ✗ 4+3×45

f ' (x 1=4×3+611

f' ' (x) ⇒ 12×2+6

f' " (x):-1244

if "1×1=24

' f (5) (x) = 0

FIN DU COURS.



EXA MEN 11 SE 14 DEC. 2021

soit f- (x) = ¥3s +1

1. Of? Of:{✗ EIR, 6.9.x-5=10}

s [X EIR, 6. g. ✗ 45).

or ✗ -5=0 ✗ =5

= IRIES}. ✗ street et ✗ 1=5

2. TExyligner pungens 1st continue sun Of?

fly = ¥3 +1 or ✗ 4×+2 St continue

✗ H ✗ - 5 11 11
I * ¥5 stcontini su Df

comme quotient

de factions continues
✗ H 1 est continue

U fst continue
comme brume

de fouctions
continue.



3. On consideri ✗ E Con]

a. Montier que f ' (x) = (1x-5) 2

f ' (x) = 1. (x-5) - (✗ +23.1 to =
4- 5) 2

f 4) = #}t'

✗ Elon)c Of

TEI" EE"

I-5-I-2 ¥5,2
(x-5) 2

(a) ' (E) '

b. Expliques fungus 1st decroissante sur 10117

f ' (x) =
si f 4N JO: Alas f 9

Sif '4) Co alon fly

CO.

¥-5,2, 70
} co done fst b sur of done Sw (on].

c. Calcula Flo) et fly th declane que Co, 1st stable font

F (o) = 3+1=-3+1 s - =

f- (1) = ¥311 =-{+1=-7+4:

f (x) = ¥1} +1

3
5

É



A

signe de f' ly

variations de f 315g

14

/dms f. (Con) :(11413s]

So %

larf

CLOID

done Con) st stable

O

14 3/5 1

d. Montier que f" (x) 
ix. 5,3

7

(x-512 /y (f) 'sa"ar'V2

• (-77*2-1×-5) -1

Roypf: f- ' (x) = -7

done f- " (x) =

✓ :(x-5) 2

f '→ 2. f. f'

--
(a) '= 2. um

(E) 'EY'

c- 5) 4 = 14¥554 = (¥5,3 (b) '= U'✓ tur'

Montier que t' est decroissante sur Con)



e. Montier que t' est decroissante sur Con)

f- " (x) I →
IX. 5) 32

f 'si de croissant si f"lxko

o< Cl

⑤ 0-52×-5<1-5

-52*-54-4C)

✗ 3

✓
) (2) 3=-8

Idone (x-5) 3s

done F' '4) O sur Con)

done f- ' (x) St decussate sw(011]

\

signe de b" lx)

variation de f
p

%

%

f. Calcule 140) etf'll) : f ' (o): -7

f ' (x): ¥522
Co-5) 2

= -57 as -
¥

f ' (1) -¥5,2 =-12" ¥



Montier que f st strictement contractant:

comme f ' (x) co f- ' (x) un de -3g. Ms -if " ×

71116 y

fly)

- 7
25

% -

7/25

done maxle' (x)/
✗ ECO 11)

= 7%41

on a f continue , et strictement contractanti


