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Partiel (2h00) en présentiel
Mercredi 24 février 2021

Préambule :

Indiquez sur la copie vos NOM et PRENOM. Documents et calculatrices ne sont PAS
autorisés durant I’épreuve.

L'usage des téléphones est prohibé.

La justification des réponses et un soin particulier apporté a la présentation sont
demandés et seront pris en compte lors de la notation.

Le sujet comporte 4 exercices indépendants.

Questions de cours. 10 minutes - 4 points

1. (2 points) Enoncer sans le démontrer, le théoréme des bouts.

2. (2 points) Enoncer et démontrer le lemme de Gronwall sous forme d’inéquation
différentielle.

Exercice 1. 40 minutes - 7 points Considérons ’équation différentielle suivante
(&) 2 4+x%(1) =5 = (x(r) +1x(2))X'(1).

1. (1 point) Expliquer pourquoi ’équation (&}) n’est pas linéaire.

2. (1 point) Montrer que ’équation (&7) n’est pas une équation aux différentielles
totales.

3. (2 points) Déterminer un facteur intégrant associé a I’équation (&7).

4. (2 points) Déterminer une fonction F : Rx]0,+[— R telle que pour tout 7 inter-
valle de R, toute fonction x € €' (I,R), on ait

x solution de (&7) sur I <= il existe K € R tel que Vr € I, F(t,x(t)) =K.

5. (1 point) Sans la calculer explicitement, déterminer s’il existe une solution x a
(&1) vérifiant de plus x(0) = 1.



Exercice 2. 20 minutes - 4 points
Donner I'ensemble des solutions maximales et globales dans R de ’équation différentielle
suivante
(&) |t¥' (2) +x(2) =12
Indication : il faudra d’abord considérer le cas ¢ < 0 puis le cas t > 0.

Exercice 3. 20 minutes - 3 points
(4 points) On considere le systeme d’équations différentielles suivant

/
x; = 3x1 —18x,
() { X, = 2x1 —9x.

1. (1 point) Trouver les valeurs propres et vecteurs propres associés.

2. (1 point) En déduire les solutions générales pour des conditions initiales quel-
conques.

3. (1 point) Tracer (avec soin) le portrait de phase des solutions dans les reperes
avant changement de base par les matrices de passage.

Exercice 4. 30 minutes - 6 points
On considere I’équation différentielle

x(1)

() Y0 =r) 17y

pour toutr € I C R et r € R est une constante.

1. (1 point) Définir I'intervalle I ou les solutions existent.

2. (1 point) Trouver les équilibres x* de 'équation (&£3) en fonction de r.
3. (1 point) Déterminer leur nature (stabilité) en fonction de r.
4

. (1 point) Déduire des questions précédentes un diagramme de bifurcation qui
sera dessiné avec le plus grand soin.

5. (1 point) Identifier les types de bifurcation.

6. (1 point) Dessiner avec le plus grand soin quelques trajectoires représentatives
(suivant des valeurs significatives de r) des solutions de (&3).



SysT o, Coviedon WZ& W{M 12 HARS 2ol MASTER( M D

@
Seencice 1.
(&) /z,zxsz) LS = é((f);éx(ﬁ)x'/f)
1. (6) 't ftg Lmtgii a e _ oy leome x?
s {X'f(”()
2. (&) 4'emt
(éz4xz~$')c{é e (Xfé)()c/)( =0
e bn fme  allx) db+ bl x) dx=o
. ol albx):z itxts et blé x )= _(Xh’-x)
‘;)_a =|2X J,_é: - o a Zq#' éé
Bx ot Ix "o

done (6) wb/'/m w%ﬁmﬂe@ Lotk

29 - % X+ .
7. On w | FOoxT | a¢ L[S -3 & ¢ (4.
e L -x(t2)| |[re AL S

Dpne o chant (léx):i= (n(f)

3] [ 1 ~2.h/ el
€<“"): (B A = e = 4ty '
o aonarda
® Cna ala: - bp'le)= -(Qf_é_é)@(f) ok. A £)) tan o W
Px It X“’)’/ ”’;\IM
On chudde alag (f,x) b arlt x) Aq. 5_‘2’/6 x)z é:(})_d///x) i i
1z ;72'/“) 2 felt) bt x)

— s

> B
QWZE;K); /éZJ'K-) _;@

2¢€ (/}@3
ou (¢ = ‘Xit') = "_)_<. = LJ‘(*,X 2101 52 ¢
> x ) (é4) 3 +)® . : (¢¥%0)* 2 3
22 wlkx)e tX% (fz(/#f)'3+j'(f)
. 2t’ Z il
= #x2(1H6) 49'tt) @)
A /MM Y XAO)



-3
ttexts - x*(H)+9'H)

(14¢)3
w X 4 &5 gl
(/if)(’ (17€)° (7(.)/77 )
€5 . it
@ taor g (¢)

(/f{)? A3t ([FH)? (1++)3

l
:)j({)—/n/llélf 2 412 M)

[+ (1#)?

@l A2 L el L7 /a’a}‘m;m'/bt;mé%w

Olnd oy lEx)d | FXY [ 14 12 2 1) st i
. A /z(ué)z (+4)° gy el =)

et (6) 4 et wlex) =c cod

yANPER AN EAV YY) IR IARNAY,
ZC1H)%  pe)? 1t

(b)=1\ma. -1 4+ 24+ 24lfijzc 5 c-= '_’4‘/:"_"?.—’3 )
9 1 / z ¢ 2
Et x wt soldidy ok :

XY g2 et oslffin) W b Gl
( z(1HE)? Z L’*Q */ﬂ- '(4[ )) 4 1 Xle) z) Iwppac

X*e -G+ B 12011) + 20148) In(1#)  4>-)
&/ X2 = d([+¢) 4 (/f(»)‘(/n(l#)—?) +4 €>-1

s e gt 2 (+¢) 4 (1) (Ll (18) -7) 4430

Mdv\a ollux WWMK%MW,JM?W xlo)=)
T //em«u/mézf“%c.
i) (2 +-tlhh)-2)) 12).



N TR Y TN N e
|Gt 4 W AR DR R BT
i__@'jj@ (C})@) byl Y B T T LT I e
Loyl g : il ¢t o[él-éj tié

e (»),2 = b4C @R o L_,.ézn:é R | 3
bl (215 Tl ) sl wllt 405) puni bk

___L) £>0 i (ts)C,‘) ,J.l)ﬁ_-/l _f__L;)_,,_[/x7 L% = £x _: 7‘ o8 /4_3_6/&4__

bR i e #al 2
B -

_W_i/%n&é}w_( e, z Jortel ) o€k /Mﬁw@ ,,,,,,

t

’)m&um&@wizfmww

h a_«ém_:,é;lc, t-0 /[ﬂu/g el G R et
S0 oG Do
RS e T

6-9@'* 3 é -0 ?IA_Q <o

s ot M@_WZM’LJW@L%( 2.

Gra dlso hym /{/gé)_._ﬁ)n c-2t=c,

€20 i )

L0

e
% —>0 é_;o

On ot alry, e MMMMWML

||||||||||||||||||||||||||




“f’—ﬁ‘ Wﬂﬂﬂd/ﬂl’?‘l@/ﬂdﬂ 2 % : { - 5 _4;
T Ma‘ e -7/ ézaé 7 >a o xe !&"(”Zé Jg.’"1ﬁ357ﬂﬁ¢24%3{‘”&£'%!’“ 2 |

=T ] AT
NN Aa!mﬁm’emﬁ a’iné@%&h:.r%ﬂiu s (|75 barT ).
. 7/[?5 »g/a@wlfz' 23, hala, wet dilwe ||

I ‘ ‘ ‘T i E [ il S R e e
- |




X

L X = -
X2

Find @(xed Fowlfz

X
b

.

=0

X P——L——j =0

I+X2
i )g:_—_ A2 = 1o eaddihonol soluhon
e, ey - or O

' <O
. = 2 moe sowhous f
; 0. <G < |

Stabid T ol &

___Lib :ﬁ CX) X2 + C l’f')(z)z

. r(h—x‘)z—— C1x?) + 2x%

zem

r—I

p/CO) = s = =>

C Hey*

Stable i r<y

unerede & > )

F'(kﬁ—j) g

r(2) = (£)eaft-0

7

=2 (Ll-)= w7 >

Hus s yO for
r€lo, ]

So bofu QJ(IVU\
faofs are unstable

|

(

—~

v
/
/ E\’bg& s curve, fake
/
r=-1— and vse
[+ X2

Q. dwun - et

symmefy

— et




