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Préambule :
Indiquez sur la copie vos NOM et PRÉNOM. Documents et calculatrices ne sont PAS
autorisés durant l’épreuve.
L’usage des téléphones est prohibé.
La justification des réponses et un soin particulier apporté à la présentation sont
demandés et seront pris en compte lors de la notation.

Le sujet comporte 4 exercices indépendants.

Questions de cours. 10 minutes - 4 points

1. (2 points) Énoncer sans le démontrer, le théorème des bouts.
2. (2 points) Énoncer et démontrer le lemme de Gronwall sous forme d’inéquation

différentielle.
Exercice 1. 40 minutes - 7 points Considérons l’équation différentielle suivante

(E1) t2 + x2(t)−5 = (x(t)+ tx(t))x′(t).

1. (1 point) Expliquer pourquoi l’équation (E1) n’est pas linéaire.
2. (1 point) Montrer que l’équation (E1) n’est pas une équation aux différentielles

totales.
3. (2 points) Déterminer un facteur intégrant associé à l’équation (E1).
4. (2 points) Déterminer une fonction F : R×]0,+∞[→ R telle que pour tout I inter-

valle de R, toute fonction x ∈ C 1(I,R), on ait

x solution de (E1) sur I⇐⇒ il existe K ∈ R tel que ∀t ∈ I, F(t,x(t)) = K.

5. (1 point) Sans la calculer explicitement, déterminer s’il existe une solution x à
(E1) vérifiant de plus x(0) = 1.
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Exercice 2. 20 minutes - 4 points
Donner l’ensemble des solutions maximales et globales dans R de l’équation différentielle
suivante

(E2) |t|x′(t)+ x(t) = t2.

Indication : il faudra d’abord considérer le cas t < 0 puis le cas t > 0.

Exercice 3. 20 minutes - 3 points
(4 points) On considère le système d’équations différentielles suivant

(S )

{
x′1 = 3x1 −18x2,
x′2 = 2x1 −9x2.

1. (1 point) Trouver les valeurs propres et vecteurs propres associés.
2. (1 point) En déduire les solutions générales pour des conditions initiales quel-

conques.
3. (1 point) Tracer (avec soin) le portrait de phase des solutions dans les repères

avant changement de base par les matrices de passage.

Exercice 4. 30 minutes - 6 points
On considère l’équation différentielle

(E3) x′(t) = rx(t)− x(t)
1+ x2(t)

,

pour tout t ∈ I ⊂ R et r ∈ R est une constante.
1. (1 point) Définir l’intervalle I où les solutions existent.
2. (1 point) Trouver les équilibres x∗ de l’équation (E3) en fonction de r.
3. (1 point) Déterminer leur nature (stabilité) en fonction de r.
4. (1 point) Déduire des questions précédentes un diagramme de bifurcation qui

sera dessiné avec le plus grand soin.
5. (1 point) Identifier les types de bifurcation.
6. (1 point) Dessiner avec le plus grand soin quelques trajectoires représentatives

(suivant des valeurs significatives de r) des solutions de (E3).
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