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. Introduction sur les suites

I Définition générale

Définition : On appelle suite toute fonction IN → R

nt Un

sentiers naturels

Le nombre un est appelé terme général de la suite (un) nen

Attention : ne pas confondre Un : nombre

et Un) ne IN

NE PAS ÉCRIRE ALORS Un est

i suite (fonction)

croissante mais (A) non est croissante



Représentation
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Il existe deux façons de décrire les suites :

1- FORMULATION EXPLICITE. Un : fin)

2. FORMULATION PAR RÉCURRENCE : Unt, s f (Un)

Mo :& , GEIR

Avantage majeur de la formulation explicite : Uso = f1500). resultat immédiat

alors que pour la formulation par recurrence pour avoir ns.ooil faut connaître Ugga

et pour avou Mya, il faut connaitre una, _.

Differences entre formulation explicite et formulation par récurrence

① On considère f : [◦ , to (→ IR

✗ HE

et (Un) new la suite définie par un: fin)

On a alors pour tout. non, Un fr (comme new, Fn existe toujours

Omc (Un) newest bien définie)

Exemple :

Comment la représente-t-on ?



Comment la représente-t-on ?
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② On considère f : [0 HOC → IR et la suite (Un) nen defini par



② On considère f : [0 HOC → IR

✗ → A

et la suite (Un) nen defini par

Un + is f (Un) -Tan

Mo = 1

Est-ce que cette suite est bien définie ?

On va monter par recurrence que Pm :" un≥ o" est unie pour tout non
on

① Initialisation : Po : No-470 vraie

② Hérédité : On suppose Pk vraie pour un certain KEN

montions que Pat, est.mil

comme Prest voie par hypothèse de recurrence on a Mr≥..

et donc Mkt, = Tuer existe, et comme c'est une maire Max 70

donc Pkt, est vraie

③ Conclusion : Priest voie pour tout new, crée que Uno pour tout new

et ainsi th) nen est bien définie.



Représentation graphique
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II Trois suites classiques

a. suite arithmétique

Définition : On appelle suite arithmétique, toute suite (miner

pour laquelle il existe un réel a appelé RAISON tel que

pour tout new lent, = tenta

Mo donné dans IR

exempts : Mo = 2 et a =3

Unt,- Unis

Mo = 2

Calculons les premiers termes. de (Un) non définie par Un 71 : Unto

no donné

to : Mo

U, : Not a

U2- U, ta = Motta

ls : Mta : No 739
-̂

Un : Mot ma

Remarque, ce resultat est général quand (un) nen est une suite arithmétique définie

un +, = Un + a

no donné

on peut la defaire de façon explicite par

par

Un : Motha /MEN



peut la defaire de façon explicite par

Peng : en exercice-par récurrence

/

Question :

Mo : Mo

t U,: Mo to

t Mz : Motta

:

+

que vaut not Mithat.-tu ?

Un : Not na

hottest.. + Un = (Mtl) Mot 0+20+3 at.--tra

= (Mtl) Not a (1+2+37--71) vont 11-21-37.-tu ?



= (Mtl) Not a (1+2+37--71) que vont 11-21-37.-tu ?

S- It 2+37... tn

S = n + (na) + In-2) t.tl

GAUSS

25 = (Mtl) + (nti) + (nti) t-t/A)

25 = n (Mtl)

S = M (HH)

t

2

donc Mothitht-+ Un = (Mtl) Mota. MNH)
Z

= (nti) (Mot 9E)

= HD (2h01am)

= (Mti) (mot
2

Wotan) (na) (UE)

" ' " ' ,

ASTUCE !



b. suites géométriques

Definition : On appelle suite geometripie, toute suite (un) non pour

laquelle il existe re IR, appelé RAISON tel que pour tout new

Unt, ± h un

ho donné

Nos 2 1 :3Exemple : Unt): 3h

Mo = 2

Formulation explicite de cette suite,

on a Mo suo

U, - Illo

U2 = r.ly = h.ru : Ello

Mz = r.by: Ello

:
= run.,:Un MAO



Remarque : toute suite géométrique défini par Mnt): run
to donné

peut s'ecrire sous la formulation explicite Un : Who

Que vont motu, + Mzt..-tu ?

Nos Mo

t Ups Illo

+ M : MW

:
+ Un silo

Mot Mit-t Un : Mot hllotrillot . + MU

= Mo (et rtret.-tri) que vaut 1+1+14. _+2"

ASTUCE &" (1+17171.71)/1-r)

4... tr

si

Un = 1. Mo : Mo

Mo : M,-Mes...-Un

(Un) non est STATIONNAIRE)

Est

ici on suppose 171

11kt r

- r-42-1f...-

= 1 -r"

Autrement dit 1+1+14. .-ten = 1-1""

n

r"-1nA

1- 1 → ta cour-11on a alors

no tu/+.. + Un = Mo (151"



c. Suite arithmético-géométrique

Définition : on appelle suite arithmetier géométrique, toute suite (un) new

pour laquelle il existe 2 vils reta (appelés raison) tels que

pour tout non, Un"s runta

Mo donné

Remarque : si r-i : on a un +1 = un tn : c'est une suite arithmétique (noria)

si a = ◦ ma Antiran " " geometrie (voir b) )

On suppose dans ce qui suit que 141 et 9=10

Question : peut-on touer une formulation explicite de Lumen ?

Réponse : oui



Méthode : étapes : on cherche une constante réelle l ti q. exe ta :b

(remarque : on a : anti : runta

si on pose f (x) srxta on a Unt, = fun)

et chercher l tel que retail

c'est" l " 'I 71e)-l

cherchons l : retail

⇒ re-l--a

⇒ l/1- 1) =-a

⇔ l : , (avec 141)

fl x): 'droite

fl X):X : intersection de Cf

are y ×

y :X

8f
e

e

étape 2 : On pose Un : un-l

Un +, = Unt, - l

h. Unt a -l

-

" ' , donc

V Vo : Mo-l

M Uni, = runta

R Un = Un-l done Un = Mtl

dans ce cas là

1. (ante) ta-l

- run + il ta_l

⇐ run tl/2- 1) ta n l = -2,

run - a. as + a

= run -a ta = donc (A) newest géométrique

de misons

N'

1NNn tt

et d'api le b) m a Un : Vor?

Un-e = (Ho-9.2"



b) 

Un-e = (Ho-9.2"

avecconclusion Un : Mo-e) r" te l = -a
1- 1

ma Un :(Mot 1) s"-♀, formulation explicite

exercice : donner la formulation explicite de Unt, = 214+3

No : 1



étapes : on pose f : IR → R

✗ ↔ 2×+3

de telle sorte que Unt,: flum)

Cherchons le point fixe de f- c'est à dire Rappel : point fixe.

un point fixe pour f est

une valeur l ti q.

fil)-l

Representation graphique

A y :X : 19 BISSECTRICE

e la

Quand f- est une droite

y

le

la

✗

/

ysaxi.ba#1

y :X

un ler tel que 71e): l

Autrement dit 21+3=1

⇔ 1+3=0

⇔

On pose

l =-3

étape 2 : Un-Un-l

V0 = Mo-l

Avec l =-3 ça donne un = Un +3

V0 = 1+3=1.

Un = Un +3 donc

et Un +, = 214+3
-

⇔ Tnt,-3 = 2 (Un-3) +3

= 29/676=

Un : Un-3

⇔ Un +1 2M

On reconnait une suite géométrique de raison 2 et de 1ᵉʳ terme v0 = a

étape 3 : La suite (A) new peut donc s'exprimer sous formulation explicite :

Un = Y 2" s 4. 2" = 2ᵉ. 2 ? 2ⁿᵈᵉ pour tout MEN

étape 1 : comme un = Un-3 on a pour tout MENUn = 2ⁿᵈ ? 3

Calculer Uno : My : 2"-3



II Suites récurrentes : généralités

Question : comment étudier une suite récurrente de façon generale ?

C'est à aie une suite de la forme

Unt, = flun) , now are f : I CIR → R

Mo donné

Le but est de savoir ① si la suite est bien définie (c'est à die que

pour MEN, Un E 0f

② est-ce que lem un existe ?



② est-ce que lem un existe ?

Exemple : dans l'exercice precedent Un +, = Hun) ai f : IR → R

Un : 2" ? 3

= 2 ? 2"3

= 4, 2^-3

n → 70

ta

Astro

✗ H 2×73

On a trouvé
Rappel :

«✗ CI 1

m :3 ✗ ↔ ✗ "

M : 2m ;)

M I O

1 0

. ☒

- 'C
p

s

•

si-IL ✗ <I ✗ "→ ◦
nota

si ✗ si 11 → 1
MAD

• si ×> 1

• six :-1

✗ "→ + o

c- 15 n'a pas de limite ⇔ ? "^

si n mari

✗ ̂  n'a pas de limite

1

n

0

fair

'sit

• si ✗ C. 1

l

O

✗ "→ 0 171
Mito Mito

b
✗ ^ tu

Motopas de limite

one lemin → tooth : ta



Proposition : si f : I CIR → IR est Continué sur I

et si la suite (Un) nen est convergente vers l (caid. lem un :C)

alors l vérifié

Pourquoi :

Mtn
1- fil) (e. à_d- quelestunpointfixedef)

Unt, = flum)

flum)⇒ lui un,-lui
n → too ns too

e : f (lui un): f ll)
9 47100

f- continue

Remarque : bonne nouvelle : toutes les fonctions classiques ✗ ↳ × ? ✗ ↳ A, ✗ Hmx, ✗ Hmx,

✗ H & continuer]-got
m JOHN

etc...

sont contenues sur leur ensemble de définition.

De même, la somme, le point, le quotient, la composée de fonctions contenues

sont contenues



Attention : f- peut avoir

Ef y :X

0, 1,2 ou plusieurs points fixes

MY y :X
8f

9m

0

Y :X

aucun point fixe un seul point fixe ce points fixes

Plusieurs questions vont ont se poser :

① Combien la fonction f possède-t-elle de points fixes ?

② si la suite (Un) nen converge vers quel point fixe converge-t-elle ?

??
③ Comment savoir si la suite converge ?

④ Représentation graphique : comment savoir si la suite est

croissante, décroissante, alternée...??



Réponse à la question : on considère une suite (un) non défini par Umts : flan)
nommé

On suppose que tous les Un EI CIR

② si f est croissante sur I alors (Un) non est soit croissante

soit décroissante. on calcule le signe de f'

si Mo <My : la suite (Un) new est croissante

si no> M i " " est décroissante

⑤ si 7 est décroissante sur I alors (b) newest alternée

Exemple : Représenter les suites (Un) un et ton) non avec

Un) sen definielar un +, = Tun

Mo = 0.2

Un ti" ton

No : 3

et (Un) nen defini par



Réponse à la question : est-il possible de savoir si l'on a un ou

plusieurs points fixes pour une fonction f.

• si on peut le calculer à la main c'est mieux : ex : exercices precedent

on calcule f (e):C

• sinon a se sert des résultats souriants

a. stabilité d'un intervalle par une fonction

On considère f : I CIR → IR ai I C Of (domaine de definition de f)

Definition : on dit que l'intervalle I est stable part si 7 (I) CI

autrement dit :. si ✗ EI, il faut montrer que fl x) EI
I

• graphiquement FIÉ.

\
0

I



Pourquoi a-t-on besoin de la stabilité ? un

I

& y≥ ×

e
J

: Lorsque I est un intervalle stable pu f (cod 7L I) CI) am I Cop

alors la suite définie par Unt,-flum) est définie pourtout MEN

ho donné

(avec not Of)

Un,: fun) E PLI) CIC Of )

Remarque : c'est un bon moyen de montrer qu'une suite (Un) non est bien define sans

passer par une demonstration par récurrence

A)l

théorème

(en effet, si une IC of



b. POINT FIXE

sort f : I → IR continue sur I moi t quel est point fixe def si et

seulement si f- le)-e

definition :

theoreme • EXISTENCE DU POINT FIXEi

Soient I :[a, b] et f : [0,3] → IR une fonction continue avec Ca, SI CA

On suppose que [a, b] est stable par f nid que f ([a, B) C [a, 

alors f- admet au moins un point fixe dans la, s]

Cf

a l s

b

fla)

f1 ↓

[a, b)

f- [a, b]

Réponse à la question 3 : comment savoir si la suite (un) nen converge?

condition necessaire de convergence

Fonction strictement contractante

soit f : I → IR avec I c 0f

Orie quel est strictement contractante sur I signifie

qu'il existe un K avec ◦ <K <I tel 

2.

Definition :



qu'il existe un K avec ◦ <K <I tel que

pour tous ×, yo 5 Ifk)-fly)/≤klx.gl

autrement dit : /f- Y.ly/sK4I

-

I

Et
sécante

\ y

fly)

fly

pente de la droite

sécante pa ont

par (×, f (x)) et (y, fly))

FIN Y <KL Iond_, c-K <

théorème de la fonction strictement contractoule



théorème de la fonction strictement contractoule

soit f : I → IR avec IC Of et f dérivable sur I

si t'venfie max 1f ' (x)/= KU alors feststuilementcontractonte
✗ EI

Exemple : Est-ce que f : × H x2 est strictement contractante sur [1,23 ?

Ici f- Lx) 5×2 pour ✗ C- (1,2) f est désirable su IR one sur [ 'R]

donc f ' (x): 2x et comme 1*52 ma ✗ 30 donc 2×70

ainsi /l'Lx)):/2×1=4 de +, 15×52

one 252×54,

Par conséquent max 1f ' 4) 1=431 donc fn'est/as strictement contractante soap].
✗ E [1,2]

theoreme on point fixe :

Soit 7 : I CIR → IR avec IC Of telle que

① f est contenue sur I

② I est stable par f (FLI) (I)
existence



② I est stable par f (FLI) (I)

③ 7 est strictement contractante sur I (caid max/l'A) ki)
✗ EI

unicité

alors 7 admet un unique point fixe l et la sinté (Un) non définie par

converge vers le

Question.

Anti : f (Un)

Mo donné

que se passe-t-il si on n'arnie pas à appliquer ce théorème, mais

qu'on arrive quand meme à montrer que f admet plusieurs points fixes ?

Comment savoir si ces points fixes sont attractifs (ini que si nori est pas loin de

ce puit (un) n en conseizeves ce point) ou repulsifs

alors - ne converge pas-)

La reprise est dans le theoreme suriant

theoreme : POINTS ATTRACTIFS -POINTS RÉPULSIFS

soient f : I → R avec IC Of et (Un) non une suite define par/Un +,-flan)



define par/Un +,-flan)

Mo donné
on suppose 7 continue et durable sur J

On a que l'on a calculé la valeur exacte des points fixes le

◦ si 1f ' (e)/<1 : alors l est ATTRACTIF (un) nen convergevesl

si no poche del

② si 1f' (e)/> 1 : " " REPULSIF -

③ si f'll)s' alors on calcula f" (si festzfis durable sur E)

② si f " (l) to alors lest REPULSIF

⑤ si f' ' (1) :O alors si f " ' (e)> ◦ alors les-REPULSIF

si f " (e) co "l" ATTRACTIF

④ si f' (e) =-1 on calcule :

- 2f " ' (e) -3 (f " (e))" si <◦ est ATTRACTIF

si> ◦ lest REPULIF

alors 1

Exemple : examen licence SPS 14 décembre 2021



Soit f : × ✗ +2 +1
✗ -J

① Df = ?

② Expliquer pourquoi f- est contraire sur ☆

sur J-a, 5 [ou 35, tu [ f est contenue comme quotient et additions de fonctions contenues

( X H ✗ +2, ✗ ↳ ✗ -5 et ✗ H1)

Of : {✗ ER ; ×-570}

IR privé de

↓

= IRIE} = 3-0,520351+01

③ On suppose ✗ E (on]

a. Montrer que l' (x) = ¥5,2

b. expliquer pourquoi fest décroissante sur lui]

c. Calculer flo), f11) et en déduire que (ou] est stable part

a. f (x) = ✗ +2
✗ -s +

~

donc f' (x) = 1- (✗ -5) 4+2)./

(✗ - R

- ✗ -5- × -2 , -7

(E) 's " 'r-av'
✓ 2

to

(X-5) 2 F512



(X-5) 2

y.ge ou pour tout ✗ E [a,,]: (✗ -55 et-7<0 donne l'G) <0

Par conséquent fest de croissante sur ton]
1

F512

b. l'Lx) s -7

C. f10) - ÇI + l -E +1 = -2+5
5

f- (1) = Ê, + 1 = -? + 1 ± - 34ᵗʰ : &

71 COIN) = [1,3.] CGI] Ca fr0 et 3. 4)

donc [ou] est stable par f

- E

o
n

%
%

Ici

1 5.

.2

d. Montrer que f " (x) 14
(X-5) 3

e. Montrer que l' est décroissante tu f11]

f. Calculer f ' (o) et l' (1)

Montrer que f est strictement contractante sur EDg.



d. Rappel : l'4) = 512
= 0 + 7. 2. (x-5) ./ (J 's " 'v.v

v2

(a) '= au_n'
✗ -5) T

= 4 (×. -

(×-5) " (X. 5) 3

e sur [011] 1470

et ◦ ≤✗ ≤1 donc -55×-551-5=-440 done ✗ -5<0 done (X-5) %

76nspar conséquent f- " (x) -(¥5,320 sur CID

Ainsi l'est décroissante sur (011]

l' (a) = -7
60-5) 2 =

f' (1) = [F5,2"Est "%

9f'

if'/1)

0

flo)

i

^

Ef'

H

¥,

¥16

• 81f'/

725

donc max 1f ' (x)) s 71621
✗ 66011]

donc f- est strictement contractante.



On a : ① f continue sur lui]

② (011] stable par f

③ f strict. contractante WGM

donc il existe un unique point fixe le [on]

Cherchons ce point fixe : le (a) tig. lll): l

⇔ EE + le

( 1+2
l-5

= e. 1

⇒ 1+2 =P-1) (1-5)

⇔ et 2 = l'-51-175

⇔ et 2:12-6175

⇔ 12-71+3=0 D= 49-4.3

= 49-12

= 37

f : 719>1

2×43×+6=0

D= 5240C
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* ,:-b-E
za

Es -btry
ca

l,: 7- V57

2

oc a

le/on]




