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Série d’exercices n°1/5
Interpolation polynomiale

Exercice 1. Partiel- Printemps 2017
A titre d’information : Partie sur 5 points a faire en 40 min
Soit f : [—1,1] — R, une application de classe . On note
o = —1, T = —1/2, T = 0, T3 = 1/2, $4:1,
Yo = 17 hn = _1/27 Y2 = 17 Ys = _1/27 3/4:1,
ou pouri = 0,1,2,3,4 les z; sont des noeuds sur [—1, 1] et les y; les valeurs respectives prises par
f en ces nceuds.
1. (2 points) Déterminer le polynome d’interpolation &, de f aux nceuds z;, i = 0,1,2,3,4
ci-dessous

Py(z) = a0+a1<37+1)+CL2($+1)($+%)‘i‘a:;(x"—l)(x—f—%)$+CL4(1’+1)(QZ+%>J}(§L’— %),

en évaluant les coefficients a; grace a la résolution d’un systeéme obtenu par 1’écriture des
conditions Py(x;) = y;, pouri = 0,1,2,3,4.

2. (1 point) Comment se nomme cette méthode ?

3. (1 point) Donner la formule réduite de ce polyndme (sous la forme bzt + byz® + bya® +
bll’ + bo)

4. (1 point) Déterminer la forme de Lagrange d’interpolation de f en ces nceuds.

5. (BONUS : 1 point) Retrouver le polynome P, sous forme réduite ci-dessus.

Exercice 2. Formule des Différences Divisées (Un classique)
Soit f : [a,b] — R continue et n € N*. On note P, € R, [X] le polyndme d’interpolation de f
aux n + 1 points distincts xg, - - - , x,, de I'intervalle [a, b].

1. Montrer que la famille de polyndmes :

£ = {1,(X—x0),(X—:1:0)(X — 1), ,f[(X_mk)}

est une base de R, [X].



On considere a présent la décomposition de P, dans cette base :

n—1

Pn(X) = Qo +a1(X — QT()) + - +ClnH(X — ZL‘k),
k=0

oulesa;,t=0,---,n sont des réels.

2. (a) Montrer que ag = f(zg) eta; = w.
1— Zo

(b) On suppose n > 2. Montrer que pour tout entier ¢ vérifiant 2 < ¢ < n,

i—2

f(x;) — |ao + ar(@; — x0) + -+ - + anH(xi — x)
k=0

a; =

3. Montrer par récurrence (sur 7) que pour tout entier naturel ¢+ < n, les coefficients a; ne

dépendent que des points xq, - - -, x; (et pasdes x; 1, - , Ty).
On pose alors a; = f[xg, -+ ,x;] pour touti = 0, -- - ,n, de sorte que
n—1
P(X) = flxo] + flwo, 1](X — 29) + - + flao, -+, 2] [ [(X = a) . (1)
k=0
4. Pour touti = 0,--- ,n, on pose y; = x,_;. Notons que (¥;)i—o.... n €t (2;)i=o,... , définissent

la méme famille de points, et donc le méme polyndme interpolateur F,.

(a) Ecrire la décomposition de P, , sous la forme (1) dans la base :

F = {L(X—yo)>(X—yo)(X—y1),“' 7H<X_yk)}

k=0

(b) On considere 1’écriture de P, dans la base £ donnée par (1) et celle dans la base F
obtenue a la question précédente. En raisonnant sur les termes d’ordre n, montrer que

f[x()a"' 7'rn] = f[xna 7370]-
n—1
(c) Déterminer le terme d’ordre n — 1 du polyndme H(X — x,). En déduire le terme
k=0

d’ordre n — 1 du polyndéme P,, donné par (1).
(d) En considérant a nouveau I’écriture de P, dans la base F, et en raisonnant sur les
termes d’ordre n — 1, montrer que

n—1 n—1

f[m()a'“ 7'7;7171] —f[iL'o,"' 7xn]z$k:f[y07 7yn71] _f[y07 7yn]zyk

k=0 k=0



f[xla"' 7xn]_f[$07'” 7xn71] .

(e) En déduire que f[xg, - ,x,] =
Ty — X

On suppose a présent que f est (n + 1) fois dérivable.

5. Dans cette question, on fixe x € [a, b], distinct des zo, - - - , x,,, et on consideére le polyndme
d’interpolation de f aux points xg, -+ , Ty, T :

n

P (X) = flzo] + flxo, 21)(X — xo) + -+ - + flzo, - - ,xn,x]H(X — ).
k=0

(a) Montrer que PT(LT{D = (n+ D!f[xo, - ,zn,2].

(b) On considere la fonction définie par e,,.1(t) = f(t) — P,+1(t) pour tout réel t. Montrer
que e;,, s’annule au moins n + 1 fois sur |a, b|.
(n+1) o

(c) Montrer quee,,; ’ s’annule au moins une fois sur Ja, b[. En déduire qu’il existe § €]a, b]
tel que
AR
f[ajOa ,an,ﬂf] - (n_|_ 1)| :
6. Montrer que pour tout réel x, on a :
Osiz € {xg, - ,zn},
) = Pu(z) = flxo, - ,:pn,x]H (x — ) sinon .
k=0
7. En déduire que si o, - - ,x, sont des réels distincts d’un intervalle [a, b], on a, pour tout
x € [a,b]:
Mn+1 -
- Pn < - )
@)= P < i 1@ =

ou M, = SUPte(q,b] |f(n+l)<t)’ .
8. Application. On s’intéresse a la fonction f : x € [0, 2] — sin(7wx/2).

(a) En se basant sur (1), déterminer le polyndome interpolateur de f aux points xq = 0,
Ty =1letxy = 2.

(b) Etablir une estimation d’erreur.

Exercice 3. Un exemple de polynéme d’interpolation
Soit f : [0,1] — R une fonction continue.

1. Déterminer le polyndme P; d’interpolation de Lagrange aux noeuds O et 1.

2. Déterminer le polyndme P, d’interpolation de Lagrange aux noeuds 0, 1/2 et 1. On I’écrira
sous forme de Lagrange et sous forme de Newton.



Exercice 4. Convergence de l'interpolation de Lagrange
Soit n € N* et o un réel vérifiant || > 1. On note L,, le polyndme d’interpolation de Lagrange de
la fonction

1

f(z) = , —1<2<1,
T —

aux n + 1 points distincts xy, ..., z,, de I’intervalle [—1, 1].

1. Le but de cette question est de montrer que si || > 3, alors :
lim —L =0.
dim 1f = Ll
Nous rappelons le résultat suivant, déduit de 1’étude générale menée a 1’exercice 1 :

FI(E)

Ve e [-1,1], 3c€]—1,1] f(x)—Ln(fE)Zm

Hn(l') 9

n

avec I1,,(z) = H(m — ).

k=0
(a) Calculer les dérivées successives de la fonction f.

(b) Montrer que pour toutn € N*, ona:
Vo € [-1,1], |IL,(x)] < 2",

(c) Montrer que pour tout n € N* ettout £ €] — 1,1[:

(n+1) 1
(n+ DM ™ i \ [t —af™*

(d) On suppose |«| > 3. Montrer qu’il existe un réel p > 0 tel que

o —t| > 2+ ppourtoutt €] —1,1].
Indication : on pourra commencer par montrer que pour tous a,b € R, |a — b| >
[laf —1{b]] -
(e) Conclure.

2. Considérons toujours la fonction f

1
flz) = , —1<z<1,
T—a«

aux n+ 1 points distincts xy, ..., z,, équidistants de I’intervalle [—1, 1]. Dans la pratique nous
n’agissons pas du tout comme ce qui précede. Nous préférons utiliser des polyndmes de
degré peu élevé sur chaque petit intervalle [z;, ;1 1].

(a) Ecrire le polyndme interpolateur de Lagrange de degré 1 f,, de f sur chaque intervalle
[ZEZ‘, ZL‘Z‘_H], 1= 0, e, — 1
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(b) On considére un maillage uniforme de I’intervalle [a, b], c’est a dire que ;1 — z; = —

pour touti = 0,--- ,n — 1, ou £ est la longueur de I’intervalle.
i. Monter que, pour touti =0,--- ,n — lettout z € [x;, x;41] :

o — )2
(0 = w0 (o — )] < )
ii. En déduire que :

C
Hf - anoo S )

n
et donc que f,, converge uniformément vers f lorsque n tend vers I’infini.

Exercice S. Interpolation Polynomiale de Hermite

Soient zy, ..., x,, n + 1 points distincts de I’intervalle [a,b], (a,b € R, a < b) et f de classe
% (|a, b], R) une fonction dont on connait les valeurs et celles de sa dérivée en ces (n + 1) points
distincts.

Nous cherchons un polynéme H,, de degré minimal tel que

H,(x;) = f(x;) etH (x;) = f'(z;), i=0,...,n.

Nous rappelons que les fonctions de base de I’interpolation de Lagrange, c’est a dire les polyndmes
de degré n tels que L;(z;) = d;; pour i, j = 0, ..., n sont donnés pour tout i = 0, ..., n par

n
Li(z) = H ’ xxj., pour tout x € R.

Nous allons montrer le résultat suivant :
“Le polyndbme H,, s’écrit

H,(z) = Zf(wi)hi(x) + Z f'(@i)hi(x)
hi(z) = (1 — 2L (x;)(zw — x;)) L3 (x), et hi(z) = (v — x;) L ().
De plus, si f € €2V ([a, b],R)
e,

< Ty -

et
hi(z;) =0, Bi(x;) = 6.
2. En déduire que H,, est 'unique polynome de degré 2n + 1 vérifiant les conditions requises.
3. En déduire une majoration de I’erreur | f(z) — H,(z)] .



Exercice 6. Polynome de Tchebychev
Soit n € N, nous définissons le polyndme de Tchebychev de premiere espece par

T, (z) = cos(n arccos(z)), x € [—1,1].

1. Montrer que les fonctions 7;, satisfont la formule de récurrence

{ To(x) = 1, Ti(z) ==,
Toir(z) = 22T,(x) — Tho1(x).

2. Montrer que 7}, est un polyndme de degré n dont le coefficient de 2™ est 271,

3. Montrer ensuite que les polyndmes 7;, sont orthogonaux par rapport a la fonction poids
(1 —2%)71/2, c’est a dire :

1 do , si n=m=0,
To(x) () ———= =< 7/2, si n=m #0,
[ D) Tule) =2 rj2 e

k
4. On pose t,(z) = 27T, (z) pour tout z € [—1,1] et y,, = cos (—W) pour k = 0,...,n.
n

Calculer t,,(yy) pour tout k = 0, ..., n. En déduire que ||t,,||oo = T

5. Soient z1, ..., x,, n points quelconques de [—1, 1]. Nous posons wy,(x) = (z—x1)...(x —x,,).
Supposons par 1’absurde que ||wy,||oo < ||tnso-
(a) On pose d = t,, — w,. Montrer que d est un polyndme de degré au plus n — 1.
(b) Montrer que
tn(ye) — wnlyr) >0, sl k est pair,
tn(yr) — wn(yg) <0, si k est impair.
(c) En déduire que ||w, /oo > ||tn]]co-

6. Pour tout n € N, nous notons 17y, - - - , 7,1 les racines de 7T,,, appelés points de Tchebychev.
(a) Déterminer les points de Tchebychev du polyndme 7;,.
(b) En déduire I’expression de t,, en fonction des points de Tchebychev.

7. Application - Soit n € N*, P,,_; le polyndme d’interpolation de Lagrange de la fonction f
définie pour tout x > —2 par f(z) = In(z + 2) aux points de Tchebychev. Déterminer un n
tel que

max |In(x +2) — P,_q(z)] <2710

—1<z<1



Exercice 7. Splines cubiques

Dans cet exercice, nous souhaitons interpoler une fonction f € %*([a,b], R) par une fonction
cubique par morceaux. C’est que nous appelons une spline cubique.

Pour cela nous définissons (z;)o<;<n+1, qui déterminent une partition de ’intervalle [a, b], avec
o =aetr, 1 =b.

Nous appelons spline cubique, une fonction S vérifiant

1. S € %?*(a,b],R),
2. S |[z;2,,1) €t un polynéme de degré 3 pour i = 0, ..., n.

Pour construire une telle approximation, nous cherchons a définir une spline S en fonction seule-
ment de ses valeurs aux points x; et de sa dérivée seconde en ;.

1. Soit P un polyndme de degré inférieur ou égal a 3 défini sur un intervalle [«, 5] par ses
valeurs P(«), P(8), P"(«), P"(53).

(a) Montrer que

P'(a) = P'(a) _ P'(8) ~ P'(a)
T — B -« '

(b) Montrer qu’il existe v € R tel que

Pl(2) = v+ P()(z —a) + Hf()ﬁ__i /;(O‘) (z — a)?.
(c) Montrer quil existe u € R tel que
P) = u+v(z —a) + %@‘)@: —a2+ P"f()ﬁ__z;(o‘) (x—a)?.
(d) Déterminer u et v en fonction de P(a), P(8), P"(a), P"(3). En déduire que P est

unique.

2. On se propose de démontrer qu’il existe une unique spline cubique S interpolant f au sens
suivant

{S(xz) = f(x;), pour 0<i<n-+1
S'(a) = [f'a), S'(b) = [f(b).

(a) Montrer que

P(B) — P(a)
b —«

b —«

+ (2P"(a) + P"(B)) —

P'(B) =

(b) En considérant le polyndome P de degré 3 tel que pour tout = € [x;_1, ],

S |izs_1,2,] (¥) = P(x), montrer que
S/(l’l) _ f(xz> — f(xz'fl) + (S//<xi—l) + Zsll(xi>) Ty — Tij—1
i — Xi—1 6



(c) Montrer que

B (8 (i) + 28" (1)

) — S F) - Frn)

Tiv1 — X4 Xy — Tj—1

Tit1 — T4

(5"(wi1) +25"(2:))

Indication : on pourra considérer le polyndme de () de degré 3 tel que pour tout x €
(25, i), S |jziwiia] () = Q(2) afin d’obtenir une autre égalité pour S’(x;).

(d) Montrer que
(25”(.%’0) + S”(l’l)) 1 — Xo _ f(xl) - f(xO) - f’(CL) '

6 1 — X

(e) De méme, déterminer (25" (z,,) + S”(xn+1)) en fonction de x,,, Tpi1, f(2n), f(Tni1)
et f'(b).

(f) Montrer que le vecteur S” = (S{,--- S, ;) ou S/ = S"(x;) pouri =0,--- ,n+ 1L est
I’unique solution d’un systeme a n + 2 équations. Conclure.

3. En prenant pour i € {0, ...,n + 1} la fonction spline .S; telle que

0, si j #1,
Silzj) = { 1, si ; iz
et Si(a) = Si(b)

= 0, puis les splines S, et S, telles que S,(z;) = Sp(x;) = 0, et S, (a) =
S;(b) = letS)(a) =

S/ (b) = 0, montrer qu’une fonction spline S interpolant f sur [a, b]

s’écrit
n+1
S(x) = f;Si@)+ > fiSa(x).
Jj=0 ac{a,b}



