TD 2, Math III-1, analyse

Suites dans C, séries numériques (début)

Suites :

1. On considere les deux suites réelles (z,),.y et (¥n)nen définies par zg = 1, yo = 0 et

Tny1 = —0AYn,
Vn € N, avec a > 0.

Ynt1 = QTq,
On pose Vn € N, z, = z,, + 1y,.

(a) Montrer que Vn € N, 2z, = ae'™?z,.

(b) Montrer que Vn € N, |z,| = a™|z.

(c) En déduire que si 0 < a < 1, lim [z, = 0 et que sia > 1, lim |z,| = +oo.

n—-+o00 n—-+00
Etudier la convergence de (z,), ¢y dans ces deux cas.

(d) On suppose maintenant que a = 1. Montrer que (|2,]),,cy converge mais pas (zn),,cy-
T : i ;i 1 nm L
2. On considere la suite complexe définie par Yn € N*, v, = | 1 — — | exp o Etudier
n

la convergence de (|un|),cn- PUis de (un),cp.-

3. Calculer les sommes suivantes :

+00 1 n

@ > (-3)-
n=0
+00 1

(b) Z = (on appliquera Taylor-Lagrange & I'exponentielle entre 0 et 1).

n!

n=0
i

(e} >,

n=1

(on appliquera Taylor-Lagrange & —In(1 + z) entre 0 et 1).

n? 3"
4. Etudier la convergence des séries Z o] et Z (1 - ;) :

Séries a termes positifs :

5. Etudier la convergence de la série de terme général wu,,:

n+1 n+1 n+1 4 2 1
(a) Up = 713.—_7y Un = n2_7yun = T Up —sm(l/n ); Up = W

1



1 In(n) n 2" 43"

O = Gy U = R U S e S ) 1o
() u _1 - ="100000 i =ﬂ(("__+_1£)f
"ol Tt nl " (2n —1)!

{5 ca (sin (%)) o £ (1 - %)M, gy (1 + %) -

(a) Trouver une primitive de 1/(z In®(z)).

+00
(b) Montrer que pour a > 1, I'intégrale impropre / m est convergente.
a

(¢) On pose u, = 1/(nln’*(n)) pour n > 2. Montrer que Zun converge.
(d) Donner un encadrement de R,, le reste d’ordre n de Z“"'

8]
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