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Série d’exercices n°5/6
Interpolation polynomiale

Exercice 1. Formule des Différences Divisées (Un Classique)
Nous supposons que f : [a,b] — R est une fonction n + 1 fois continiment différentiable. La
formule de Newton qui consiste a écrire le polyndme F,, aux points zy ,..., Z,, sous la forme

P.(z) = ag + a1(x — xq) + ... + an(x — x0)...(T — 1),

permet de construire le polyndme P, a 1’aide d’une récurrence. En effet,

n—1

Pn(x) = Pn—l(x) + ap H(ZE — $k)

k=0

Autrement dit, connaissant F,,_1, il suffit de calculer a,, pour connaitre F,.

a) Montrer que le polyndme d’interpolation de Lagrange de la fonction f aux points distincts

(%i)1<i<n est donné par
i1

P,(x) = Z flzo, -y xi] H(x — ),

k=0
ou f[.] désigne les différences divisées de f définies par

fle) = f(x),
1 pour tout 7 =0,...,n.

flzo,-.oyx] = (flxe1, -y x) — flxo, -y 1)),

Tk — Xo

Montrer ensuite que f[zo, ..., ,] est invariant par permutations.

b) Montrer qu’il existe £ € [a, b] tel que

flzos ooy xn] = f(n)'(é“)
n!
¢) Montrer que o



i—1
_ (n+1) — e
Mg = max [0 ()], et m(x) 11(1“ ;).
N.B. : Remarquons bien ici que I’estimation n’est pas forcément quelque chose de petit (voir Phé-
nomene de Runge).

Application.
Trouver I’interpolation de Lagrange de la fonction z — f(z) = sin(mwz/2) aux points o = 0,
r1 = 1 et x5 = 2. Puis a I’aide des questions précédentes établir une estimation d’erreur.

Exercice 2. Convergence de l’interpolatio de Lagrange Soit L,, le polynome d’interpolation de
Lagrange de la fonction
1

fz) = , —1<2<1,
T —

aux n + 1 points distincts xy, ..., ,, de ’intervalle [—1, 1].
1. Calculer les dérivées successives de la fonction f.

2. Montrer que si o > 3, et siles n + 1 points xy, ..., x,, sont équidistants, nous avons alors
lim ||f — Ly||e = 0.
n—-+o0o

3. Considérons toujours la fonction f

1
flz) = , —1<z<1,
e

aux n + 1 points distincts xo, ..., z,, équidistants de I’intervalle [—1, 1]. Dans la pratique
nous n’agissons pas du tout comme ce qui précede. Nous préférons utiliser des polyndmes
de degré peu élevé sur chaque petit intervalle [x;, x;41].

Ecrire I’approximation de Lagrange de degré 1, f, de f sur chaque intervalle [x;, z;1],
1=0,....n—1

4. Montrer que si o # [—1, 1], nous avons
C
IF = Ll < 5

et donc que f,, converge uniformément vers f lorsque n tend vers I’infini.

Exercice 3. Interpolation Polynomiale de Hermite

Soient zy, ..., x,, n + 1 points distincts de I’intervalle [a,b], (a,b € R, a < b) et f de classe
% ([a, b],R) une fonction dont on connait les valeurs et celles de sa dérivée en ces (n + 1) points
distincts.

Nous cherchons un polynéme H,, de degré minimal tel que

H,(x;) = f(x;) etH (x;) = f'(z;), i=0,...,n.
2



Nous rappelons que les fonctions de base de I’interpolation de Lagrange, c’est a dire les polyndmes
de degré n tels que [;(x;) = 6;; pour 4, j = 0, ..., n sont donnés pour tout ¢ = 0, ..., n par

n
T —
li(x) = H . xj-’ pour tout z € R.
j=0 "t J
i

Nous allons montrer le résultat suivant :
“Le polynéme H,, s’écrit

H,(z) = Z fxi)hi(z) + Z (@) hi(x)

hi(x) = (1 = 2)li(@;)(x — ;) (2), et hi(x) = (x — z5)1F ().
De plus, si f € €2V ([a, ], R)

LD o

an — 2'”
Gnr ) el o)

1. Montrer que pour ¢,j = 0,...,n
hi(x;) = big,  hi(x;) =0,
et
hi(z;) =0, hi(x;) = 6.

2. En déduire qu’il existe un unique polyndme f,, de degré 2n + 1 vérifiant les conditions
requises.

3. En déduire une majoration de 'erreur | f(z) — H,(z)] .

Exercice 4. Moindre carrés discrets
Nous rappelons tout d’abord le théoreme de la projection sur un sous-espace vectoriel :
“Soient I un sous-espace vectoriel de R""* et y € R, Alors il existe un unique v* € F tel que

[l =yl = min flv —y].
De plus, v* est la projection orthogonale de y sur ’espace F' : v* = Pry est telle que
(v* —y,v)=0,v€EF.”

Objectif de ’exercice : soient 1 (x) = 1 et po(x) = z et p3(x) = 2% Nous recherchons le
polyndme de degré 2 qui approche le mieux le nuage de points (x;, y;)1<;<4 Suivant :

(—1,1),(0,0), (1,1), (2,2).
Autrement dit, nous souhaitons trouver ¢* € V := vect(p1, @2, 3) telle que

3
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1. Tracer le nuage de points.
2. Ecrire le polynéme ¢(z) = i u;p;(x) et expliciter le probleme sous la forme :
“trouver v* € I solution a’eji1
|v* —y|| = ffél? lv—=yll,o0ny = (y1,....,y2)", et F = {v € R*, v = Bu,u € R3}.”
3. Montrer que ce probleme admet une solution unique v* € F.
4. Montrer que si v* € F est solution, alors il existe un unique u* € R3 solution de
BTBu = BTY.
5. Montrer que B est de rang 3. En déduire alors que BT B est définie positive.

6. Expliciter la solution du probleme.

Exercice 5. Polynome de Chebychev
Soit n € N, nous définissons le polyndme de Chebychev de premiere espece par

T, (z) = cos(n arccos(z)), x € [—1,1].

1. Montrer que les fonctions 7,, satisfont la formule de récurrence
To(z) = 1, Ti(x) ==,
Toii(x) = 22T, (x) — T4 (x).

2. Montrer ensuite que les polyndmes 7,,(x) sont orthogonaux par rapport a la fonction poids
(1 _ x2)—1 /2’

Thx —Th(2) ———75 =4 7/2, si n=m#0,

1 dr T, si n=m =0,
(Kl (1 —a?)71/2

0, si n #m.

3. Montrer que T},(x) est un polyndme de degré n dont le coefficient de x™ est 2" 1.
k

4. Nous posons t"(x) = 2'7"T, (z), yr. = cos(l), k=0, ...,n, calculer t"(y).
n

5. Soient xy, ..., x,, n points quelconques de [—1, 1]. Nous posons w,, () = (x—x1)...(x—z,,).
Supposons par I’absurde que ||wy, || < ||t"]/. Montrer alors que
t"(yr) — wn(yg) >0, si k est pair,
t"(yx) — wn(yx) <0, si k est impair.
6. En déduire que ||wy||co > [[t"|oo-
7. Application : Soit L,,_; le polyndme de Lagrange de la fonction f définie pour tout z > 2

par f(z) = In(x + 2) aux points racines du polyndme de Chebychev T,,. Déterminer n tel
que

_ ~10
_max, |In(z +2) — L1 (x)] <271



Correction des exercices

Exercice 1.

a) * Montrons que le polyndme de Lagrange est unique. Soit @, un autre polyndme
solution de (1). Alors, nous avons pour i = 0,...,n

Pﬂ(mi) - Qn(-Ti) = f(l';) — f(ﬂ?;) = Q.

Ainsi, P, — @, est un polynéme de degré inférieur ou égal & n s’annulant en n + 1 points. Il
est donc identiquement nul.
* Les coefficients @ = (a;)o<i<n sont solutions d’un systéme linéaire

Ma=y,

avec y; = f(x;) et M la matrice de Vandermonde dont le determinant est non nul. Les
coefficients (;)o<i<n sont donc définis de maniére unique.

* Montrons que pour tout n > 0, le coefficient a, = f[zo,...,Z,]. Nous faisons la
démonstration par récurrence sur le nombre de points z;. Nous vérifions d’abord que la
formule est vraie & 'ordre n = 1

Nous supposons ensuite que la formule est vraie a 'ordre n — 1; nous avons alors

Pi(z) = Ppulz)+a, H(:r — Tx)

— Zf[a:o, , T H (T —zx) + an H(-’F—mk)

k=0
Il reste & calculer a,. Considérons donc

Q(z) =

Tp — T
X Pn—l(m):
n — o
ol

n i—1

Qn-1(z) = Zf[-’ﬂl: ey T H(il? — T)

i=1 k=1
est le polynéme d’interpolation de f aux points zy,...,z,. Nous vérifions immédiatement
que pour tout ¢ =0, ...,n

Q(zi) = f(z:).
Ainsi, puisque @ est un polynéme de degré inférieur ou égal & n, nous avons P, = Q. Or,
cette nouvelle expression de P, permet de déterminer le coefficient de z" de B,

an, = f[.’,l:],...,.'L'ﬂ] ] f[:L'o, ---:xn—-l] = f[:cu,...,:t:n].
0 Tn — To

Tp — T

* La formule des différences divisées est dont stable par permutation. En effet, permuter
les z; ne change pas le polynéme d’interpolation et donc ne change pas le coefficient du terme
de plus haut degré a,.



b) Nous introduisons la fonction E;,(z) = f(z) — P.(z). D’une part, la fonction E s’annule
en n+ 1 points distincts. D’apres le théoréeme de Rolle, puisque F,, est continue et dérivable,
sa dérivée E s’annule en au moins n points,..., E,g") est continue et s’annule en un point
€ € [a,b], c’est-a-dire
F(E) = PM(E).
D’autre part, comme P, est de degré n , nous savons que P,g")(f) = apn!, oll a, est le
coefficient de z", soit ici a, = f[xo, ..., Za)].
Par transitivité, nous obtenons le résultat

AG)

f[m(): 13:11] =ap = !

c) Soit z € [a,b], nous introduisons @ le polynéme d’interpolation aux points zg,...,z, et
z. D’apres la formule de Newton, ce polynéme est donné au point = par
Q(z) = Pu() + flzo, ..., Tn, T]ma ().
Or, puisque Q(z) = f(z) nous avons
f(z) = Pu(z) + f20, <oy Ly T ma(z)
Finalement, en appliquant le résultat de b), il existe £ € [a, b] tel que

£ (g)

f(@) = Pala) + ey

().

D’otl le résultat en passant au sup

Application Le polynéme de Lagrange est donné par la formule générale

ﬂ@:ZﬂMWWMﬂ@—m
k=0

i=0
et flzo,...,2,] se calcule par récurrence.
Dans cet exercice nous avons

f($g=0)=0,f($1:1)=1, f($2:2)=0|

et donc flzo] = 1, flzo,21] = 1 —0/(1 — 0) = 1 et flzo,z1,%2) = (-1 — 1)/2 = —1, ce qui
donne

P(z)=0+1(z—-0)—1(z—=0)z—-1) =2z — 2° + z = —2% + 2z.
D’apres la formule du cours nous avons pour tout z € [0, 2]
3
i

b [P m\3z(x—1)(z -2 1
Iﬂ@—&@ﬂslaiwu—nu_m=(ﬂ ( y )=§E’

puisque nous vérifions facilement que pour tout z € [0, 2]
lz(z-1)(z-2)| < 1/2.




px7)

Exercice 2.

a) Nous calculons les dérivées successives

' — 1 ") = 2
f(SB)— (‘T_a)g? f ( ) (-T—a)‘?'

et plus généralement
(n+1)!

f(n+1) (z) = (=1)** (_;;;_—a)—m'

AP Ml)
. CAv i
b) Nous appliquons le résultat du cours : il existe 5 € [—1, 1] ) f )(W)I IC )

N k)
B fn+l)(77| 3 C Lﬁ d)
1£@) = Lu(@) = Somgy” [l —ai

Ainsi, si a > 3, nous avons pour 5 € [—1, 1]

2<p—al=a-n<4

4 4 4
&2 - ¢T =
et ¥ ntz N+
e 11 )T 2Ny
(n+1)! & 2 [n — |+
et donc
1 7|z —a
—La@)| = =[] .
2 pretl B/ Rl
Or, pour tout z € [-1,1] et 7 € {0,...,n}, nous avons |z — z;| < 2 et donc
Iyrlz—=z) 1 2 \""
—La(z)| < = =) .
0 -l <3 11 =5 <5 (55) 2 et
‘ -
donc puisque 2/(a—1n) < 1 e—\‘ q < -') < 2‘
1 L, €5 &
. 1. 3 Y z .rj
lim |[f(2) = Ln(%)]|eo < = lim [ —— =0.
n—oeo 2 n—oo \ & —1n
c) Considérons a ¢ [—1,1], ainsi la fonction f est bien définie sur [—1, 1], sur I'intervalle
[E‘L':'Ti+1]
B 1 (z—z;) 1 1
fn(z) = a:,;—a+ h (mi_,.l—a_a:i—a)
. 5 — 2 1 W
T; — o Yz — @) (2 — @)

Flapy Hrmwp

£ Dxiy= X T

%

9
()= 4P
x"'H “!.\0 f'(x«) Lt' 4(»‘ \ “‘jﬁ;%ﬂ)x;ﬂ? C("‘Jv) P%i)
B b

T 1V VH PR



-an(ﬂ: m % 4P

[ = '
.P\ ‘Ai-rl"\— x?_gl &w— K‘) ¥ L
| Xy~ -

1

I\l

X~ %
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d) Sur chaque intervalle [z;, zi41], nous appliquons 'estimation d’erreur

1@ — o)l = L) o (@ - i)

Or la fonction (z — z;)(zi41 — z) atteint son maximum en (z; + 7;41)/2 et donc
Heaeaie Sl 11
S va, aby (@) = fale)] < M2
o Q1) o vanad (Xm; *\)(x:.;: x.) 8
* avec h = 2/n. Ainsi cette nouvelle approximation est bien meilleure que celle obtenu dans
la question b) précédente!!





Correction de I’Exercice III.

a) Soit P, le polynéme de Lagrange de degré n interpolant la fonction f (définie sur [a,b]) aux
points zg, ..., T, satisfait I’estimation

n+ 1)
@) — Pa@)] < 'f '”)H|z—m1|, 0 € a5l

Ainsi i ; (wt1)
n+
[ 10~ Pueytsl < [[1f@) - Putoias < L2200 H o — a4lda.
a a + l)
Pour la méthode des rectangles nous prenonsn =0et £ =aou f = b, I’elreur est alors donnée
par ;
b—a)?
lre =11 < 1£ ) [ 1o = ol = |52
a
b) Nous construisons le polynéme de Lagrange P;
Pi(@) = f(a) + (@ —a) LU 2T,

et avons alors -
7@ - @) =, 50 (2 a)(z — ).
9

P

D’abord, nous vérifions que

b
/P1(a:)da: = (b—a)[f(a,)+%( )f(bl)) f(a,)]
= (b—a)[f(a) + f(b)].
Donc M’

b 1N b
l ] f@)z = (b-a)lf@)+ O < 317 f (@ — a)(b— z)da

< l‘lf" ) / [~2% + (b — a)z — abldz

vy (0=
= 3 (q)JT

&.q
/f(:cdw—(b~a)[ (@) + 1)l < 1F((n) 822

et finalement

)3
c) D’abord, nous décomposons l'intégrale

= Zfsz(as

i=0

Puis appliquons la méthode des trapézes sur chaque intervalle

n—1
I = Z(:Ei}z_—mfl(f(mf) + flzit1))

i=0



ce qui donne

n—1

I = (@) + f) + h Y @)
i=1
L’erreur est donnée par
n—1
FO(&) (b—a)
I —Ix| < ;(m'ﬁl - z)° TR h? 12 15| -

Correction de I’Exercice IV.

a) Preuve du Théoréme de la projection. Soit y € IR™! et F un sous-espace vectoriel de R™?,
nous notons d la. distance usuelle de JR™*!, nous définissons alors

d(y, F) = inf |ly — v|.
(v F) = inf iy —
Puisque y € F et F est un ensemble fermé de IR™*! alors il existe une suite (vk)kem telle que
Jim fly — vl = d(y, F).
—+ 00

Nous voulons démontrer que la suite (vg)gepv est une suite de Cauchy. D’une part par définition
de la limite, pour tout & > 0, il existe N, € IV tel que pour tout k > N,

ly—vell < e
et donc pour tout ket [ € IN,
v —wll < lly — well + lly — will < 2e.

Ainsi, (vg)reav est une suite de Cauchy, et puisque F C IR™! est complet, il existe v* € F tel que
v — v* et donc

— ¥ = F) = inf — v||.
ly — ¥l = d(y, F) = inf [ly — |
De plus, sa limite est unique: soit »* et w* deux éléments réalisant le minimum; alors

v*+w* g
11

0< " —w? = 2|lv" —yf® + 2lly — v -4y - —

'U*‘i‘w* 9
e

= 4[d(y F) - 4ly -

Or, puisque F' est un espace vectoriel, (v* +w*)/2 € F et

,U* +w*
2 ”’

d(y, F) < |ly —

donc
0 < Jo* — w*|? < 4 [dy, F))* — 4 [d(y, F)]> = 0.

Ainsi, la limite est unique.
Nous posons alors v* = Pr(y), solent v € F et A€ Ralorsv*+Av € F

ly = (" + Aol® = [ly = v*[* = 2X (y = v",v) + N|lo|l?,



il vient donc pour tout A € IR
—2A(y—v*v) + Av|? <0.
En prenant d’une part A > 0, nous avons aussi
—2(y—v*v) + A2 <0
et ensuite en faisant tendre A vers zéro, nous obtenons le résulat : pour tout v € F
(y —v",v) 0.

Finalement, puisque F' est un espace vectoriel —v appartient ausi & F et donc : pour tout v € F

(y —v*,v) =0.

b) Nous remarquons que ZLI [vi]? est la norme euclidienne au carré du vecteur v € R*. En

introduisant ¢(z) = Eg=1 u;j¢;(x), nous avons ¢(z;) = E?zl u;joj(z;) = Bu avec avec

= e
8

X

8

[*]

Par conséquent

4
> o) —wl* = |Bu — y|*.

i=1

avec ¥ = (y1,Y2,93,v4)”. Ensuite, en notant v = Bu € IR*, nous recherchons v* € F := {v e
R v = Bu; u e IR} et le probléme devient

*_ oll2 — mi _ 12
[lv* =yl Igggllv Yyl

En appliquant le théoréme de la projection, nous montrons que ce probléme admet une solution
unique, donnéée par
(v* —y,v)=0, YweF

Attention v* est unique mais pas u* la solution du probléme initial.
¢) Comme v* € F, il existe u* € R® tel que v* = Bu* et

(Bu* —y,v) =0, YweF
qui s’écrit aussi

4
Z(Bu* —1)i(Bu); =0, VYue R3
i=1



ou encore

3 3 4

4 3 3 4
Z Z B,-,ju;,f — Y ZB’::’“U’“ = Z Z Z Bi,k Bi,ju;f = ZBi,kyi upr =0, Yuée R?
k=1

i=] A\g=1 k=1 j=1 i=1 i=1

ce qui signifie que
(BTBu* — BTy, u) =0, wue R

Et donc BT Bu* = BT y.
c) La matrice B est de rang 3, c’est-a-dire dim(ImB) = dimF = 3. Or, nous savons que pour
une application linéaire f : E — F

dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(E)

donc ici
dim(ImB) + dim(KerB) = dim(IR?) = 3

donc KerB = {0}. et B est injective. Nous en déduisons que BT B est symétrique définie positive
et donc inversible. Il existe donc un unique u* € IR? solution du probléme initial

d) Nous avons ici

4 Yot Y@ 4 2 6
BEB=| Yum .o Yua |=|2 6 8
i % 2% 6 8 18
et
Zi Yi 4
By =| Sizps | =] 4
PWEAT 10
Nous trouvons alors la solution u; = 3/10, uz = —1/10 et ug = 1/2. La fonction minimisante
s'écrit
22 3

x
gb(a:):?—ﬁ-i—ﬁ



Exercice 4.

Commengons par la
preuve du Théoréme de la projection. Soit y € H et E un sous-espace vectoriel de H,
nous notons d la distance usuelle de H,

d(z,y) = llz -y,

ot ||.|| est la norme formée & partir du produit scalaire de H. Nous définissons alors
d(y, B) = inf [ly — .
Puisque y € H et E est un ensemble fermé de H alors il existe une suite (v)remv telle que

lim [ly — vl = d(y, F).
—00

11





Nous voulons démontrer que la suite (vg)rem est une suite de Cauchy. D’une part par
définition de la limite, pour tout € > 0, il existe N, € IN tel que pour tout k > N,

ly — vl < €/2
et donc pour tout ket l € IV, k,[ > N,
lve —wll < lly — wll + lly — wll <e

Ainsi, (vg)kenv est une suite de Cauchy, et puisque E C H est complet, il existe v* € E tel
que v — v* et donc
ly — v*|| = d(y, E) = inf |ly — v]|.
vEE

De plus, sa limite est unique: soit v* et w* deux éléments réalisant le minimum: alors
plus, ;

* * * * ﬂ*_!_w*
0< o =l = 200" = yl* + 2lly — w'* = 4y - ——I,
,U*_}_w*
= 4 [y, B — dly - S5,

Or, puisque E est un espace vectoriel, (v* + w*)/2 € E et

v“‘+w*”
2 7

donc
0 < [lv* — w'|® < 4 [dy, E)® - 4 [d(y, E)]* = 0.

Ainsi, la limite est unique.
Nous posons alors v* = Pg(y), soient v € E et A € R alors v* + Av € E

lly = (v* + Avl* = lly = o[ = 2A (y = v",v) + X*|o|?,
il vient donc pour tout A € IR
—2A(y —v*,v) + Ajv2 <0.
En prenant d’une part A > 0, nous avons aussi
—2(y—v*v) + AP <0
et ensuite en faisant tendre A vers zéro, nous obtenons le résulat : pour tout v € F
(y —v*,v) <0.

Finalement, puisque E est un espace vectoriel —v appartient ausi & F et donc : pour tout
vekFE
(y—v*,v)=0.

12



PLy)
0
a) En introduisant P(z) = 3 7", u;j¢;(z), nous avons P(a:,) = Y iLouidi(z:) = (Bw): avec
avec B € My m41(IR)

M
1 @i .o 3 ¢
1 2z ... 3 -
B =
1l 2p ... &

Par conséquent
n
> ailP(z:) —wil* = |Bu — ylb.

i=1 g1
avec y = (y1,...,yn)* € R". ¢ L4 l(@‘)\'-‘j‘) < Vou -?)lz

b) Ensuite, en notant v = Bu € IR", nous recherchons v* € F .= {v € R",v = Bu; u€
IR™"'} et le probléme devient

L 2 _ o _ 2
Io* ~ 9li3 = min v ~ g3

c) Nous sommes donc dans le bon cadre pour appliquer le théoréme de la projection. Ainsi,
nous montrons que ce dernier probléeme admet une solution unique, donnée par

' (v*—y,v)=0, WeF D
e
ou encore c+ AR !
BTDBu* = BT Dy.

Attention v* est unique mais (pour I’i as u* la solution du probléme
I 38 initial.

@) B est une matrice & m+1 colonnes et 7 lignes avec m < n—1 donc Rang(B) < m+1. Or,

en ne retenant que les m+1 premiéres lignes de B, on reconnait la matrice de Vandermonde,

et puisque les points z; sont tous distincts, on a Rang(B) =m + 1.
Comme v* € F, il existe u* € R™ tel que v* = Bu* et

(Bu*—y,v)p=0, YveF
qui s’écrit aussi

Z o; (Bu* —y); (Bu); =0, VYue R™!

i=1

ou encore
Z a; (Z B; ju; — yz-) Z B guy, = Z ((ZZ o; B; Bi,ju;) — Z o; Bi,kyi) u, =0, VuelR™
=1 j=0 k=0 k=0 j=0 i=1 i=1

ce qui signifie que
(BTDBu* — B* Dy, uw) =0, ue R™.

Et donc BT D Bu* = BT Dy.
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d) La matrice B est de rang m + 1, c’est-a-dire dim(ImB) = dimF =\.£ Or, nous savons
que pour une application linéaire f : F — F
dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(E)
donc ici
dim(ImB) + dim(KerB) = dim(R™") =m + 1

donc KerB = {0} et B est injective. Nous en déduisons que BT B est symétrique définie
positive
y BT DBy = (By)" D By = || D*? By||2m+1.

Par injectivité de B et puisque o; > 0, la matrice BT D B est bien définie positive et donc
inversible. Il existe donc un unique u* € IR™! solution du probleme initial

e) Nous avons ici

4 DiTi DT 426
B'"DB= | ¥,z it e | =|2 6 8
LAY DL 4 6 8 18
et
Zi Yi 4
BTD y= Zi TiYi =\ 4
> TTYs 10
Nous trouvons alors la solution u; = 3/10, u; = —1/10 et uz = 1/2. La fonction minimisante
s’écrit

22 3
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Exercice 5.

a) Posons 6(z) = arccos(z), nous obtenons alors

Tn1(z) = cos ((n + 1)8) = cos (n ) cos () — sin (n6) sin ()

“ Tn-1(x) = cos ((n — 1)f) = cos (n ) cos (8) + sin (n 6) sin (§)

. Sia -
e Thi1(z) + Tnoa(z) = 2 cos(n@) cos(6) = 2z Ty (z). J “”@'9 601(5’4)5{( : (@ 5)51
Aussi, par changement de variable § = arccos(z), nous avons _{.S;ii:;—i))c{

fl Tilz) T 2) o /Tr cos(nf) cos(mf)df = { '?r,, :: z 7=é : =0 Era
-1 Vi—zZ Jo m/2, sim=n>0 q’C/f’:

b) Montrons ensuite que 75, est bien un polynéme de degré n. Pour cela, nous prgédog& par
récurrence: Tp est un polyndéme de degré zéro et T} est bien un polynéme de degré un. Nous
supposons alors que pour k > 1, Ty—; (resp. T}) est un polyndéme de degré k — 1 (resp. k) et le
coefficient devant le terme de plus haut degré de T} est donné par 2¥~1; alors en utilisant la formule
de récurrence

Tk.{.l(l‘) = szk(m) o= Tk—l (E)

nous avons bien que T est un polynéme de degré k + 1 et le coefficient devant le terme de plus
haut degré est donné par 2 x 2k~1 = 2k,

(e (3)) - o
Tn (cos ((—2%—1”)) =0

c) Le polynéme T, vérifie

pour £ =0,1,...,n et de plus

pour k=0,1,...,n—1.
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d) et e) La formule de I'erreur de I'interpolation de Lagrange en un point z € [a, b] montre que
Perreur de 'interpolation d'une fonction f est un produit de la (n + 1)-&me dérivée de f évaluée en
un point avec 'expression i, (z —z;) qui ne dépend que de la répartition de points sur I'intervalle
de résolution.

Un probléme intéressant consiste donc & rechercher, pour un n donné, la localisation des points
{z0,...,xn} de l'intervalle [a,b] pour laquelle

£ = max
z€[a,b]

H(a: — z;)

est minimal.
Nous montrons alors la proposition suivante

Proposition 1 Soit wy(x) un polyndme de degré n considéré sur lintervalle [—1,1] tel que
wp(z:) =0, i=1,...,n
et dont le coefficient de z™ est 1 (comme pour le polynéme t*) et soit wy # t*. Alors, nous avons

max [wn(x)| max It“( =1,
z€[-1 z€[-1,1

Supposons, par 'absurde, que

OBE, i)l < 2 al=)l.

et considérons la différence d(x) = wnp(z) — t*(z). Puisque le polynéme t* atteint ses extrema +1

et —1 aux points
kx
yk:COS(—n—), k=0,...,n

La fonction d fonction s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles fermés

[cos((itli?z),cos(%)], k=0,...,n—1 (7

Alors, d(z) posséde n zéros dans [—1,1] (si une racine o € [—1,1] est & extrémité de I'intervalle
(7), elle doit étre comptée deux fois car en un tel point (¢*)'(a) = 0 et w),(a) = 0). D’autre part,
puisque d(z) est un polyndme de degré n — 1 (le coefficient de z" est le méme pour w, et t"), ceci
est une contradiction & d # 0.

f) D’aprés le résultat du cours, nous avons

17 oo
1 = Ln-tlleo < 12 IR (2 - ) oy
lorsque les points z; sont les pants de Chebychev, on a
M1 (2 — i)l = [[£7]l oo
Pour n > 2, on a
(in(a +2))®) = 220

(z+2)"
et donc 3
”f_ Ln-—luoo < non < 2_11

D’out n > 10 convient (mais n’est pas vraiment optimal).
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