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Chapitre 1

Introduction générale et

motivation biologique

11 existe diverses méthodes pour approcher les phénomenes biologique par des outils mathé-
matiques. Ces méthodes se sont développées et améliorées au cours du vingtidme siécle et
continuent 4 nous permettre de concevoir la réalité biologique de fagon toujours plus fine et
plus réaliste. La littérature mathématique compte désormais de nombreux modéles décri-
vant des problémes biologiques ainsi que leurs études détaillées. Ces modéles décrivent des
problémes aussi divers que la description de la population de poissons (civelle, anchois...},
les épidémies (SIDA,...), les épizooties (Encéphalie Spongiforme Bovine,...), les thérapies du
cancer et du SIDA, 'embryogendse, le systéme neuronal et bien d’autres domaines.

Dans notre travail nous nous intéressons & la dynamique de population et plus précisément
la description de la prolifération des cellules. Il existe différents modéles de dynamique de
population cellulaire: certains tiennent compte de I’age des cellules, d’autres de leur matu-
rité, ou encore de leur taille. Il existe égalemént des modales ot le phénotype est une variable
prise en compte afin de décrire la mutation génétique.

Tout dépend en fait de I’étude du type de population cellulaire que I'on effectue: les cellules
de Pépiderme par exemple se développent verticalement, elles n’ont pas le méme comporte-
ment que des cellules qui se diffusent dans un milieu comme le plancton ou bien les cellules

qui se divisent en créant des réseaux trés complexes comme les neurones.



D’autres part, certaines maladies comme le développement incontrolé de cellules dans le
cas du cancer, ou bien l'attaque massive d'une population cellulaire par des virus comme
le SIDA, engendrent des comportements complétement différents suivant les cas de figure.
(est pourquoi tous les modéles de dynamique de population cellulaire sont différents, et
qu'ils sont décrits précisément selon Vobservation que 'on en fait.

Dans notre travail, nous nous intéressons & un modsle de prolifération cellulaire et plus
particulidrement & la population de cellules sanguines dans la moelle osseuse.

Notre introduction nous permet de donner une explication des raisons biologiques qui ount
motivé notre choix. Elle est organisée de la fagon suivante:

Dans la premiére parfie (paragraphes 1.1-1.3}, nous présentons le cycle cellulaire dans le
cadre général (1.1), puis nous nous penchons sur la description de la fabrication des cellules
sanguines (ou hématopiése) dans la moelle osseuse (1.2) et enfin, nous décrivons une maladie
attaquant ce type de cellule: I’anémie aplasique (1.3).

Dans la deuxidme partie (paragraphe 1.4) nous présentons un apergu historique des différents
modéles de prolifération cellulaire qui existe dans la littérature.

Dans la troisidme et dernitre partie (paragraphes 1.5 et 1.6) nous exposons notre modeéle
avec la description biologique de chacun des paramétres, puis nous précisons les obejectifs

de la these et Iorganisation des chapitres.

1.1 Le cycle cellulaire: quitte ou double

La vie d’une cellule s'étend de sa naissance, résultat de 1a division d’une cellule précédente,
appelée cellule mére jusqu’au moment ot elle méme se divise en deux nouvelles cellules. Dans
des conditions normales, les cellules d’une méme lignée tendent & suivre le méme chemin. La
vie d'une cellule ordinaire passe par une suite de transitions reconnaissables qui se répéte

de génération en génération. Cette série d’événements est appelée le cycle cellulaire.

1.1.1 Phase de prolifération et phase de repos

Le cycle cellulaire se décompose en quatre principales périodes successives, appelées

phases Gq, S, Gz et M (voir figure 1-1). Cette fragmentation du cycle cellulaire appa-
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Figure 1-1: Cycle cellulaire dans le cas d’une division inégale

rait pour la premiére fois semble-t-il dans le travail de Howard et Pelc [65] en 1953. Elle
se décompose comme suit.

- Les cellules entrent d’abord dans la phase (71, phase pré-synthétique. Cette phase ne sem-
ble pas avoir de trait particulier. En fait la lettre G est U'initiale du mot anglais "gap”, ie.
le nom donné & une partie non distincte du cycle.

- Elles entrent ensuite dans une phase active de production, la synthése de ’ADN, counue

sous le nom de phase S. Cette phase peut étre déterminée de fagon empirique.



Durant sa vie, la cellule grandit, sa taille change, non seulement parce qu’elle double son
contenu d’ADN, mais également ses autres constituants comme PARN, ainsi que des élé-
ments tels que les mitochondries. Ces éléments permettent de décrire la maturité de la
cellule.

Dans notre étude, nous faisons la distinction entre la taille de la cellule et sa maturité.

- Par taille nous entendons une mesure quantifiée de la cellule: masse, volume, longueur.
- La maturité quant & elle désigne tout aspect de la structure morphologique cellulaire
autre que ’dge ou la taille qui peut &tre quantifiée et utilisée pour différencier les cellules
au niveau de leur développement. La maturité est un terme plus ambigug, plus difficile 4
évaluer cependant elle peut 8tre considérée comme étant une variable continue puisqu’elle
posséde de nombreux niveaux de développement morphologiques.

La distinction entre la taille et la maturité n’est pas toujours claire dans la littérature. Tout
dépend en fait du phénomeéne que I'on décrit et comment on veut le décrire: veut-on le
décrire de fagon théorique, de fagon expérimentale, de fagon globale, ou locale? Il existe
toutefois des modales pour lesquels cette distinction est importante. C’est le cas par exemple
pour Howard en 2000 [64] qui élabore et étudie un modéle structuré en taille et maturité
pour décrire la leucémie, le cancer du sang et ’Alpha Thalassemia, une maladie caractérisée
par la formation de globules rouges extrémement petits.

Juste aprés la division, au terme de la phase M, les deux cellules filles entrent dans une
phase de repos appelée Gy. Cette phase est ainsi appelée par opposition 4 la phase de pro-
liféeration ou phase active représentée par ’ensemble des quatre périodes Gy, S, Gy et M.
Dans des conditions normales, toutes les cellules de la phase de prolifération doivent re-
joindre la phase de repos aprés division. Par contre, les cellules de la phase de repos peuvent
y séjourner pour le reste de leur vie. Seul un certain nombre de cellules rejoint la phase (7.
Ce nombre varie suivant I'environnement de la cellule ou du systéme auquel elle appartient.
Dans le cas du systéme sanguin, par exemple, si une carence importante de sang, due par
exemple 5 une hémorragie ou une autre raison, se fait ressentir, les cellules rénales (pour les
globules rouges} réagissent en envoyant des hormones 4 la moelle osseuse [16]. La production
de cellules est alors amplifiée et un trés grand nombre de cellules au repos sont libérées pour

combler le déficit. La phase de repos devient alors de trés courte durée, et dans les cas les
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Figure 1-2: La moelle osseuse
{© Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. Pflanzer, Saunders College Pub-
lishing)

lules de la chaine de développement (cellules souches) jusqu’aux cellules différenciées préies
A entrer dans la derniére étape avant lenr introduction dans la cireulation sanguine. Dans le

paragraphe suivant nous donnons un apergu de la biologie cellulaire dans la moelle osseuse.

1.2 Hématopoiése: la formation des cellules sanguines

1.2.1 Trois types de cellules sanguines

L’hématopoiése esi le terme général qui désigne le développement de tous les types de cel-
Tules sanguines. Elle se situe en général dans la moelle ossense, et plus particuliérement
dans la moelle rouge de certains os (voir figure 1-2).

Les cellules sanguines possédent des fonctions complétement différentes selon leur type.
Nous pouvons les classer en trois principaux groupes.
- Les globules rouges ou éryvthrocytes dont le role est de transporter de l'oxygéne et

le dioxyde de carbone dans ensemble du corps {voir [igure 1-3). Leur vie g’étend de leur

naissance par division des cellules souches, jusqu’a leur mort dans la circulation sanguine.
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plus graves, certaines cellules n’y entrent plus, elles ne font que proliférer.

Nous pouvons supposer que la phase de repos est en quelque sorte une zone de stockage
des cellules. Cette hypothése est développée plus en détail dans I'article écrit en 1969 par
Epifanova et Terskikh [38]. En fait, le cycle cellulaire posséde d’autres phases de repos. La
phase Go est toutefois la plus importante et sera la seule prise en considération pour des

raisons de simplicité du modale.

1.1.2 Différentes facons de mourir: apoptose ou nécrose

La mort d'une cellule peut prendre deux formes: P'apoptose ou la nécrose.

-L’apoptose apparait sous des conditions physiologiques normales et la cellule participe
elle-méme 4 sa propre mort: c’est le suicide cellulaire. Ce suicide peut se produire dans
n’importe quelle étape du cycle, aussi bien dans la phase de prolifération que dans la phase
de repos. 1l n’est pas négligeable. La mortalité programmeée pour les globules blancs dans
le systéme hématopoiétique humain par exemple est énorme: des milliards de neutrophiles
et environ 101! érythrocytes (globules rouges) meurent de cette fagon tous les jours, sont
phagocytés et digérés quotidiennement par des macrophages dans le foie et dans la rate. Il
est donc légitime d’en tenir compte dans notre modéle. Les traits caractéristiques morpho-
logiques et biochimiques de 'apoptose sont assez connus.

L’autre forme de mort cellulaire est la nécrose. Elle apparait lorsque la cellule est exposée &
des variations extrémes provenant de conditions physiologiques telles que I’hypothermie ou
I'hypoxie (diminution d’oxygéne dans les tissus) et contrairement & ’apoptose, elle entraine

une réponse inflammatoire.

Bien entendu, le cycle cellulaire et les mécanismes de mortalité sont beaucoup plus comple-
xes que cela. Chaque phase est le fruit de nombreuses réactions au niveau moléculaire, et
la modélisation précise d'un tel mécanisme nécessite 'introduction de dizaines d’éguations
avec autant de paramétres. L’action de tel ou tel paramétre sur ’ensemble du systéme de-
vient alors trés difficile & mettre en évidence.

Les modeles que nous allons présenter et étudier dans cette thése concernent la prolifération

cellulaire dans la moelle osseuse. Nous nous intéressons A ce cycle depuis les premiéres cel-



- Les globules blancs ou leucocytes, qui combattent les infections, et dans certains cas
phagocytent et digérent les débris. Il existe trois principales catégories de globules blancs:
les granulocytes, les monocytes et les lymphocytes. Les types de granulocytes les plus com-
muns sont les neutrophiles. Appelés également leucocytes polynucléaires, ils phagocytent et
détruisent des petits organismes, en particulier les bactéries. Les monocytes quant a eux,
aprés avoir quitté la circulation sanguine se transforment en macrophages, qui avec les neut-
rophiles sont les principaux ” phagocytes professionnels” de 'organisme. Ils sont responsables
du nettoyage des cellules sénescentes, mortes ou abimées dans de nombreux tissus. Etant
plus volumineux que les neutrophiles, leur durée de vie est plus longue que ces derniers. La
fabrication des anticorps comme réponse immunitaire est due & la troisiéme catégorie de
globules blancs, les lymphocytes. En fait, il existe deux sortes de lymphocytes: les lympho-
cytes B qui fabriquent les anticorps, et les lymphocytes T qui eux tuent les cellules infectées
par des virus et controlent I'activité des autres leucocytes (voir figure 1-4).

- Les plaquettes qui forment le troisieme groupe de cellules sanguines, sont plus difficiles
4 classer. En effet, ces cellules sont des fragments cellulaires issus de mégacaryocytes. Ce
ne sont done pas des cellules complétes mais plutét des ” minicellules” qui dérivent du cyto-
plasme cortical de cellules plus grosses. Les plaquettes adheérent spécifiquement & la couche
de cellulés endothéliales des vaisseaux sanguins endommagés contribuant ainsi a la répe-
ration des bréches dans les parois des vaisseaux et & la formation du caillot sanguin (voir

figure 1-5).

Certaines des cellules sanguines comme les globules rouges ou les plaquettes ont une fonction
assignée au systéme vasculaire alors que les autres, les globules blancs, I'utilisent seulement
comme moyen de transport et remplissent leur fonction dans d’autres tissus. Cependant,
toutes les cellules sanguines ont des points communs. D’abord, elles ont toutes une exis-
tence limitée et sont donc produites de fagon continue pendant toute leur vie. Mais le plus
important est qu’elles sont toutes issues d’un méme type de cellule (cellule souche) commune
présente dans Ia moelle osseuse. Nous disons alors que la cellule souche hématopoiétique est

multipotente.
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Figure 1-3: Erythropoigse: la formation des globules rouges
{© Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. Pflanzer, Saunders College Pub-

lishing)
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Figure 1-4: Leukopotése: processus de formation des globules blancs
{© Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. Pflanzer, Saunders College Pub-
lishing)
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Figure 1-5: Formation des plaquettes
(© Human Physiology, Third Edition, R. Rhoades et R. Pflanzer, Saunders College Pub-
lishing)

14



1.2.2 Les cellules souches: les racines du sang

11 est connu qu’une seule cellule souche est capable d’engendrer un nombre arbitrairement
grand de descendants, parmi lesquels des cellules souches filles remplissant la méme fonc-
tion, ou des cellules différenciées. Le processus d’évolution et de différenciation des cellules
sanguines est le suivant: les cellules souches multipotentes donnent d’abord naissance A des
cellules précurseurs déterminées (committed progenitor cells) qui caractérisent un seul ou
plusieurs types de cellule sanguine. Les cellules précurseurs se divisent rapidement mais en
un nombre limité de fois. A la fin de cette série de divisions amplificatrices, elles se tran-
forment en cellules totalement différenciées {les groupes présentés au paragraphe précédent)
qui généralement ne se divisent plus et meurent aprés quelques jours ou quelques semaines.
Il est important de noter qu’une fois que la cellule est différenciée, autrement dit quand
la cellule n’est plus une cellule souche, il est impossible de revenir en arriére: D'état de
différenciation n’est pas réversible. Donc une fois qu'une cellule souche donne naissance &
une cellule précurseur, celle-ci s’engage irréversiblement vers la voie qui lui est assignée.

Les cellules souches contrairement aux cellules différenciées sont pour l'instant, & notre
connaissance, impossibles & identifier de fagon directe. Il existe toutefois des méthodes in-
directes pour prouver leur présence. L’existence des cellules souches n’est donc pas remise
en cause, mais leur fonctionnement, leur nombre et leur localisation dans la moelle osseuse

restent encore des questions ouvertes pour les biologistes. En fait, nous supposons que les cel-

lules souches sont trés peu nombreuses, moing d’un milligme des cellules de la moelle osseuse.

C’est & la lignée des érythrocytes (Figure 1-3) que nous nous intéressons dans ce travail,
depuis la cellule souche multipotente jusqu’a Pentrée des globules rouges dans le compar-
timent non-proliférant. Les érythrocytes se divisent en fait un certain nombre de fois, puis
aprés un certain nombre de divisions, ils arrétent de proliférer, et entrent dans une phase
de maturation pure. Quand la maturation arrive & son terme, ils expulsent leur noyau afin
de devenir érythrocytes immatures (réticulocytes) peu avant de quitter la moelle osseuse
et de passer dans la circulation sanguine. Le réticulocyte perd ensuite ses mitochondries
et ses ribosomes en un jour ou deux pour devenir érythrocyte mature. Leur durée de vie

dans le sang est de 120 jours chez '’homme. Seules les cellules souches sont alors capable de
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reproduire & nouveau des globules rouges.

Tout ce processus est en général bien réglé, et le sang humain posséde de fagon constante une
moyenne de 5 x 1012 globules rouges par litre de sang. Un individu contient environ 5 litres
de sang, représentant 7 pour cent de sa masse corporelle. Les globules rouges représentent
45 pour cent de ce volume, les globules blancs environ 1 pour cent, le reste éfant constitué
par le plasma sanguin et les plaquettes. Certaines maladies sanguines peuvent cependant
apparaitre au cours de ’existence, perturbant sérieusement le systéme dans sa totalité. Nous
allons présenter dans le prochain paragraphe 'anémie aplasique, I'un des traumatismes les

plus importants touchant les cellules du sang.

1.3 L’anémie aplasique

L’anémie aplasique {ou anémie médullaire) est une maladie rare mais extrémement
sérieuse. Elle résulte d'une défaillance de la moelle osseuse lors de la production de globules
rouges. Plus précisément, elle se caractérise par I'absence de formation ou de division des
cellules souches, ce qui provoque une baisse du nombre de cellules sanguines.

Les causes de 'anémie aplasique sont clairement liées aux radiations nucléaires, aux toxines
de l'environnement, aux insecticides, aux composants contenant du benzéne, & certaines
colles, aux drogues comme le chloramphenicol (antibiotique actif sur de nombreuses bacté-
ries comme les bacilles de la fidvres typhoide) ou ['arsenic. Le traitement du cancer par
radiothérapie ou chimiothérapie et divers autres types de médicaments peut également cau-
ser cette forme d’anémie. Elle peut aussi étre la conséquence de certaines infections virales,
comme les hépatites A, B, C et G, ainsi que la mononucléose infectieuse. Dans 50 & 60
pour cent des cas, 'anémie est de nature idiopathique ou primitive, c’est & dire qu’elle ne
comporte pas de cause connue, tandis que dans d’autres cas, elle est d’origine héréditaire.
Le traitement de I’anémie aplasique est possible grice & des transplantations de globules

rouges et de plaguettes.
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1.4 Rappel historique des différents modéles de prolifération

cellulaire

Dans ce paragraphe nous présentons différents modgles structurés de dynamiques de popu-
lations cellulaires afin de mieux comprendre notre démarche pour la construction de notre
modéle.

Notre premier objectif est de connecter les comportements individuels au comportement glo-
bale d’une population de cellules sanguines. Au niveau individuel, les cellules se distinguent
par leur age, leur taille, leur maturité, leur état (proliférant ou quiescent), et d’autres pro-
priétés physiques dont nous ne tiendrons pas compte ici. La structure de la population par
rapport & ces traits caractéristiques influence alors I'extinction, la croissance, la stabilisation,
les oscillations ou d’autres comportements de la population totale. Ces modéles structurés de
populations cellulaires sont en général des équations aux dérivées partielles dans lesquelles
les variables sont le temps, et les différentes variables caractérisant la cellule. Ce sont des
exemples de ce type de modgles structurés que nous présentons tout au long de cette partie.
Etant doﬁné d’ailleurs que toutes les équations que nous présentons ici dépendent du temps,
nous ne préciserons pas cette variable. Par exemple, pour présenter un modéle ayant pour
variables le temps, I’age et la maturité, nous dirons qu'il est seulement structuré en age et
maturité.

Le premier papier traitant de la dynamique de population cellulaire semble &tre da & Bell
et Anderson en 1967 [18]. Quelques auteurs apportent une contribution dans ces années 14,
comme Fredrickson et al. la méme année [43], ainsi que Sinko et al. [108] en 1967, et Painter
[90] en 1968. Dans les années soixante-dix Miyata et al. [86] montrent que certains modéles
théoriques structurés en taille correspondent bien avec les données biologiques expérimen-
tales. Le travail effectué par les chercheurs pendant cette période restent concenirés sur des
modeles non-linéaires. I.’article de Gurtin et MacCamy en 1974, (48| en est un bon exemple.
Ces travaux sont accompagnés ou suivis par d’autres auteurs: Gyllenberg [49] (1982), Tyson
et Hannsgen [119], [120] (1985, 1986), Kimmel et al. [69] (1984), Heijmans [58], [61], Lasota
et Mackey [70] (1984}, Gyllenberg et Heijmans [50] (1987), Webb et Grabosch [131] (1987),
Gyllenberg et Webb [51] (1987), [52] (1989), [53] (1990), [54] (1991), Arino et Kimmel [6]
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(1987), [7] (1989}, (8], (68] (1991), [9] (1993) pour n’en citer que guelques uns.

Un nombre d’ouvrages parmi lesquels Webb [128] (1985), Metz et Diekmann [84] (1986),
Lasota et Mackey [T1] (1985), illustrent le développement rapide du sujet.

Pendant les années quatre-vingt-dix, I'intérét pour ces modeéles continue de s’accroftre, et la
liste de publications d’articles et d’ouvrages traitant de ce sujet s’allonge considérablement.

Dans ce qui suit, nous prégentons quelques exemples de modéles de population cellulaire.

1.4.1 TUn modéle de population cellulaire structuré en age

Les modgles de populations structurés en Age ont été étudiés par différents auteurs, les plus
récents étant Swick en 1980 [111], Marcati en 1981 [83], Bélair en 1997 [15], Mahaffy et al.
en 1998 [82], Calsina et El Idrissi en 1999 [23], Arino et al. en 1999 [11], et Greenhalgh et
al. en 2000 {46] pour ne citer qu’eux. Ces auteurs ont étudié des équations du type présenté
ci-dessous. L’exemple qui suit est tiré de 1'article d’Arino et al. [12] en 1999. De nombreux
exemples ainsi qu’une étude approfondie de telles équations peuvent &tre trouvés dans le
livre de Webb [128].
+oo

Soit X = L' [0,+0c0) muni de la norme ||¢|| =/ |¢(a)| da.
Soit p(t,a) la densité de la population cellulair?a par rapport i Pdge a, a > 0, Uage de la
cellule commencant aprés sa division.
La population totale des cellules d’Age compris entre a; et ag au temps ¢ est donnée par
/ ” p(t,a)da, et la population cellulaire totale au temps ¢ par [0 o p(t, a)da.

a

1
La densité p(t,a) satisfait le systéme suivant

—+o0
S9(t.0) = pttio) == (P +u@+n [ ptayda)sta), (1)
+oo
p(60)=2 [ Bl@)plt,a)de, pour 120, (12)
p(0,a) = ¢(a) ol p € X, et a > 0. (1.3)

La fonction # est le coefficient de division.
La fonction pest le coefficient de mortalité

—+o00
Le terme 7 f p(t,a)da correspond & l'effet d’entassement par rapport & la mortalité de
0
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la. population. La mortalité de la population augmente lorsque la population augmente.
La condition au bord (1.2) décrit la naissance de deux cellules filles p(t, 0} provenant de la
division de la cellule mére de tout dge au temps ¢ pondéré par le coefficient de division 3.

La condition initiale (1.3} donne la distribution en age ¢ des cellules au teraps 0.

1.4.2 Un modéle de population cellulaire structuré en maturité

Différents auteurs se sont penchés sur les modales cellulaires structurés par la maturité. A
notre connaissance, ce type de modéle a &té introduit par Rubinow en 1968 [101]. D’autres
&tudes ont alors suivi comme celles effectuées par Rubinow et Lebowitz en 1975 [102], Mackey
et Dormer en 1982 [84], et plus récemment Lattrach et Jeribi en 1999 [74], Boulanouar en
92000 [19], Boulanouar et Emamirad en 2000 [20] et Rudnicki et Pichér en 2000 [105]. Nous
donnons une formulation du probléme de population cellulaire structuré par la maturité
introduite par Mackey en 1978 [75] et développée plus tard par certains des auteurs cités
auparavant.

Soit X = C'[0,1] ou Cy[0,1], avec C [0,1] I'espace des fonctions & valeurs réelles continues
sur [0, 1] doté de 1a norme du supremum, et Co [0,1] le sous-espace de C'[0,1] constitué des
fonctions ¢ telles que ¢(0) = 0.

Soit p(t, ) la densité de la population par rapport & la maturité z de la cellule, La maturité
peut étre‘ considérée comme le niveau de développement morphologique de la cellule.

La. population totale des cellules de maturité comprise entre z; et x2 an temps ¢ est donnée

9
par f p(t,z)de.

1
La variable de maturité varie entre 0 et 1. La densité p(t, ) satisfait le probléme

1
9 p2)+ 2o @p(t) = (n [ ote.mydm) stt,0),

p(t,0) =¢(z),pour g€ X, et 0<z < 1.

(1.4)

Le paraméire p > 0 controle la croissance cellulaire.
Le parameatre 7 contrdle la décroissance due a P'effet d’empilement (crowding effect).
Nous supposons que les cellules sont capables de se diviser 4 n'importe quel niveau de

maturité. Cette hypothése n’est pas explicitement modélisée ici.
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Le probléme (1.4) ne posséde pas de condition de bords. Celle-ci est donnée implicitement
par la singularité du flot. C’est & dire que dans le deuxiéme terme du membre de gauche
de I’équation (1.4), la vitesse de maturation est z. Par conséquent, / - ;:-d:t; tend vers 400
lorsque z1 tend vers 0. "

La condition initiale représente la distribution de la population par rapport & la maturité,

au temps .

1.4.3 Un modéle de population cellulaire structuré en taille

Les modéles de population structurés par la taille ont été beaucoup étudiés dans les années
quatre-vingt, par des auteurs comme Diekmann et al. 1984 [29], Heijmans [58], [59], Webb et
Grabosch [131] par Gyllenberg et Heijmans [50], Gyllenberg et Webb [53], Greiner et Nagel
[47] Howard [64], Metz et Diekmann [84] et Webb [129)].

Soient 0 < zg < &1 < 2zp et X = LI(%,xl).

Soit p(t,z) la densité de la population par rapport & la taille . Cette densité satisfait le

probléme
a a9 =
29(62) + 2 (@0,0) =~ (0@ + o) w0 [ pitsmdm ) ple2)+
. 48(2z)p(t, 2), (15)
p(t, 5 =0 pour t > 0,
{0,2) = ¢(z) powr p € X et % <z < Ty,

v(x) est le taux de croissance de la cellule, / ——dz, est le temps nécessaire a une cellule

V(@)
pour passer de la maturité z; & la maturité xs.
B(z) représente le taux de division des cellules,
() le taux de mortalité et
7 est le parametre de l'effet d’entassement.
Nous supposons que la taille minimum de la cellule mére & la division est zp et la taille
T
maximum est 1. La condition ?1 < xo assure le fait que chaque nouvelle cellule née doit

grandir pendant quelques temps avant de se diviser. Nous supposons également que chacune

des deux cellules filles hérite exactement de la moitié de la taille de la cellule meére.
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e facteur 4 dans le terme de naissance peut apparaitre surprenant: nous pourrions nous
attendre & avoir un 2 4 la place, correspondant aux deux cellules filles engendrées par une
cellule mére. En fait, les raisons sont expliquées en détail par Bell et Anderson dans [18], et
par Diekmann et Metz dans [84]. Nous en donnons briévement ici I'explication. Un premier
facteur 2 provient de la division d’une cellule mére en deux cellules filles, comme il est
normalement attendu. Un deuxieéme facteur 2 dérive du fait que les cellules nées avec une
taille dans un intervalle (z,# + dz) proviennent de parents dont la taille appartenait & un

intervalle deux fois plus long (2z,2(x + dx)).

1.4.4 Un modsle de population cellulaire structuré en taille et maturité

Les modéles de population cellulaire structurés par la taille et la maturité sont applicables
aux populations cellulaires proliférantes dans laquelle la croissance de la population est un
résultat de immigration et de la division. Il a été étudié en détail dans la thése de Howard
en 2000 [64] dans le cadre de la description de 1’Alphs thalagsemia, une maladie caractérisée
par la formation de globules rouges extrément petits.
Soit X = I {%, 1] x [0, 1]. La population est décrite par une densité p(t,z,m) ol z est la
taille des cellules, m est leur maturité, et ¢ représente le temps.
Le nombre total de cellules dont la taille se trouve dans Uintervalle (z,22) et la maturité
dans Vintervalle (m;,mo) au temps ¢ est donné par / ™ j " p(t,z, m)dzdm.
La densité vérifie le systéme e

g o) o

Dot o-@p) + g (mp) = vlw,m)p(t,,m) — ula,mip(t, 2,m)—

—B(z, m)p(t,z,m) + 48(2z, m)p(t, 2z, m),

o
pouragmgl,ogmglett>0,

p(t,%,m) =0, pour0<m<lett>0,
p(0,z,m) =¢(m,m),pour%Smgl,OgmgletqﬁeX.

Nous supposons dans ce modéle que
- chaque cellule grandit et mature de fagon exponentielle i.e. z't) = x(t) et m't) = m(?),

- chaque cellule meurt avec un taux p(x,m},
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- chaque cellule se divise avec une probabilité 3(x,m) en deux cellules filles de fagon égale,
- la taille minimale d’une cellule aprés division est o > 0,

- 'immigration de nouvelles cellules provenant d'une source extérieure, permettant le renou-
vellement de la population cellulaire autrement que par le processus de division apparaft
avec un taux v(x,m),

- la taille de la cellule est normalisée de telle sorte que = € [%, 1] ;

- la maturité de la cellule est normalisée de telle sorte que m € [0, 1.

La condition o = 0 correspond au cas de cancer du sang ou de leucémie aigué.

1.4.5 Un modele de population cellulaire structuré en age et en taille

Les premiers auteurs & s’8tre penchés sur ce probléme sont Bell et Anderson enl1967 [18],
Sinko et Streifer la méme année [108]. Puis, de nouveau, Bell en 1968 [17], Trucco en 1970
[116], Hannsgen, Tyson et Hannsgen en 1985, 1986 [118], [119], et [120]. Le modéle que nous
présentons ici dérive de P'article de Heijmans [60].

Nous supposons que certaines combinaisons entre ’dge a et la taille  sont interdites, autre-
ment dit que des cellules ayant de telles combinaisons d’age et de taille ne pourront jamais
voir le jour. De fagon plus précise, il existe une courbe dans le plan (a,z) démarrant a
(a,z) = (0,0) et tendant vers (400, +0cc) en dessous de laquelle aucune cellule ne pourra
exister. Considérons done une cellule dont 1a taille 4 la naissance est z > 0.

- Soit (@, ) sa taille & Page a, si toutefois la cellule n’est pas morte ou ne s’est pas divisée

avant. Alors [ est la solution de 1’équation

dl{a,x)
—21 = g(i{a,x)),
o) )
10,2} =z
ou g décrit la croissance de la cellule en taille et g satisfait la condition
g est continue sur [0,+oc) et il existe des constantes
Grin, €6 gmax telles que 0 < gmin < Gmax < +00 €t (1.7)

Fmin < g < gmax Pour tout z € [0, +00) .
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L'équation (1.6) posséde une solution continue et celle-ci tend vers 400 quand a tend vers
+o0, grice a I’hypothese (1.7).

En fait, la courbe {(a,{{a,y)) tel que a > 0} est appelée courbe caractéristique commengant
a (0,y).

Considérons X = {(a,z) € R* x RT tel que z > I(a,0)}, soit p(t,a,z) la densité des cel-
lules. Le nombre total de cellules dont I’8ge se trouve dans l'intervalle {(a1,as2) et la taille
dans Pintervalle (21,22) au temps ¢ est donné par / ” / - p(t,a, r)dadz. La densité vérifie
le probléme "o

2 plt.0,2) + 5 (plt0,2) + = (g()p(t,0,2)) =

(1.8)

— (ula, ) + bla, z)} p(t, a,%), £ 2 0, (a,%) € X,
p(t,0,x) = 4/00 b(a, 2z)p(t,a,2x), t 2 0, (1.9}
p(0,a,z) = ¢(a,z), pour (a,z) € X (1.10}

avec ¢ qui satisfait

¢{a,z) > 0, pour {a,z) € X et ¢ € L'(X).

-La fonction b représente le taux de division des cellules.
-La fonction g représente le taux de mortalité des cellules.

Les conditions imposées sur b sont les suivantes

b€ L®(X), lensemble des fonctions mesurables
essentiellement bornées sur X.
bla,z) =0, a<ap (a,z)€ X,
bla,z) >0, a>ap (a,x) € X,
liminf b(a, l{a,z)) > 6> 0, pour tout z.

a—-foo

Ici, ap représente le seuil en dessous duquel les cellules ne peuvent se diviser. La derniere

condition sur b signifie que les " vieilles” cellules continuent 4 se diviser avec un taux positif.
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Les conditions imposées sur p sont les suivantes

p € L (X) Densemble des fonctions mesurables
et essentiellement bornées sur un sous-ensemble compact de X,

wla,z) >0 pour (a,z) € X.

Soit d(a,z) == b(a,x) + p(a,x), nous supposons également qu’il existe une constante doo,
avec 0 < dos < 400 telle que lim d(a+0,[(0,z)) = deo uniformément en a et z. De plus il
a—00

existe une constante M telle que pour tout a et x

f:’ (d{a+0,1(0, ) — deo} < M.

Cette derniére hypothase signifie que la probabilité qu'une cellule atteigne I'age a sans mourir
ou se diviser décroit plus ou moins exponentiellement si a devient grand.

La condition de bord (1.9) représente le fait que la mére d’age a et de taille 2z donne
naissance & deux filles d’age 0 et de taille .

L’explication du facteur 4 dans la condition de bord est donnée dans Particle de Bell et

Anderson [18].

1.4.6 Un modéle de population cellulaire structuré en dge avec une phase

de repos

Gyllenberg et Webb en 1987 dans [51] et Arino et al. [10] ont étudié un modéle de population
cellulaire structurée en 4ge avec une phase de repos.

11 s’agit du systéme d’équations aux dérivées partielles suivant

O pit,a) + pltsa) = (o)~ o(a)) (6, 0) + T(@)n(t,a),

%n(t, a) + b-;n(t, ae) = J(cr,)agj(t, a) — t(a)n(t,a),

p(t,0) = 2 A Bla)p(t,a)da, pour ¢ > 0, (1.11)
n(t,0) = 0, pourt >0,

p(0,a) = ¢fa), pour ¢ € X, a € (0,a1),

TL(O,G.) = 'P(G), pour 1/) € Xa ac (Oaa’l):
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ot X = L' (0,a1) et p{t, a) et n(t, a) sont les densités des cellules respectivement proliférantes
et au repbs.

Nous notons oy 'dge maximum de la division des cellules.

Dans ce modéle, le flux cellulaire entre les deux phases peut se faire 4 n'importe quel age.
Nous supposons ici que la division est la seule cause de perte des cellules. De plus toutes les

cellules filles naissent dans la phase de prolifération.

1.4.7 Un modéle de population cellulaire structuré en taille avec une

phase de repos

Quelques auteurs dont Gyllenberg et Webb en 1990 [53], 1991 [54], ainsi que Rossa en 1995
[99], [100], ont étudié des modeles de population structurée en taille avec une phase de
prolifération et une phase de repos.

Z s 12 5 :
Soit 0 < xp <z < 2z et soit X = Ll(io,ccl), nous considérons le modéle suivant

—{B(z) + u(=)) p(t,z) + 46(2z)p(t, 2z)
—o(@)p(t, ) + T(z)n(t, z),

Il

2(4,2) + o= (1(@p(t,2)

angf[; z) = — () + (@) nlt,z) + o(2)p(t,2), 1)
p(t, 7) = 0, pour ¢ > {,

p(0,2) = §(a), pour ¢ € X,z € (5,21),

n(0, z) = (), pour ¢ € X, w € (T,1),

La fonction + représente le taux de croissance.

La fonction 3 représente le taux de division.

La fonction p représente le taux de mortalité des cellules proliférantes.

La fonction v représente le taux de mortalité des cellules au repos.

Le flux cellulaire entre les phases de repos et de prolifération se fait avec des taux dépendant

de la taille o et 7. Les cellules au repos ne grandissent pas et ne se divisent pas.
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1.4.8 Un modéle de population cellulaire structuré en maturité avec une

phase de repos

Dyson et al. ont étudié un modéle de population cellulaire structuré en maturité avec une
phase de repos en 2000 dans [37]. Le modgle est le suivant.

Soit X =C'[0,1].

Soit p(t,z) la densité de la population de cellules proliférantes structurées par la maturité
de la cellule z € [0, 1]. La maturité peut étre considérée comme le niveau de développement

morphologique de la cellule et n(t,z) la densité des cellules au repos

Do)+ 2 @pta)) = (u(w) — (@) plt,2) + T@n(t,),
2 n(t0) + o (an(t,7) = o(@)plta) = (@) +7(x)) n(t,2),
p(0,x) = ¢(z), pour o € X, z € [0,1],
n(0, ) — Yz), pourp € X,z €[0,1].

Les fonctions u, o, T, v sont continues. De plus, o(0) > 0, 7(0) > 0, v(0) > 0.

La fonction u représente le taux combiné de prolifération et de mortalité des cellules pro-
liférantes.

La fonction v représente le tanx de mortalité des cellules au repos.

La fonction o représeﬁte le taux de transition de la phase de prolifération vers la phase de
repos.

La fonction 7 représente le taux de transition de la phase de repos vers la phase de prolifé-

ratiomn.

1.5 Présentation de notre travail

Le modele que nous considérons dans ce travail est structuré en fge et maturité avec deux
phases distinctes du cycle cellulaire: une phase de repos et une phase de prolifération.

Les modéles de populations biologiques structurées en 4ge et maturité sont apparus dans
divers contextes, il y a plus de trente ans. A notre connaissance, les premiers & étudier de
tels modeles sont Keyfitz en 1968 dans [67], Pollard en 1973 dans [92], Henry en 1976 dans
[62] et Mackey et Dérmer 1982 dans [78]. Le modéle de Mackey et Dormer est appliqué 4 la
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population de cellules précurseurs erythroides proliférant chez les rats, les cochons d’Inde,
et plus particuliérement les précurseurs neutrophiliques (globules blancs) chez les humains.
I.es auteurs parviennent dans cet article 4 montrer une cohérence entres leurs résultats théo-

riques et des résultats expérimentaux.

Il faut attendre cependant dix ans pour que ce modéle soit étudié de fagon plus appro-
fondie. Au début des années 90, il fait 'objet d'une étude numérique intensive par Rey et
Mackey en 1992 [95], 1993 [96], 1995 [97], [98], et par Crabb et al. en 1996 [26] et [27].
Dans leurs travaux, les auteurs mettent en évidence ’apparition d’un comportement chao-
tique pour certaines valeurs des paramétres de 'équation. Toutefois, en dépit des études
numériques et d’analyses locales, ils ne fournissent pas de résultats analytiques concernant
le comportement asymptotique.

En 1994, Mackey et Rudnicki [80] considérent une généralisation du modéle de Rey et
Mackey [95], [96]. Ils tiennent compte, en effet, non seulement de la phase de prolifération,
mais aussi d’une phase de repos. Ils obtiennent alors le systeme d’équations aux dérivées
partielles suivant :

op op 0(Vp} _

5 + % + B —YD, (1.13)

o  On  8(Vn)

5t T e T Tom

= —(6+ B)n, (1.14)

olt p(t,m,a), (resp. n{t,m, a)) représente la densité des cellules dans la phase de prolifération,
(resp. dans la phase de repos), dépendant du temps ¢, de ’ge @ et de la maturité m. Les fonc-
tions 7y et § représentent le taux de mortalité des cellules dans chacune des phases respectives.
La fonction 8, qui peut dépendre de la population totale N(¢) = f 1 f e n(t,m,a)dadm
des cellules de 1a phase de repos, représente le taux de réintroductiox? deoces cellules dans ia
phase de prolifération. La fonction V représente la vitesse de maturation des cellules (tous
les détails des variables et des fonctions ainsi que les conditions au bord et les conditions
initiales sont présentés dans le paragraphe suivant).

En intégrant par rapport & l'dge et en utilisant la méthode des caractéristiques, le systéme
(1.13)-(1.14) d’équations aux dérivées partielles devient un systéme d’équations aux dérivées

partielles & retards structuré par la maturité (la méthode est décrite dans le chapitre 2).
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Aprés avoir montré P’existence et 'unicité des solutions du systéme, les auteurs donnent une
condition suffisante pour obtenir la stabilité asymptotique. En 1998, les mémes auteurs [81]
démontrent un nouveau critére de stabilité globale adapté & ce modéle.

En 1996, Dyson et al. [31], [32] reprennent 'équation décrivant les cellules dans la phase de
repos du modgle de Mackey et Rudnicki dans le cas particulier oft la maturité 7, o g1(m)
est indépendante de 7 et vaut am, avec ( < a < 1. L’équation aux dérivées partielles est

alors de la forme suivante:

ou V)

= - > .
5% om flu{t — 7,am)), pourt > 0 et m € [0,1], (1.15)

avec la condition initiale u{t,m) = w(t,m), pour ¢t € [—7,0] et m € (0, 1]. Ils démontrent un

résultat d'invariance, de comportement asymptotique et d’instabilité.

I’organisation de notre travail se présente de la fagon suivante. Dans un premier temps (cha-
pitre 2), nous reprenons le modele de Mackey et Rudnicki. Nous nous intéressons d’abord
au cas ol le taux de réintroduction @ des cellules dans la phase de repos vers la phase
de prolifération ne dépend que de la maturité (cas linéaire). Nous montrons un résultat
d’existence et d’unicité des solutions du systéme. Puis nous prouvons que la population
cellulaire dépend fortement des cellules de ”petite maturité” (cellules souches). Ce dernier
résultat s’avére important dans le cas non linéaire (cas ott 3 dépend de la population totale
N(t,m) = [ = n(t,m,a) da des cellules dans la phase de repos) que nous traitons dans le
paragraphe souivant. Il permet en effet de démontrer que 'instabilité de la population est liée
a ’état initial des cellules souches. Plus précisément, si I’apport en cellule de faible maturité
est sufﬁsént {ce qui correspond au cas normal de production de cellules sanguines), alors la
population totale est stable. Par contre, si 'apport de cellules souches est insuffisant (ce qui
correspond & une production anormale provenant d’anomalies comme ’anémie aplasique)
alors le comportement de la population est instable et ne parvient pas & se stabiliser au
cours du temps.

Dans le chapitre 3, nous considérons le cas ol le temps de division des cellules dans la phase

de prolifération dépend de leur maturité m. Nous supposons que plus une cellule est de
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" petite maturité” plus sa phase de prolifération est grande. Inversement, plus une cellule est
proche de sa maturité maximum plus la vitesse de prolifération est rapide. Nous supposons
de plus que les vitesses de maturation des cellules sont différentes dans les deux phases. A
travers ce nouveau modéle, nous tentons de décrire le cycle cellulaire dans la moelle osseuse
de fagon plus proche de la réalité. Aprés avoir exposé ce modéle en détail, nous montrons
que le lien entre les cellules souches et les cellules de plus grande maturité existe et que
le comportement, stable ou instable, de la population dépend étroitement de 'état de la
population des ”petites cellules”.

Dans le chapitre 4, nous construisons un modéle différent des deux précédents. Nous sup-
posons que les cellules se divisent de fagon inégale et que le temps de prolifération reste
constant. Aprés avoir décrit ce nouveau modele, nous mettons en évidence lexistence d'un
opérateur de Markov dans la phase de repos. Cet opérateur permet alors d’établir un résul-
tat de stabilité globale des solutions du systéme.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous exposons les outils mathématiques qui nous ont été
utiles dans notre travail 4 savoir, la théorie des semi-groupes et la théorie des opérateurs de

Markov.

Dans ce qui suit, nous présentons la structure générale du modsle que nous étudierons
dans les autre chapitres. Les conditions au bord ainsi que d’autres hypothéses feront Iobjet

de changements dans les différents chapitres.

1.6 Présentation générale du modéle étudié dans cette thése

Nous rappelons que dans notre modéle les cellules peuvent étre proliférantes ou au repos,
nous considérons également ici une population de cellules capables & la fois de proliférer et
de maturer. Chaque phase est représentée par une équation aux dérivées partielles.

1.6.1 Phase de prolifération

Aprés étre entrée dans la phase de prolifération, une cellule se divise aprés un temps 7.

- Dans les chapitres 2 et 4, nous supposerons que 7 est fixe (indépendant de la maturité).
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Tigure 1-6: Exemple de fonclion V avee V(z) — 221 —«

- Dang le chapitre 3, 7 sera considérée comme une fonction dépendant de 1a matnrité m de
la cellule.

La phase de prolilération est composée de qualre sous-phases : G la phase pré-synthélique,
S la phase de synthése de ’ADN, (75 la phase post-synthétique et M la phase mitotique
{voir lintroduction générale pour les cxplications détaillées).

La densité des cellules de la phasce de prolifération cst notée p{t, m, a), ot :

~ ¢ > {) représente le temps,

- m € (0,1) la maturité, et

- a € [0, 7] leur 4ge dans le cycle.

Les cellules des deux types (au repos et proliférantes) maturent avec une vitesse V{(m).
Nous supposons que V : [0}, 1] — [0, 00) est une fonciion continfiment différentiable telle que
V{m) > 0 pour tout m € (0,1), et V{0) = V(1) = 0 (un exemple de fonction V est donné
dans la Figure 1-6). Nous supposons aussi que les cellules dans la phase active meurent 3

i taux v dépendant de la maturité m.
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La fonction p satisfait ’équation suivante

8p  dp OV
p . o 0Vp) _

o aa T om P (1.16)

avec la condition initiale
p(0,m,a) =T(m,a) pour {m,a) € (0,1) x [0,7]. (L.17)

Nous définissons la densité des cellules proliférantes & un temps donné ¢ et & un niveau de

maturité m comme suit

P(t,m) = [OTp(t,m,a,) da.

1.6.2 Phase de repos

Juste aprés la division, les deux cellules filles rejoignent la phase de repos appelée aussi phase
(y. Une fois dans cette phase, elles peuvent soit retourner dans la phase de prolifération
et achever le cycle, soit mourir avant de finir le cycle en restant indéfiniment au repos. La
fonction n(t,m,a) représente la densité des cellules dans cette phase.

Nous notons

+o0
N(t,m) = / n(t,m,a)da,
0

la. densité des cellules de maturité m dans la phase de repos.

Le nombre total de cellules au repos & tout age et maturité est donné par

1
N({t) = fo N(t,m)dm.

Nous considérons ici deux causes de diminution :

(a} la premiére perte est la mortalité des cellules & un taux § qui dépend seulement de la
maturité de chacune des cellules.

(b) 1a seconde perte est la ré-introduction de la cellule dans la phase de prolifération avec
un taux G (Figure 1-7).

Dans le chapitre 2 nous supposerons tout d’abord que 8 ne dépend que de la maturité m de

la cellule (cas linéaire), puis dans le second paragraphe nous considérerons 3 comme étant
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une fonction de m et de N(t,m) (cas non-linéaire).
Dans le chapitre 4 nous supposerons que § dépend de m et du nombre total N des cellules
dans la phase de repos. Nous supposerons aussi que 3 est croissante en fonction de N.

IL’équation de conservation est

on  on  O(Vn) _

Bt + 9 + o —(5 + B)n (1.18)
avec la condition initiale
n(0,m,a) = Y(m,a) pout (m,a) € (0,1) x [0, +0c0) (1.19)
et
lil_’I}_I Y(m,a)=0. (1.20)

Nous supposons que T et 3 sont des fonctions continues.

1.6.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites seront différentes selon les hypothéses que nous effectuons sur la
division des cellules.

Dans les chapitres 2 et 3 nous supposons que les cellules se divisent de fagon égale en donnant
deux cellules filles parfaitement identiques.

Dans le chapitre 4 nous supposons que la cellule se divise de fagon inégale.
Cas on la division est égale avec 7 constant
Le flux cellulaire entre les deux phases est donné par le systéme

n(t,m,0) = 2p(t, g~ (m),7)(g7!)(m),  pour m < g(1),

(1.21)
+co

p(t, i, 0) = i ﬁ(m)n(t, m, a’)da’ = ﬂ(m)N(t, m):

oit g(m) représente la maturité des deux cellules filles quand m est la maturité de la cellule

mére et 3 dépendant de m seulement ou bien de m et N({t,m) suivant le cas (linéaire ou
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Mortalite des cellules au

repos aduntaux G

Ré-introduction
de celtules au
repos dans Ia
phase de
prolifération

avec un taux B

hiortalite des
cellules proliferantes

auntauxy ®

Figure 1-7: Représentation des perles dans le cycle cellulaire
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0.8

. 1
Figurc 1-8: Excmple de fonction g avee g{z) = - arcsinz
J

non-linéaire) considéré.

Nous supposons que g : [0,1] — [0,1] est une fonction continue telle que g € C1{0,1),
g'(m) >0 ct g(m) < m, pour m € (0,1) (un cxcmple de fonction g cst donuné dans la figure
1-8).

Nous supposons aussi que g~ *(m) = 1, pour m > g(1).

La premiére équation décrit 'entrée des deﬁx cellules filles dans la phase de repos juste aprés
la division de leur mére. La deuxiéme équation représente le passage des cellules aun repos

dans la phase proliférante.

Cas ot la division est égeale avec 7 dépendant de la maturité

Les conditions aux limites pour le cas ot v dépend de la maturité m sont plus complexes

que lorsque 7 est constante. Nous les détaillons dang le chapitre 3.
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Cas ot la division est inégale

La premiére condition de bord décrit biologiquement le fait qu’une meére peut se diviser
d™ane fagon inégale

1
n(t,m,0) = 2[ p(t, z, 7Yk(x, m)dz, (1.22)
0

avec m représentant la maturité des cellules filles 4 I'age a = 0 et = la maturité de la cellule
mére au point de division (appelé cytocinese). La fonction m — k(z,m) est la densité de
maturité d'une cellule fille en supposant que la mére posséde la maturité z. La fonction k

est supposée positive, continue et satisfait
1
[ k(z,m)dm =1, pour tout x € (0,1). (1.23)
0
De plus, nous supposons qu'’il existe k; et xy avec 0 < k1 < 83 < 1 tels que
k(z,m) =0, pour m < K1Z ou Koz < M. (1.24)

Ceci signifie que la maturité d’une cellule fille ne peut &tre ni trop petite, ni trop grande
(un exemple de fonction k est donné dans la figure 1-9).

La seconde condition au bord
+oo _
p(t,m,0) = f BN (1), m)n(t, m.a) da = B(N(t), m)N(t,m). (1.25)
0

Elle représente le flux externe de la population depuis le compartiment de repos vers le
compartiment de prolifération, le cas linéaire pour lequel 3 ne dépend que de m s’écrit de

fagon analogue.
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Figure 1-9: Ixemple de support d'une fonction &
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Chapitre 2

Cas du retard constant et de

division égale

2.1 Cas linéaire

2.1.1 Introduction

Dans [80] et [81], les principaux résultats concernent la stabilité globale, ce qui correspond au
cas normal de production sanguine. Dans [32], les auteurs ont étudié le probléme dans le cas
particulier oit la maturité 7, o g71(m) est indépendante de T et vaut am, avec 0 < a < 1.
Tls ont obtenu des résultats de comportement asymptotique des solutions en fonction de la
condition initiale.

Notre pri_ncipa,l objectif, dans cette section, est d’obtenir des résultats analogues pour une
situation plus générale,

Nous commengons par le cas linéaire, oil £ ne dépend que de la maturité m, nous présenterons
le cas non linéaire 3 = B(N), o N est la population totale des cellules au repos, dans le

paragraphe suivant.
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2.1.2 Equations décrivant le modéle

Nous reprenons les notations données dans le chapitre 1. Les équations décrivant le modéle

sont

on

ot

5 et = ~Ymp, (2.1)
N % N ‘9_(‘/%’2 = — (§(m) + B(m)) n. (2.2)

Nous rappelons ’hypothése faite dans le chapitre 1, que toutes les cellules maturent avec la

méme vitesse V(m). Nous supposons aussi que V' satisfait les conditions:

et pour m € (0,1),

V(m} >0, /0

Vecll), V)=0 V(1)=0,

mﬂ—-{—oo at; /1£<+oo
V(s) m V(8) ’

(un exemple de telle fonction V' est donné par la figure 1-6).

Remarquons gue la quantité /

™y

T .
——— représente le temps nécessaire & une cellule pour
m V(Z)

passer de la maturité my 4 la maturité mq (voir Remarque 2.1.1).

Nous supposons que les fonctions v, é et 3 sont continues.

Nous définissons

oo
N(t,m) =/ n(t,m,a)da,
0

la densité par rapport & un niveau d’age arbitraire dans la phase de repos.

Le flux cellulaire entre les deux phases est donné par le systéme suivant

n(t,m,0) = 2p(t, g~ (m),7)(g™1) (m),

p(ta m, 0) =
0

pour m < g(1),
(2.3)

" B(mn(t,m, a)da = Bm)N(t,m),
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ou g{rn) représente la maturité des deux cellules filles quand m est la maturiéé de la cellule

mere, g : [0,1] — [0,1] est une fonction continue telle que:

ge o, 1), et
g(m) <m, g'(m)>0, pourm e (0,1).

Sans perdre de généralité et pour des raisons mathématiques, nous supposons que
Jim, g'(m) = +o0.
Nous pouvons poser alors que
g {(m)=1, pourm> g(l).

La premidre équation du systéme (2.3) décrit l'entrée des deux cellules filles dans la phase
de repos juste aprés la division de leur meére. La deuxidme équation représente le passage
des cellules de la phase de repos dans la phase proliférante.

T.es conditions initiales sont données par

p{0,m,a) =T(m,a), pour (m,a)€ [0,1] x [0,7],

(2.4)
n(0,m,a) = Y(m,a), pour (m,a) € [0,1] x [0,+o0},
avec T' € G([0,1] x [0,7]), T € C([0,1] x [0, +00)) et all)ril Y(m,a)=0.
Nous considérons le flot 75 : [0,1) — [0,1), s € R, solution de I'équation différentielle
du
—(s} =V(u(s)), seR,
) = viats) 25)
u(0) =m,

qui représente Iévolution de la maturité des cellules 4 partir d’une maturité initiale m. Nous

avons my (m} =m, 7, (0) =0, 7y (m) € (0,1), pour s € Ret m € (0,1}.
Remarque 2.1.1 En fait, 7 peut s’écrive explicitement pour s < 0 sous la forme

7s (m) = h~ (h{m)e®), pourme[0,1), (2.6)
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Schéma de la division d’une cellule et representation
de ’évolution de la maturité et de 1’age

g(mg(m))
#’#

maturité
m={
I.‘ TR R R I P A P T T P T R 15

_ Phase de proliféraiion —
fige a0
T >g(nm)
A N—— f._,w_-/
Division Maturité des cellules filles juste

aprés la division

Figure 2-1: Maluralion et division d’une cellule
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ot h :[0,1) — [0,1) est la fonction définie par

h(m) = exp (—[T: %) , pourme (0,1), 27)

0, pourm = 0.

En effet, la fonction & : [0,1) — [0,1) donnée par Pexpression (2.7) est continue stricte-

ment croissante et satisfait

R(O)=0 et lim h(m)=1.

m—1

Done, h est une bijection de [0,1) & valeurs dans [0, 1).
Solent s € (—o0,0] et m € [0,1). En posant ¢ = 7, (m) on obtient do = V(x, (m))dy =

V(o)dy. Ainsi,
/m do /O y
— = = —3.
T3 (m) V(U) g

T

o
Cette dernidre épgalité permet de remarquer que / _]f("g—) représente le temps —s que
s {m)
met une cellule pour passer de la maturité 7, (m) a la maturité m. La phase de prolifération

ainsi que Pévolution de la maturité dans cette phase sont illustrées dans la Figure 2-1.

Nous avons alors

v imer) = 171 (o (= [ i) e,
= hllexp| - ﬂj%—.[:m)%)),

! do
= e (- [ S5,
wa{mm) V(o‘)))

= bl (h(ms (m))) = ms (m).

D’ou 'expression (2.6). Un exemple de fonction h se trouve dans la figure 2-2

Soit w : R — R™ la fonction définie par

o) — { Rl(ef) sis<O, 08

1 si s> 0.
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Pigure 2-2: Un cxemple de fonction A avee V{z) = z%y/1 — =«

Nous remarquons gue w est une solution de (2.5), que 75 (m) < w(s), pour s € Retm € [0,1)
et que lim1 e (M) = w(s), pour tout s € R.
me—

En intégrant les équations (2.1) et (2.2) par rapport & I’ge a et en utilisant la condition

(2.3), nous obtencus le résultat suivant.

Proposition 1 Svil e &€ {0,1) el { > 0.
400
La population totale N(t,m) = J[ n{t, m,a)da des cellules de maturité m dans ia phase
G
de repos satisfait les équations suivanies :

(i) 810 <t <7, alors

%N(t, m) + a% (Vm)N(t,m)) = — [8(m) + BEm)| N@,m) + fi(t,m),  (2.9)

ol

filt,m) = 2(g™Y (m)e(g™H (m), i (m_y 0 g™ H(m), 7 — 1),
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et

£m ) =exo - [ Y (r—a(m)) + V(- (m))ds . (210)

(i) Sit > T, alors

9 N(tym) + 5 (V)N m)) = — [60m) + )] N(t,m) + folom, N (), (2.11)
fa(m,z) = 2(g™"Y (m)B(m—r 0 g1 (m))é(g™ (m), ), pourz € R,
et

{ Ny(t,m) =N (t — 7,m_r(m)}, (2.12)

N7(t,m) = N (t — 7,7 0 g~}(m)) = Ny (t, g~ (m)).

,r

De méme la population totale P(t,m) = / p(t,m,a)da des cellules de maturité m dans la
0

phase de prolifération satisfait les éguations suivantes:

(ii) S10 <t <, alors

2 Plt;m) + g (V(m)P(tm) = ~2(m) (6, m) + Bom)N (s, m) + faltm),  (21)

avec

f3(t7 m) = _g(mvt)r(ﬂ—t(m)vT - t)'
(w) Sit> T, alors

3 Pty )+ (VmP(t,m)) = ~y(m) (5, ) + )N (6, m) + fa(m, N7(t, 1)), (2.14)

ot

f4(m=$) = _é(mvT)ﬁ(ﬂ-—T(m))m, pour T € R.

Remarque 2.1.2 Nous pouvons remarquer que £(m,t) défini par (2.10}, peut également

£(m, 1) = L=t {— / K Mdy}, (2.15)

8’éerire

V(m) w_g (m) V(y)
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la démonstration est indiquée en détail dans la preuve du lemme 4.1.1 du chapilre 4.

Preuve de la Proposition. Nous intégrons tout d’abord I'équation (2.1) par rapport a

I'age a dans la phase de prolifération entre 0 et 7:

OF OB ym)P — {pltm, ) — plt,m,0)} (216)

8t+ om

Le terme p(t,m,0) est donné explicitement par la condition au bord (2.3). D’autre part, la
solution générale de (2.1) est donnée par la formule
0,74 (m),a —1)(m,t), our 0 <t < a,
p(t,m,a) = p(0, s ) Kim.), (2.17)
p{t —a,m_q (m),0)£(m,a), poura <t,
ot &(m,t) est donné par (2.15).
En effet, les courbes caractéristiques associées & 1’équation (2.1) sont représentées par les

équations différentielles
da

i 1, (2.18)
et
dm
— = . 2.1
= V(m) (2.19)
Elles sont donc données par les expressions
a—1t=¢,

et

m = m{mog),

ol ¢ € R et mg € [0,1] sont des constantes. Le long de ces courbes caractéristiques nous

définissons pour c € R,

8(s) = p(s,ms(my),s+c), pour s>t
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ol t, = max {0, —c}.

En dérivant par rapport & s, nous obtenons,

0'(s) = — (V'(mws(mg)) + v(ms(mp))) 8(s}, pour s > t.

En intégrant de £, 4 ¢, il vient

¢
0(t) = 0(t.) exp [—l (V'(ms(mao)) -+ 7{ms(ma))) ds] , pourt >t (2.20)

Puisque nous avons a — £ = ¢, il vient deux cas:

- Premier cas: sia >t > 0, alors t, = 0 et (2.20) s’écrit
¢
6(t) = 6(0) exp [—/ (V'(ws(mag)) + y(ms(ma))) ds] , pour t > 0.
0
Autrement dit,
plt,m,a) = p(0,7_ (m) ,a — t)é(m,t), pour a >t >0,

ol £ est donné par (2.15).
- Deuxi®éme cas: sit > a >0, alors t, = —c et (2.20)} s’écrit
t

0(t) = #(—c)exp [—/ (V'(7s(mq)) + y(ms(mg))) ds| , pour t > —c.

—C

Autrement dit,
p(t,m,a) = p{t — a, 77—y (m),0)é(m,a), pourt > a > 0.

Ce qui aboutit & Vexpression (2.17).

Nous pouvons en déduire alors 'expression de p(t,m,7) dans (2.16), et finalement obtenir
les équations (2.13)-(2.14). )

Nous procédons de la méme fagon pour la phase de repos, et nous obtenons sans difficulté

les équations (2.9)-(2.11). O
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Notons que, pour ¢ € [0, 7], les équations (2.13)-(2.14) et (2.9)-(2.11) contiennent la condi-
tion initiale T, et leurs solutions deviennent conditions initiales respectivement pour (2.11)
et (2.14) dans le cas ot ¢ > 7.

De plus, les solutions de (2.9)-(2.11) sont indépendantes des solutions de (2.13)-(2.14), et
les solutions de (2.9)-(2.11) sont des termes forgant de (2.13)-(2.14). Nous remarquons éga-
lement que

fa(m, N7 {t,m)) = 0, pour m > g(1).

Dans ce chapitre, notre objectif est de prouver que sous certaines conditions I'unicité des
solutions dépend seulement des cellules souches. Nous concentrons alors notre étude sur

Pintervalle de maturité [0, g(1)}.

g_l(m) ds
Soient mg € (0,g(1)) et 7o = sup / V) )

Mg ™m
gt (m) g
Si lim / —— | < +o0, alors mg peut étre choisi égal & zéro.
m—0 ™ V(S)

Nous supposons jusqu’a la fin de ce paragraphe que
T>Tp. (2.21)

Alors, le terme de dépendance non-locale (m_r © g‘l(m)) satisfait les propriétés

{ T_r 0 g Hm) < m, pour m € [mg, g(1)],
m_r0g~(m) <w(-7) <g(1), pour m € [0,g(1)].

Nous allons donner une forme intégrée des équations (2.13)-(2.14) et (2.9)-(2.11).
Soit A : D(A) C C'0,g(1)] — C[0, g(1)] Popérateur défini par

D{(A) ={ue C0,g(1)], v est différentiable sur (0,g(1)], v’ € C(0,4(1)],
lim V(m)(m) =0 },

et
— (n(m) + V' (m))u(m) — V{m)w'(m), sim e (0,9(1)],

Au(m) =
" — (n(0) + V'(0)) »(0), sim =0,
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ot 7 = 6 + 3 pour la phase de repos, et n =y pour la phase de prolifération.

Proposition 2 L opérateur A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))e=0 défing

pour ¢ € C[0,9(1)], m € [0,9(1)] et t = 0, par

(SE@) (m) = exp {_ [ fo (= (hm)e)) + V7 (W2 (m)e)) ds] } < (222)
¥ (b=t (R(m)e™)).

Preuve. Soit B: Dg C C[0,9(1)] — C[0,9(1)] I'opérateur défini par

D(B) ={uecC0,g(1)], u est différentiable sur (0,g(1)], v’ € C {0,¢(1)],
?}35—}110 V(m)u/'(m)=0 },

et

Bu) { ~V(mpm), sim e (0,9(1), 03

0, sim =0

Nous démontrons le lemme suivant.

Lemme 2.1.3 L’opérateur B défini par (2.23) sur le domaine D (B) est le générateur in-

finitésimal d'un semi-groupe de contraction linéaire sur C [0, g(1)1.

Preuve du lemme. (Méthode identique & celle exposée par Dyson et al. dans [32]) Nous
devons prouver que pour une fonction w € C'[0, g(1)] donnée, et pour un réel A > 0 donné,

il existe une unique fonction w € D (B) telle que
(I — AB)u =w, (2.24)
ou I est 'opérateur identité, et que
[Uloo < [@leg »
ol la norme |.!_, est définie par
oo = sup |u(m)].

oG
0<m<g(1)
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Résoudre (2.24) revient a trouver u € C [0, g(1)] solution de 1'équation différentielle

w{m) + AV (m)u' (m) = w(m), pour 0 <m < g(1), (2.25)
u(0) = w(0). '
Les solutions de 1'équation différentielle (2.25) sont les fonctions
™ ds ™ w(s) * do
u{m) = exp -—/ k+/ exp : ds |,
( ) ( 9(1) )\V(S)) ( g(1) )\V(S) ( (1) )\V(O’))
pour 0 <m < g(1), et pour kK € R,
Soit la fonction hy définie par
™ ds
€xXp / 7S | pourmce (O,Q‘(l)] H
.’u(m) = ( g(1) )\V(S))
0, pour m = 0.
: 1 ! — ha(m)
hy est continue sur [0, g(1)] et de classe C? sur (0, g(1)] et nous avons k){m) = NAC) sur

(0,g(1)]. IL suit que —_— i
DNS) s = "m
]g(l) () /g(l) Palm):
= ha(m) — ha(g(1))-

™ ha(s)
@ AV (s)
De plus, comme h(0) = 0, la fonction u donnée par ’équation

ds — —hy(g(1)) = —1. Par conséquent i (s) e L1 (0, g(1)).

Donc lorsque m — 0, /g AV (s)

1 ™ w(s)
u{m) = NED (k + - AV(S)h,\(s)ds) , pour m € (0,g(1}],

est bornée si et seulement si
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Par conséquent, 'unique solution possible de 'équation (2.25) est

wim) = Kgm—) ( /0 " %h)\(s)ds) . pour 0 < m < g(1),
w0) = w(0).

De plus, si la fonction u € Dg, alors

|MM|sﬁkﬂ:m?ﬁf)ﬂwwmmmMme@mm,
w(O)] = w(o)].

Donc, |u]y, < |w|y.

Finalement, nous remarquons que C?[0,g(1)] € Dg, et que Dp C C[0,g(1)]. Puisque
C110,g(1)] est dense dans C [0, g(1)], nous avons bien la densité de Dy dans C'[0, g(1)]. Ce
qui conclut la preuve du lemme. [

Pour terminer la preuve de la proposition, nous démontrons le lemme suivant.
Lemme 2.1.4 Si¢ € Dp,

. ¢ (R (h(m)e™?)) — 9 (m)

t—0t i

= ~V(m)y' (m).

Preuve du lemme. En faisant le changement de variable

y=h"" (h(m)e™),

- (5.
=[y WSS)
i 2@ =¥ (m) _y-—m

Y+ y—m ds
/y Vi(s)

dans (2.7) nous obtenons

t

Par conséquent,




Ce qui conclut la preuve du lemme. OJ

11 suit que le semi-groupe engendré par B est

(T(e)p) (m) =¥ (R~ (A(m)e ).
D’aprés la définition de 'opérateur A, nous avons

Aufm)={ (n(m) + V'(m)) u(m) — Bu(m), sim € (0,g(1)],
— (n(0) + V'(0)) u(0}, sim =0,

avee — (n(.) + V'(.)) € [0, g(1)]-

Le lemme suivant nous permet d’achever la démonstration de la proposition.

Lemme 2.1.5 [32] Si T(t) est le semi-groupe linéaire engendré dans C' [0, g(1)] par Uopéra-
teur B, alors le semi-groupe engendré par lopérateur B + I, o 8 € C[0,g(1)], est défini

par

(50w m) = e [ (@()8) (m)ds) (T (E) (m).

Preuve du lemme.

11 suffit de montrer gue

(B+BI)% (rm) =l (S¢)¥) (”;’) ~¥) sour € Ds. (2.26)
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Or, d’aprés la définition du semi-groupe S(t), nous avons

(S(ty) (w:) — % (m) leg ( f (T(5)6) (m)ds) (T()) (m) — (m)
~leo([ " T)8) (m)ds ) 639 (m)
Lo ([ @)8) mmyas) wim)
+% exp (j: (T(s)B m)ds) Y(m) — _171’ m),

— oxp ( / (T(5)8) (m) ds) ((T(t)w) (f:) ~¥ (m))

2 (e 0( [ @6 (mds) wim) ~ v o))

Donc en passant 4 la limite quand ¢ — 07, nous avons le premier terme de droite qui tend
vers (BI)1{m)} et le deuxiéme terme qui tend vers Bt (m). D’ot le résultat. [
Il suit que l'opérateur A est le générateur infinitésimal du semi-groupe S(t) donné par

(2.22). Ce qui achéve la preuve de la proposition. [

2.1.3 Existence et unicité de solutions

L'opérateur A défini dans le paragraphe précédent nous permet d’obtenir une représentation
intégrale des solutions des équations (2.14) et (2.11) par un semi-groupe. Ainsi, pour la phase

de prolifération nous avons

| Pm) = (1 (m) e {_/ T (e + V- (m)) ds}
t T
-l—[r N(s,7_(t—g5)(m))B ("T—(tms)(m)) %

exp {—/0 (v (T (m)) + V' (1_s(m))) do'} ds
f4(7r—(t—s) (m)): N’J’(Ss T_(t—s) (m)) x

T

o {= [ (rtrotim) + V" rolm)) o} s,
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pour t > T et P(t,m) = (t,m) pour ¢ € [0,7], et m € [0,¢(1)].

Pour la phase de repos, nous avons

(Nem) = o) ae]- [ 8Eam) +8um)
t
: V(o) + [ o (a0 N () x (22D

oxp { = [ (6 (rmalim) + 8 o) + V" (ool ) o,

N

pour t > 7T et N(t,m) = ¢ ({,m), pour t € [0,7] et m € [0,9(1)].

Puisque la solution de (2.9)-(2.11) est indépendante de la solution de (2.13)-(2.14) , et la so-
lution de (2.9)-(2.11) est un terme forgant de (2.13)-(2.14) , nous ne nous intéressons qu’aux
résultats concernant la phase de repos. Les résultats concernant la phase de prolifération en

découlenﬁ directement.

Proposition 3 (Eristence et unicité) Il existe une solution unique de (2.27) avec la condi-

tion initiale € C ([0,7] x [0,g(1)]).

Preuve. La preuve se fait de fagon identique & celle présentée dans [80]. Nous ne la pré-
sentons pas ici. Toutefois, nous la détaillons dans le cas chapitre 4, quand la division des

cellules est inégale (voir preuve du théoréme 15).

Remarque 2.1.6 FEn fait, sous lo condition (2.21) nous obtenons plus que lunicité. Autre-
ment dit, l'unicité des solutions dépendent des cellules de petites maturité (cellules souches).

C’est ce résultat que nous exposons dans ce qui suil.

Auparavant, nous montrons le lemme suivant.
g7Hm) g
Lemme 2.1.7 Soit mg € (0,g(1)), 7o = sup / — | et
. m>mo \Jm V(s)
bods
T = ——. Alors, nous avons
' mo V (8)
( z ) To < T1,

() my < w(—T) si et seulement si T < T1.

Preuve. (i) est vérifiée de fagon triviale.

(ii) D'aprés la définition de w(—7) donnée par (2.8) et la définition de h(mq) donnée par
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(2.7} nous avons
mo <w(~T) & mg<h e ),
& h(mg) <e™,
1
ds
=3 exp(—f —)<e’7,
ds

& — | o < -7,
mo V (8)

=T < Ty

([

Théoréme 2.1.8 Soit my € (0,9(1)). Supposons que Ny(t,m) et Ny(t,m) soient solutions
de Uéquation (2.27} avec les fonctions initiales ¢, et wy respectivement. Supposons qu’il
eriste T € (19,71} et b € (mo,w(—7)) tels que@l(t,m) = y(t,m) pour m € [0,b] et
t € [0,7]. Alors, il existe T > 7 tel que Ni(t,m) = No(t,m) pour tout m € [0,9(1)] ett > 1.

Preuve. Le Lemme 2.1.7 nous permet de dire que 79 < 71 et my < w(—7) et donc d’avoir

existence de 7 et de b. Les solutions de (2.27) peuvent &tre reformulées comme suit

t—s—T
N(t,m)= N(s-+7, T_(t—s—7) (m)) exp {—j(; (6 (m_a(m)} + B (7m_c(m))
+V' (7—o(m)))do} + f+ Fa (710 (M), N(0, T _3-a)(m))) %
o {= [ (6 (noclm) + B (nrm) + V" (o) s o
pour m € [0,9(1)], s > 0ett > s+ 7.
Nous prouvons d’abord que Ny(t,m) = Na(t,m) pour m € [0,b] et t > 0.

Soient m € [0,b] et t = 7, alors nous avons
T_(g—r)(m} < m.

Donc

¥ (T17T—(t—7') (m)) =g (Taﬂ-—(t-'r) (m)) .
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Supposons que ¢ € [7,27] et s € [1,1], alors s — 7 € [0, 7] et en utilisant le fait que 7 > Ty

nous obtenons sans difficulté 'inégalité suivante
Torog tom_gg{m)<m_rog H(m) <m <b.

Par conséquent

Ny (s —r,a_rog to T _(5—s) (m)) = N2 (s—7,m_70 glo T_(t—-s) (m)},

et d’aprés (3.22), nous obtenons 1’égalité
Nit, m) == Ng.(t, m)

pour m € [0,b] et ¢t > 0.

gt (m) d h -1 m
Remarquons maintenant que [ il (g ( )) , pour m > 0.

B
mo V() R(m)
En effet par la définition de h(m)} donnée par (2.7), nous avons

IHM =Inh (g~1(m)) — Inh(m),
meo [
B gt (m) V(S) m V(S)’
g7 Hm) (s
B /m V()

Comnsidérons la suite (fn)nen définie par

to=T et tpy1 =t +In —
" l h{((mr0g7H)" ()

Alors,

- I h(b)
tn+1 ; 1 l:h ((77—1' o g—l)“"(”'H-) (b))] ’ (zn ’ 3)7-
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En effet
thn = T,

h((r_rog=1)7 ()

Supposons que (2.29) soit vérifiée pour un entier n € N, montrons qu’elle est vérifiée au rang

n+ 1. D’aprés (2.28) et par 'hypothése de récurrence,

h((rrog™) ™ ) } +or

bty = "—%hl[ h{(w—rog=t)™" ()
h(b)
- "'].
i)
o =1y~ (n+1)
" I:h ((’JT—T g ) (b))] + 27,

h((m_rog=t)™" (b))

] +(2n+ )7+

. l h()
B{(r_r 0 g™ (3))

} + (2n 4+ 3)T.

Notons que la suite ((WMT o g"l)fn (b)) . est croissante puisque T > 7.
ne

En effet, la relation T > 7o implique

/gl(b) ds
7> e,
b V(s)

S0it
— h(b)
h(g=1(8))’
ot alors
At (g7 (B))eT) < b,
d’ont

(m_ro g“l)_l (b) < b.
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Il n’est alors pas difficile d’en déduire que la suite ((71'_7- g™ (b)) . est croissante.
ne

Nous notons également que (%, )nen €st aussi croissante.

Nous allons prouver par récurrence ’assertion suivante

(W—T © gﬁl)An (b) < w(—T) = Nl(t:m) = N2(t:m)s
(Hp) - pour m € [O, (m_rog )" (b)]

ett>1t, —T.

Tout d’abord, (Hp) est vraie de facon triviale.
Supposons que (H,) est vrale pour un n € N. Supposons que (W_Tog"l)—(”_l'l) b <
w(—-7), m € [0, (7r_7. o g_l)_(nﬂ) (b)] et t > tyy1 — 7. Alors ¢t > #, + 7, et pour ¢ = 1,2,

nous avons,

Niltm) = N + 77—ty e {= [ (6 oo m) 4 8 - om)
V! () do} + | (e (), T (0, ()

oo { = [ (5 troelm) + (rctm) + V! () i} o

Grace & (2.28) nous obtenons

ety < ((—rog™) ™ ®)) |
=7 ((W_T Og_l)_(n+1) (b))

En effet, nous avons supposé que

t> b1 — T

Ce qui donne,

—(t—tp —7) Sty + 217 —tyqq,
donc 3
h (('n'_r og ) (b))

“mhmm<dn h ((w_T o g—l)m(n+1) (b)) ’
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et en utilisant la définition de la suite donnée en (2.28), nous obtenons

h ((T{'_T og™H™ (b))
A (o0 g )™ @)

exp(—(t—th ~ 7)) <

D'ou le résultat.

Par conséquent,

Tt () = B (Rm)e=t=n=)

~ h ((71'_1- o g_l) o (b))
< K1 h(m)h ((W_T o g1yt (b)))

et puisque m € [0, (m_rog? ~(mt1) (b)]

_ h ((’ﬂ'—r og™H) ™" (b))
T m -t —rog! et) ’
_—ta—n) (M) < R (h((ﬂ" g7 ) h (('LT 0 g1)~(H+D) (b)) )

< ("T—T c g_l)_n (b)

Et ainsi,

Nl (tn + TJ?T—(t—tn-—'T) (m)) = NQ (tn -+ T, ﬂ'_(t_tn_q.)(m)) .

D’autre part, pour ¢, +7 < ¢ < ¢ nous avous,

(71'—'1' o g_l) (W—(t—a) (m)) < (W—T © g_l) (m),
< (rorogt) ((morog™t) ™Y (b)) ;
< (m_rog™) " (D),

ebo—7>1t, >t, — 7. Alors,

Ny (0, 7_—py(m)) = N3 (0,7_s—y(m)) -
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Par conséquent,
Ni(t,m) = No(t,m}, pourm € [0, (mro g‘l)_(nﬂ) (b)] et t > tny1 — T
Il n'est pas difficile de vérifier qu’il existe M € N tel que
(m_ro g“l)_M () <w(-1) < (7_r og_l)_(MH) (b).
Alors, pour m € [0,w(—7)] et o > t37, nous avons,

(Trog ™) (T_g—ey (M) < (m_r0g ") (m),
(rrog™) ((rrog™) ™™ @),
(o g_l)_M (b).

A

AN

D’autre part, si t > tpr +7 — In [h ((?r_T o g_l)_M (b))] et m € [0,w(—7)], alors

=M
T (t—tpr —7) (m) < (ﬂ-—‘r g 1) (b)
et dong,

Ni(t,m) = Na(t,m), pourm € [0,w(—T)] et
t>ty+7—1In [h ((’n”_-,- 0g )™M (b))] :

Pour achever la preuve, il suffit de remarquer que si nous prenons m € [0,g(1)] alors
(T_rog™) (W,(tﬁa)(m)) € [0,w(—7)] et 7_g_gy(m) € [0,w(—7)]. Nous procédons alors
de la méme fagon que ci-dessus. Ainsi, il existe ¥ > 7 tel que N1(t,m) = Na(t,m) pour tout

me [0,g)]ett =1 O

Corollaire 2.1.9 Soit mo € (0,g(1)). Soit N(t,m) une solution de l’équation (2.27) pour
la condition initiale © définie sur [0,b] x [0,7]. Supposons qu’il existe T € (T0,71) et b €
(ma,w(~7)) tels que @(t,m) =0, pour m € [0,b] et pourt € [0,7]. Alors, il existe t > T tel
que N(t,m) = 0 pour tout m € [0,g(1)] et ¢t > 1.
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Ce Corollaire permet de dire que si I'apport initial des cellules de petite maturité (m €
[0,5]) est nulle, alors & partir d’un certain temps %, toute la population de cellules s’effondrera.

vers zéro.

g (m) 4
Remarque 2.1.10 5% lim0 / WZ)) < +00, alors le résultat du théoréme 2.1.8 est
m— m

vrat avec mg =0 ef T > 1.
Nous donnons quelques exemples de cette derniére situation.

Exemple 2.1.11 Supposons que V (s) ~ asP, ot x>0 et pe N*.
8—
Cas ot p=1. Alors,

V(s) Rartett
g m)  gs

Par conséquent, Dintégrale / m est de méme nature pour la convergence que

s
m
-1
m
In {g—()] , lorsque m — +o00.
m
Or

g m) _ g (m)—g'(0)
m glg~Hm)) —g(0)

Nous posons

T = g_l(m)s
et donc
lim ——— 0 ___1
a—0 g{z) —g(0)  ¢'(0)
-1
Si ¢'(0) = 0, alors lim g~ (m) = +00.
m—{ _1’m,
St ¢’ (0) > 0, alors lim g~ {m) < 400,
m—0 m

Nous résumons cela par

I T ds et seul . g0)>0
Jim [m 0] < +oo  si et seulement st ¢'{0) > 0.
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g7 m) g
Cas ot p > 1. Nous avons Dintégrale / "~ de méme nature pour la convergence

no V()
1 1

que — 7 — T lorsque m — +oc.
Or,
1 1 _ (g “Lm))P~t — mp-t
R N T
_ (g7 m))>” (g(g‘l(m)))

(9(g=2(m)))P~" (g2 (m))"™"

Nous posons x = g~*(m). Alors,

I _ 2P — (g(=))

mPl (g (m))P (egz))>—t
_ L @ (gl
(@)~ et

i g(z)\P?
“ @t (%)

]-. g_l (m) ds
o fm 70

St ¢'(0) # 1, alors

81 ¢'(0) =1 et g est de classe CP en 0, alors

ofa) =+ Zg"(0) 4 .+ 2070 +7%(). (2.30)

Nous posons
9(‘”)(0)+~"€p e (),

0(@) = 2:¢"(0) + .+

et nous obtenons

P! — g(z)P~! _ 2P 1 — (z + zv(z))P!
(zg(z))p1 (z* + z?v(z))r—
1 (1 — (1 +v(z))yP- 1)
gl (1 +wv(z))e? '

H
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_ g m)  gg
Par conséguent, lim / —— | < 4oc  si et seulement si
m=0 \ /i V(s)

1 (14 (@)~

al:l—r»r(l) Pl < oo
gtim) gg
Autrement dit lim / —— | < +oo & et seulement si
m—0 m V(S)
. v(z)
3101_% o < +o0.

CVest & dire

P g0
: g*'(0)
N D e <O

Nous résumons cela par

Sip>1, g est de classe C? en 0 et ¢'(0) = 1, alors,

2 ¢®(0)

klgp—h
=2

< +-ce.

gﬁl (m) dS
lim / —— | < 4+o0o i et seulement si lim
m—{0 m V(S) z—0 .

En particulier, si g(x) = zPe(z) (avec les notations de (2.30)) ot lir% e(x) = 0, alors
r—

) g7 (M) dg

nl:Eo /m V) < o00.

2.2 Cas non-linéaire

Dans ce paragraphe, nous supposons que le taux de ré-introduction 8 des cellules de la
phase de repos vers la phase de prolifération, dépend non seulement de la maturité m de
chaque cellule mais également de la densité totale N(t,m) des cellules dans la phase de
repos. Toutes les autres hypothéses restent inchangées.

Les équations de conservation décrivant les deux phases sont

op  Gp  O(V(mp)

at | oa am = WW(m)pa (231)
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et

on on  d(V(mn)
St T aa T e =~ 00m) + Bm, N (Em))n. {2.32)

Nous rappelons que:

- p(t, m,a) et n(t,m,a) sont respectivernent les densités de cellules proliférantes et au repos
au temps t, & la maturité m et A I'age a.
- Toutes les cellules maturent avec la méme vitesse V(). Nous supposons que V satis-
fait les conditions: V € Ct[0,1), V{0) = 0, V(1) = 0, et pour m € (0,1), V(m) > 0,
™ dx 1 d
fo V@) = +oo et fm Wi,) < +o¢ (un exemple de fonction V' est donné dans la figure
1-6).
+co
- N(t,m) = / n(t,m,a)da, pour t > 0 et m € [0, 1].
0

- Le flux cellulaire entre les deux phases est donné par le systéme

n(t,m,0) = 2p(t, g~ (m), 7)(g71) (m),  pour m < g(1),
(2.33)

Fo0

- g(m) représente la maturité des deux cellules filles quand m est la maturité de la cellule
mére, g : [0,1] — [0,1] est une fonction continue telle que g € C1[0,1), ¢(m) > O et
g(m) < m, pour m € (0,1).

- Les conditions initiales sont

p(0,m,a) =T'(m,a), pour (m,a)€[0,1] x[0,7], (2.34)
n(0,m,a) = T(m,a), pour (m,a) € [0,1] x 0,00}, '
avec I' € C({0,1] x [0,7]), T € C([0,1] x [0, +oc)) et Er_il_rloo Y(m,a) = 0.
- Le flot 7, : [0,1) — [0,1), s € R, solution de I’équation différentielle
du
M) =viuls), sek, .
u(0) =m,
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est tel que mg(m) = m, 1,(0) = 0, 7,(m) € (0,1) pour s € R et m € (0,1). Pour

s € (—00,0], ms (M) peut s’écrire

s (m) = K~ (h(m)e®), m € [0,1), (2.36)
ol Ly
hom) — exp (— /m m) , pourme(0,1), (2:37)
0, pour m = 0.

- Soit w : R — R la fonction définie par

h—l a , ig< 0,
w(s) = (), sis< (2.38)
1, sis> 0.

Nous remarquons que w est une solution de {2.35) et que ms(m) < w(s), pour 3 € R et
m & [0,1).

Nous posons P(t,m) = /T p(t,m,a)da.

En intégrant (2.31) et (20.32) par rapport & I’dge et en utilisant la condition (2.33), nous

obtenons le résultat suivant.

Proposition 4 Soient m € (0,1) et t > 0.
-+-00
La population totale N(t,m) = / n(t,m,a)da des cellules de maturité m dans la phase
0
de repos satisfait les équations suivanies:

(1) Si0<t<T, alors

J o
ENU:: m) + % (V(m)N(t, m)) = - [6(m) + ﬁ(maN(t:m))] N(tam) (239)
+f1 (tu m))
Fatt,m) = 2(g™Y (m)e(g™ (m), T (m_y 0 g~ (m), 7 — ), (2.40)
et .
é(m ) =exp {~ [[o(nm) + V(r-d(m)ds }. (2.41)
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(1) Sit > 7, alors

a 0

a N {tm) + o (V(m)N(t,m)) = —[8(m) + B(m, N(t,m))] N (t,m)+ (2.42)
f2(m: NT(t: m))a
falm, ) = 2(g™1) (m)é(g™ (m), 7) % (2.43a)
ﬁ(ﬂ'_q- c g_l(m)w’c)m,
et
{ Ny(t,m) = N (t —7,7_(m)), (2.44)
N7(tym) = N (£ 7ymr 07 m) = Nt

+oo
De méme, la population totale P(t,m) = / p(t,m,a)da des cellules de maturité m dans
0
la phase de prolifération satisfait les équations sufvantes:

(vid) St 0 <t <7, alors

2 Pty )+ o (V (m)P(t,m)) = ()Pt )+ B(m, N, m))N (t,m) + o 5, m), (2.45)

avec

fa(t,m} = —€(m, t)T(m.s(m), 7 —1).

(iv) Sit > T, alors

d d
EP(t, m) + a—m(V(m)P(t, m)) = —y{m)P(t,m) + B(m, N{t,m)}N(t,m) (2.46)
+fa(m, N (f,m)),
f4(m,m) = —f(m,T)ﬁ('IF_T(m),CE):I}. (24‘7)

Preuve. La preuve est identique a celle présentée dans le cas linéaire (premier paragraphe,
Proposition 1). O

Notons que, pour t € [0, 7], les équations {2.45) et (2.39) contiennent la condition initiale I'
et leurs solutions deviennent conditions initiales respectivement pour les équations (2.46) et

(2.42) dans le cas ot t > 7.
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De plus, les solutions de (2.39)-(2.42) sont indépendantes des solutions de {2.45)-(2.46), et

deviennent des termes forgants des équations (2.45)-(2.46). Nous remarquons également que
fo(m, N7(t,m)) = 0, pour m > g(1).

FEtant donné que notre objectif est de prouver que 'unicité et le comportement asymptotique
des solutions ne dépendent que des cellules souches, nous concentrons alors notre étude sur
lintervalle des maturités [0, g(1)].

Notons éga,lement que la quantité (7, o g‘l(m)) représente la maturité initiale de la cellule
meére dans la phase de prolifération lorque la maturité de ses filles juste aprés la division est

m.

2.2.1 Existence et unicité des solutions

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que l'opérateur A : D(A) C C[0,¢9(1)] —
C'[0, g(1)] défini par

D(A) ={ueC[0,g(1)], u est différentiable sur (0,g(1)], v € C(0,9(1)],
i, V(i (m) =0

et
o) { ~ (8m) + V'(m) u(m) = V(m)u! (), si m € (0,()],
u(m) =
—(8(0) + V'(0)) u(0), sim =0,

ost le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))i»o défini pour ¥ € C'[0,g(1)], m €
[0,g(1)] et t > 0, par

(8{t)p) (m) = exp {— {/: (6 (h_l (h(m)e™"}) + V' (h_l (h{m)e™*))) ds]} x  (2.48)
P (A (A{m)et)).

Cet opérateur A nous permet d’obtenir une représentation intégrale des solutions des équa-
tions (2.45)-(2.46) et (2.39)-(2.42). Pour les mémes raisons que dans le cas linéaire, nous ne

donnerons que la version intégrée des équations (2.39)-(2.42) correspondant & la phase de
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repos. Nous notons

¢
K(t,m) = exp {—/ §(m_g(m)) + V'(W_U(m))da)} ,pour t > 0 et m € [0,g(1)]. (2.49)
0
La version intégrée de P’équation (2.42) est alors ’équation

N(it,m)= ¢ (T,tﬂ'_(t_f) (m)) K(t —7,m)
- [T (= 5,m)N(s, 7o) (m))BT_(r—ey (1), N(5,7_ssy (1))l
[ B = oy m) ), N5y ()
(2.50)

pour t > T et N{t,m) = ¢ (t,m) pour t € [0,7], et m € [0,g(1)].
Puisque les solutions de (2.39)-(2.42) sont indépendantes des solutions de (2.45)-(2.46) et
que les solutions de (2.39)-(2.42) sont des termes forgant de (2.45)-(2.46), nous ne nous
intéressons qu’aux résultats concernant la phase de repos. Les résultats concernant la phase
de prolifération en découleront directement.
Nous faisons '’hypothése suivante:

(H;) 1 existe une fonction & : [0,¢(1)] — R™, continue telle que
|z18(m, z1) — B2B(m, z3)| < k(m) |21 — 2], m € [0,9(1)], 1,22 €R. (2.51)

Proposition 5 (Fristence et unicité) Sous la condition (H,), Uégquation (2.50) de condition
tnitiale
¢ e C([0,7] x [0,9(1)]),

admet une solution unigue N¥ € C ([0, +00] x [0, g(1}]).

Preuve.. Soit T > 7. Nous considérons les opérateurs G, H : X7 — Xr, avec X¢ =

C([r,T] % [0,g(1)]) définis par

G(N)(t, m) = /t K(t -5 m)N(Sa T_(t—s) (m))ﬁ(ﬂ—(t—s) (m)': N(S: T—(t—s) (m)))dsu (2'52)
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et
2
H(N)(ta m) = /T K(t -8 m)fz(ﬂ'-(t—s) (m)a N(Saﬂ-—(t—s) (m)))dsa (2.53)

pour NV € Xr. L’équation (2.50) devient
Nt m) + Gt m) = ¢ (r,7_eon(m)) K(t—7,m) + HVem).  (254)

Supposons que T' = 27.
Soit (Nn),cn la suite de fonctions continues définies, pour ¢ € [r,27] et m € [0, g(1)], par

Nﬂ(ts m) L 4 (T: T (t—r) (m)) K(t -7, m) + H(@T)(tam):

ou

H(g")(t,m) = fT K(t—s,;m) fom_(1—5)(m), (s — 7,77 0 g™ (W _ss(m))))ds,

et
Ny (t,m) = No(t,m) — G(Nn—1)(t,m).

Remarquons que

K(t,m) = exp{—[ri(m) mﬁ-—'-(ggi(—o)da)}, pour t > 0 et m € [0,¢(1)].

Dongc il existe a > 0 tel que
|K(t,m)| <, pourt>0etme[0,g(1)].
En vertu de la continuité de ¢, K et fa, il existe My > 0 tel que
|No(s, m_z_sy(m)}| < My, pour tout ¢ € [r,27] et m e 0,g(1)].

Nous posons

k= max k(m), 2.55
me[0,g(1)] (m) (2.55)
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avec k défini dans Phypothése (H;)}. Nous obtenons alors
ot
[Nitym) = No(t, )] = |GNo) & m)] < aF [ [Nofo, gy s
Ft dong,
|N1(t,m) — No(t,m)| < akMy(t — 7).

Dans le cas général, nous avons
Np(t,m) — Np—1(t,m) = G(Np—2)(t,m) — G(Np—1)(t, m).
Ainsi
gt
| Ny (t,mm) — Np—1 (8, m)| < o:k/ |Nn_1(s,7r_(t_s)(m)) — Np—2(8, T_(z_g) (m))| ds.

Par récurrence, nous obtenons

{t—7)"

|No(t,m) — Nae1(t, m)| < o™k My ~

Par conséquent, la limite N := lim N, existe uniformément sur [7,27] et N est continue
sur [7,27].

Pour montrer que N est solution de 'équation (2.50), nous introduisons la fonction v définie
par

U(tsm) = IN(t’ m) - NO(t:m) + G(N)(tamﬂ .
Nous avons alors

U(ta m) < |N(t1 m) - N’n+1(t? m)' + |Nn+1(t1 m) - Nﬁ(t: m) + G(N)(t: m)l 3
S |N(t7 m) - Nﬂ+1(t1 m)' + |_G(i\r)(tam) + G(Nﬂ)(t?m)i E
< IN(t,m) — Nas1(t,m)| + ok [r IN (8, T_(s—e) (1)) — Na(8, 7_gy (m)) | ds.
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De plus, nous avons
oQ
N{t,m) — No(t,m) = (Npta(t,m) — Ny(t,m)).
p:

Ce qui implique

' oo . _ P+1
|N(t,m) — Npy1(t, m)]| < My Z akap“%,
p=n+1 (p * 1)'
3
w [t ' > " t e _ \p+l
ozk/ |N(s,7rg(t,3) (m)) — Nu(s, T (1—s) (m))|ds <My Z aPF2Epte %ds.
. e = - (@+1)!
Alors, ~
0 kit — p+2
v{t,m) < 2My Z M, pour n € N,

= (+2)

En faisant tendre n vers 4+oo, nous obtenons
v(t,m) =0, pour t € {1,27] et m € [0,g(1)].

Par conséquent, N est solution de (2.50) sur [0,27] x [0,9(1)].

Pour montrer 'unicité, supposons que Z est aussi solution de I'équation (2.50). Alors,
ot
IN(t,m) — Z(t,m)| < ok / [N (5, 7_ (15 () — Z (5,7 oy ()| 5.
T

Supposons que t € [, 27] et m € [0,g(1)] sont fixés et considérons la fonction w définie pour
s € [7,t] par
'H)(S) = IN(Sv T_(t—a) (m)) - Z(81 T_(t—s) (m))l .

Nous avons

w(s) < ok /: |N (o, 7_(s—oy (T_gt—s) ()} — Z{0, T_(s_o) (T_(s—s) (m)))| do-

69



D’un autre cdté, nous avons

T_(s—c) (T—(t—5) (M) = T_gz—ey (M)

Donc,

w(s) < ok /: w(c)do.

Par l'inégalité de Gronwall, w = 0. Alors, N = Z sur |1, 27].
Supposons que 1" = 37. Soit (Vy,),, oy 12 suite de fonctions continues définies, pour ¢ € [r,37]

et m € [0, ¢(1)], par
No(t,m) = o (7,7 _(r)(m)) K(t —7,m) + H(NT)(t,m),
ot NV est la solution [r, 27| donnée ci-dessus, et
Np(t,m) = Ny(t,m) — G(Np—1)(t, m).

En utilisant la méme démarche que précédemment, nous démontrons 'existence et 'unicité
de la solution N sur [0,37] x [0,¢(1)].

Par une méthode de pas successifs T = 47, T = 57,... , nous avons ’existence et 'unicité
sur {0,400) x [0,¢(1)]. O

Soit mg € (0,¢(1)), nous posons

g m) g
Tn = Su —_— .
0% s /m V(s)

T > Top. (2.56)

Nous supposons que

La condition (2.56) signifie que la durée de la phase de prolifération est suffisamment longue

pour permettre aux cellules d’accroftre suffisamment leur maturité.

g (m) ¢
Si lim / 2 < +o00, alors g peut étre choisie égale & zéro et la condition
m—0 m V(S)
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(2.56) devient

g7 (m) g
T >80 _—T .
mﬁ.ﬂ V(s)

Sous la condition (2.56) la dépendance non-locale (7_, o g~}(m)) satisfait alors

T_rog Hm) <m, pour m € [mg,g(1)],

70974 (m) < w(~7) < g(1), pour m € [0,(1)].

Pour présenter le résultat de ce paragraphe, nous faisons la remarque suivante qui a été

prouvée dans le cas linéaire.

g_l (rm) ds
Lemme 2.2.1 Soit mg € (0,9(1)), 7o := sup / | et

m2>1mnp m V(S)
L ds
T = ——. Alors,
mg V (8)
(’L) Tg < T1,

(i) mp < w(~7) st et seulement st T < T1.
Nous avons alors le résultat similaire au cas linéaire.

Théoréme 2.2.2 Soit mg € (0,g(1)). Supposons gque Ni(t,m) et Na(t,m) soient solutions
du systéme (2.39)-(2.42) avec les fonctions initiales @, et oy respectivement. Supposons qu’il
existe 7 € (19,71) et b € (mo,w(~T7)) tels que @,(¢,m) = wy(t,m), pour m € [0,b] et t €
{0,7]. Il existe alors T > 7 tel que Ni(t,m) = Na(t,m) pour tout m € [0,g(1)] et t > £.

Preuve. La preuve est identique A celle du cas linéaire.

-0

g—l (m) ds
Remarque 2.2.3 5 lim ( ] — | < +oo, alors le résultat du théoréme est vrai

m V(s)
avec mg =0 et T > Tp.

Nous avons donné quelques exemples de fonctions V' vérifiant cette condition dans le
paragraphe précédent { voir Exemple 2.2.1).

Supposons dans toute la suite de ce chapitre que

1 g7Hm) g g7 (m) gs
im —— | <4000 et 7> 70 :=5s1 — .
m~0 /m V(S) 0 m>% ‘/m V(S)
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Lemme 2.2.4 Soit o € C([0,7] x [0,9(1)]). Supposons qu'il existe b, 0 < b < g(1) tel que
Véquation (2.50) admet une solution pour une condition initiale ¥ € C([0,7] x [0,b]), telle
que

(7, m) = p(T,m).

Alors, (2.50) admet une solution pour la condition initiale @ dans C({0,7} x [0,9(1)]).
Preuve. La preuve découle directement du Théoréme 2.2.2 précédent. Si l'on prend m €
[O, (m_ro g_l)_l (b)] alors (m_r © g ) (T_(—a) (m)) < b et le résullot se déduit par récur-

rence. L1

2.9.2 Invariance et comportement asymptotique

Soient b € (0,g(1)] et v € C((0,7] x [0,b]), nous posons

lell, = sup  lelt,m)].

0<t<r, 0<m<b

Avant d’énoncer les principaux résultats de ce paragraphe, nous introduisons les hypothéses
suivantes:

(Hz) V'(m) > 0, pour tout m € [0, 8],

(Hs) ¢'(0} > 0.

Dans 'hypothése (Hz) nous supposons que la fonction V' est strictement croissante sur
[0,5] au moins, autrement dit, la vitesse de maturation des cellules doit augmenter lorsque
leur maturité est proche de zéro {cellules souches), et reste croissante au moins jusqu’s une

certaine maturité b > 0.

Proposition 6 Soient b € (0, g(1)] et p > 0. Supposons que les conditions (Hy )-(Hs)} sont
satisfaites ( hypothése (H,) étant définie dans le paragraphe précédent). Soit N¥¢(t,m) la
solution de Véquation (2.50) de condition initiale ¢ € ([0, 7] x [0,b]). Supposons que

lelly < p-
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Alors, nous avons linvariance suivante

IN¥(t,.)|, = sup \N¥(t,m)| < p, pourtoutt=T. (2.57)
me(0,b]

Preuve. Soient b € (0,g(1)] et T = 7. Nous définissons la suite de fonctions continues

(Np)pen pour t =0 et m € [0, 8], par

Noft,m) = i (T’w_(t"’)(m)) K(t—T,m), pourte [r,T7,
(P(t-;m)) pour te [O,T],

et

N {%@M—QMme+MMme,wmmhﬂ,
n(t.m) =
w(t,m), pour t € [0,7].

En utilisé,nt les mémes techniques que dans la démonstration de la proposition 5, nous
pouvons démontrer que la suite (Ny)neN CONVErge Vers la solution N¥* € C(]0, +o0) x [0,8])
de V'équation (6).
Puisque 6(m) > 0, il vient alors §(m) + V'(m) = V'(m) = I pour tout m € [0,b], avec

I= inf V'(m).

me[0,b]

Donc
t—7
K(t - T,m) = exp {—/ (8 (m_o(m)) + V'(Tr_g(m))) da} < e 1), (2.58)
0
D’autre part, nOus avons pour tout ¢t € |7, 7]
T_(—ry(m) Sm < b.

Donc,

o (r,7_-m(m))| < p-
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Par conséquent,

No(t, )| < pe 16 < p.

De méme,
|N1(t, m)| < [No(t,m)| + |G(No)(E, m}| + [H(NG) (2, m)].
Nous avons,
|G(No)(t,m)| = /T K(t — 5,m)No(8,T_(1—s) (m))B(T_(1—s) (M), No(s, T_z—s)(m)) )ds| ,

t
S / 6ﬁI(t‘S)k(ﬂ'_ (t—s) (m)) |N0 (3: W—(t—&) (m)) | ds.

Nous posons

ky = sup |k(m)|.
me[0,b]

Comme

ﬂ-—(t——s) (m) <m< b,

nous obtenons,

gt
|G(No)(t,m)| < pkbf e~ It-a)gs, (2.59)

-

De plus, nous avons

K(t ) m)fQ(W—(t—s)(m)a Ng('s’ﬁm(tms) (m)))ds )

T

< [ €T | fo(m oy (), N (3, T_—sy (m)))ds

|H(Ng)(t,m)| =

[fo(m,z)| = |2(g7Y) (m)é(g™ (m), T)B(m—r 0 g~ (m), )|,
< 2(g7 1) (m)E(g™" (m), T)k(m—r 0 g H(m)) |2] -

D’aprés (Hs) et la continuité de (g7 t), £ et k, g™' et 7_ nous avons,

G 1= sup [2g™"Y (g™ (), (s 097 )] <400,

me(0,
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Donc,
fo(m,@)] <& lal.
Ainsi,
| Fa(m_tt—a) (), NG (5, _e—s) () )ds| < Ep.

Par conséquent,

L
VG 6 )| < oy [ o7, (2.60)
Donc,
Nyt m)| < p (e T + (R + &) [ e T},
e ~ 1 g_I(t_T)]
—I(t—) [ I
<p (e + (kb + Eb) 7 -
Ainsi,

I I ’

. ([1_ (z,,+a,)} X (i;b+2€b)) L,

|N1(t,m)] <p (e—f(t—f) - (Eb -I—Eb) . (%b +Eb)

I I

Par récurrence, nous montrons alors que pour tout n € N*, pour tout t € [0,7] et pour tout

m € [0, 5]

[Nalt,m)| < [No(t,m)| + |G (Nu—1) (&, m)| + |H(NT_1)(t,m)]
<p (emI(tﬁfr) . (’,‘c’b +Eb) f: e—I(t—s)ds) < p.

Par passage 4 1a limite quand n — 400, nous obenons le résultat pour tout T’ > 7. L'inégalité
(2.57) est done vérifiée quelque soit ¢ > T, ce qui achéve la preuve. O

Dans le théoréme suivant, nous supposons que ’hypothése (Ha) est satisfaite pour b = g(1).
Pour éviter toute confusion nous la notons (Hg).

Nous reformulons également I’hypothese (H;) sous la forme suivante:

(H1) 11 existe une fonction & : Rt — R, continue, croissante, avec %im k(6) =0 et

—0

|z18(m, 21} — w2B(m, x2)| < k(0) |21 — z2|,
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pour m € [0,g(1)] et 1, x2 € RT tels que |z1] < 6, |z2| < 6.
Théoréme 2.2.5 Supposons gque les conditions (ﬁl )s (ﬁg ) et (H3) sont satisfaites. Il

existe § assez petit tel que pour toute condition initiale p € C([0,7] x [0,9(1)]) vérifiant

llell < 6.

La solution N¥ de I’équation (2.50) satisfait, alors, tﬂ?oo N¥(t,.) =0 exponenticllernent.

Preuve. Soit T' > 7 fixé. Nous reprenons la suite (N, )ncn définie dans la preuve de la

proposition 6. D’aprés hypothése (Hy) nous avons pour ¢ € [7,7T] et m € [0, g(1)],
|No(t,m)| < e~ 1¢=7) < ge=oG-7) < g,

ol 0 < g < T est fixé. I¥aprés la proposition 6,

|N,(t,m)| < § pour tout n € N.

De plus
|N1(t7m) - NO(t:m)l = |—G(N0)(t,m) "I—H(Na-)(t:m)' 3
< |G(No)(t, m)| + [H (NG )t m)] .

Par une méthode identique 4 celle donnée dans la proposition 6, nous obtenons d'une part,

i
|G(No) (¢, m)| < k(6) f fe=1(t=9) g=els—r) g

-
et d’autre part

~ 4
|H{(NG ) (t,m)} < k(6) / e~ T(t=5) g=els=2n g
T

avec

k(@) = sap  (2(g7Y) (m)E(g™ (m), 7)) k(8) < +oo,
me[0,g(1)]

d’aprés (Hs). D’on,

IN:(t,m) — Ny(t,m)| <6 (k(5) [re 1=9)e—el=")ds 4 k(6) [T e—fﬁ—s)e—s(s—%)ds) :
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Nous posons L(§) = max (k(é),?&(é)). Alors, nous avons,
|N1(¢,m) — No(t,m)| < L(8)fe Tt (e‘” f: eI—e)sdg 4. 267 fj e(I"E)“"ds) .

Or,

L(6)seT (ef” JEeU=2)sgs 4 2o [ e(I_E)Sds) = L(8)6e~ter (1 + &) [* elI=9)3ds,
= L(8)6e~Tte5" (1 + €57} x

7g [ el
En multiplant et en divisant le second membre par ¢, nous obtenons,
L(§)ée Tt (e” [fel=2sgs 4 e [t e(r—s)sds)
= L(5)§e—s(t—r)e(6—1)t (14 €7) [e(I—s)t _ 8(1_5)7] _

I—-¢

Donc

1
|Ny(t,m) — No(t,m)| < L(6)6e=C=7) (1 + ¢=7) T [1 — e~U=a)E=m)]

< L(6)6e==0=7) (1 + =7) F

1
Nous posons 6 = (1 + €°7) T2 L’inégalité devient alors
|N1(t,m) — No(t,m)| < L(8)86e5¢=T),
Par récurrence, nous supposons que

|Ni_1(t,m) — Nip_o(t,m)| < (L(6))* " 665 1e=*¢=") pour k € N*.
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Nous avons

INe(t,m) — Ne—a(t,m)] - < |G(Nie—1)(t,m)| + [H(N_ ){(¢,m)|

< L(8) [T e 1) | Ny (£, T _ig) (M)} — Nip—a(t, T__oy ()| ds+
L((S) f: B_I(t_s) | Ni_1 (S —-t,T ;0 g_l (Tl‘u(tgs)(m))) —
Nea (s —t,m_rogt (m__g(m))) |ds.

Par conséquent,

lNk(t, m) _ Nk—l(ta m)l < Lk((s)é*gk:—l (f: efI(tH.s)e—-s(s—'r)dS + ]‘: e—I(t—s)e—s(s—2-r)ds) ;
< LF(8)56% 1027 < Lh(§)80%et—T),

Donc la propriété est vraie pour tout & € N*. Or éir% L{8) = 0. Donc nous pouvons choisir
§ > 0 assez petit tel que 8(8) := L(6)8 < 1. Par conséquent, la limite N := lim N, existe
n—0co

uniformément sur 7,7 et N est continue sur [7, 7.

Comme la propriété est vérifié pour tout 7' > 7, nous en déduisons que

~ i 2 - e
Ni(t,m) < (9(5) + (9(6)) ot (9(5)) ) (ge—e(t_qr)7
pour ¢ > 7 et m € [0,¢9(1)], & € N*. Il suit que

N{t,m) < (L(E)—m)ée_st.
1—-09(8)
Ceci prouve que N(t,.) — 0 exponentiellement quand ¢ — +oco pour m € [0, g(1)].
-
Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que les conditions (H;) et (Ha) sont satis-
faites. Nous notons

k= sup k(m),
me(0,g(1)]

et

E= sup  [2(g7")(m)E(g™ (m),T)k(m)] . (2.61)
me0,a(1))
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Nous introduisons I’hypothése suivante :

- .
L:= k = = i (m).
(Hy) max(k,§) < 5 ou I me%&g(l)} V/(m)

Le résultat suivant est intéressant parce qu’il est vérifié pour toute fonction ¢ € C([0,7] %

[0, 9(1)])-

Théoréme 2.2.6 Supposons que les conditions (Hy), (Hy), (Hs) et (Hy) sont satisfaites.
Alors, pour toute condition initiale ¢ € C([0,7] x [0,9(1)]), la solution N¥ de I’équation
(2.50) satisfait, . HEI N#(t,) = 0 exponentiellement.

— 00

Preuve. Soit T' > 7 fixé. Nous reprenons la suite {N,)neny définie dans la preuve de la

proposition 6. D’aprés I’hypotheses (H;), nous avous pour ¢ € [1,7] et m € [0, g(1)],
[No(t,m)| < Jlgll e "¢ < Jleol| =57 < el
ol 0 < g < I est fixé arbitrairement sufisamment proche de zéro. D’aprés la proposition 6,
| Nu(t,m)| < ||l¢||, pour tout n € N.
De plus

INl(t:m) - Nﬁ(ta m)l = |H(Ng)(ﬁam) - G(NU)(ﬁamN 3
< |G(No)(t, m)| + |H(NG) (L, m)] .

Par une méthode identique a celle donnée dans la proposition 6, nous obtenons d’une part,
~ ¢
|G(N0)(t,m)l <k ”(,()” / e—I(t—s)e_s(s_T)ds’
T

et d’autre part

~ t
ImMMWMSﬂMM?JW%*WM@
i

avec £ < +oo d’aprés (Hs) (£ défini dans (2.61). Alors,

[Nt m) = No(t,m)| - < Il (R ff e Te9ememnds +F [f eI gs)
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Nous posons L = max (E,E) Alors, nous avons,

[Vi(t,m) — No(t,m)| - < Lllglle™ (e ff el =Iods + 27 [ el=)sds)
Or,

E ”‘P” o1t (eer f: e(I—e)sds + e2eT f: e{I—s)st) — E ”‘P” e TteeT (1 + es'r) f: e(I—e)st,
= E o} e~ e (1 4 ¢77)

1 —€ —&)T
—— [elf=e)t —eli=or].

En appliquant la méme technique que dans la preuve du théoréme 2.2.5 précédent, nous

et nous obtenons

posons § = (1 +€°7) 7 1
|N1(t,m) = No(t,m)| < I ||| ge~5¢7).
Par une récurrence similaire & celle de la preuve du théoréme 2.2.5, nous montrons que
~ N\ K \
Nt m) = Nea(tym)| < (£6)" [lpfl e,

-~ T ~ o~

pour tout k € N*, Or, d’aprés (Hy), L < 3 Par conséquent, pour £ assez petit, 8 := L8 < 1.

Et dong, la limite N := lim N,, existe uniformément sur [7,7] et N est continue sur [, T].
n—o0o

Comme la propriété est vérifié pour tout T > 7, nous en déduisons que

~ - 2 ~ k
witm) < (Bloll + (Bl + - (Blel) ) ol e,
pour t > 7 et m € [0,g(1)], k € N*. 1l suit que

0l

1Ly gl e,
1— 8l

N(t,m) < (

Ceci prouve que N{t,.) — 0 exponentiellement quand ¢t — +oo pour m € [0, g(1)].
O
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2.2.3 Instabilité

Dans certains cas, une production de cellules sanguines insuffisante ou trop importante
peut &tre liée & un comportement instable du systéme. Si les cellules de petite maturité
(cellules souches) ne sont pas mises en canse dans cet apport insuffisant, la population
peut se stabiliser de nouveau et la production peut revenir i la normale. Par contre, si les
cellules souches sont directement affectées (ce qui est le cas lors d’une anémie aplasique),
la population cellulaire totale devient instable et le processus de production ne se stabilise
pas au cours du temps. Le théoréme que nous énoncons dans ce paragraphe peut étre une
illustration de ce phénomeéne d’instabilité dit 4 Panémie aplasique.

Nous notons N¥ la solution de (2.50) avec la donnée initiale (.

Nous disons que N¥ est stable si pour un £ > () donné, il existe é > 0 tel que
o — || < 6 implique [N¥(t,.) — N¥(t,.)| <&, pour tout t.
o

Nous disons que N¥ est instable si elle n’est pas stable.
I ’hypothése suivante est trés importante pour prouver I'instabilité.
(Hs) Il existe une solution de I'équation (2.50) qui ne converge pas vers 0, quand ¢ — +oo.

Notons
X = C(0,7] x [0,g(1)]},

Xo= {peX: (0 =0, pour ¢t € [0,7]}.

L’espace Xg représente apport nul de cellules de petite maturité (x = 0) pour la période
initiale [0, 7].
Nous prouvons que si Uhypothese (Hs) est satisfaite pour une condition ¢y € Xg alors pour

tout € Xg, V¥ est instable.

Théoréme 2.2.7 Supposons que 'hypothése (Hs) est satisfaite pour une donnée initiale g
dans Xg, i.e. NPo ne converge pas vers 0 quand t tend vers +oo. Alors, pour tout ¢ € Xy,

N¥ est instable.

Preuve. Si I'hypothése (II5) est vérifiée, alors il existe € > 0 et une suite (0 )nen = 7 telle

que lir_E On = +o00 et [N (o,,.)|,, > €, pour tout n € N.
=100
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Démontrons le théoréme par I'absurde.

Supposons qu'il existe ¢ € Xg tel que N¥ est stable. Alors, il existe é > 0 telle que
lo — | < & implique [N*(t,.) — N¥(¢, )‘ < g, pour tout t > T et tout i € X.
oQ

Soit mg € (0,g(1)). Nous choisissons b; € (mg,w({—7)) comme dans le théoréme 2.2.2 et
w1 € Xo tels que
Qpl(tsm) =0, sur [O:ﬂ X [Ovbll »

et

ley —ll < &8 tel que |N¥1(t,.}) — N?(t,.)| < g, pour tout ¢t > 7.

Nous choisissons ensuite by € (0,g(1)) comme dans le théoréme 2.2.2, et ¢y € Xy tel que
(PZ(tam) = WO(t’m) sur [OaT] X [0=b2] ?

et

loo —@ll <& tel que |[N¥2(t,.) — N¥(t,.)|, < g, pour tout t > 7.

Par le théoréme 2.2.2, il existe ; et %2 tels que
N®L(t,m) =0, pourt>1 et N°2(t,m) = N (t,m), pourt>%.

Ainsi, si £ > max(t;,t2) alors
€
Pt . —
N9l < 5,
et
|N‘P0(t, ) - N‘P(t’ )Ioo < %

Donc, pour tout ¢ > max(ty, f3)

IN¥0(F, )loo S IN#0(E, ) = NP(E, )| + [NVP(E, oo < e
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Cette inégalité est vérifitée pour tout ¢ > max(ts,%3). Done, en particulier pour une suite

{(0n)nen telle que 111}_1 on = +00. Nous aboutissons alors 4 une contradiction. O
N—T00

83



84



Chapitre 3

Cas du retard non constant et de

division égale

3.1 Cas linéaire

3.1.1 Imtroduction

Nous supposons dans ce chapitre que la durée de la phase de prolifération 7(.) varie en
fonction de la maturité m de chaque cellule lors de leur entrée dans la phase de prolifération.
Cette hypothése a été émise pour la premiére fois par Mitchison en 1971 [85] et elle a
été reprise par John en 1981 [66]. De plus, d’aprés une remarque faite dans I'introduction
générale, nous supposons que les cellules de petite maturité se divisent plus rapidement que
celles qui ont une grande maturité. Pour tenir compte de cette remarque, nous supposons
que 7 : [0,1] — I7,7] est une fonction croissante telle que 0 < 7 =7(0) < 7(1) =T < 00
{voir figure 3-1). L'objectif de ce chapitre est de montrer que 'on obtient des résultats

analogues au cas ol 7 est constant.

3.1.2 Equations du modéle

Dans ce chapitre nous supposons que les vitesses de maturation sont différentes dans les
deux phases. Dans la phase de prolifération les cellules maturent avec la vitesse V(m), et

dans la phase de repos, toutes les cellules maturent avec la vitesse W(m}. Nous supposons
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® 0z 04, 06 08 1

Figure 3-1: Exemple de fonction 7

aussi que V ot W satisfont lcs propri¢tés suivantes:

V, W e Cl[0,1), V(0) = W(0) =0, V(1) = W(1) = 0, et pour tout m € (0,1), V(m),
"Jo Vi) Jo Wiz m V{(s) " Jm W(s) '

Nous rappelons que la densité de cellules dans la phase de prolifération est notée p(t, m,a).

I’équation de conservation décrivant cette phase est

g—? + g—i + oVim)p) (Z(T?)p) = —~y(m)p. (3.1)

La densité de cellules dans la phase de repos est notée n(t, m, a). L’équation de conservation

décrivant cette phase est

on  On O (W(m)n)
a5 + B + om (6(m) + B(m)) n. (3.2)

Nous notons

o0
N{t,m)= f n(t, m, a)da,
0
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le nombre total des cellules de méme maturité au repos.
Nous supposons que ce nombre N (¢,m) détermine le passage des cellules dans la phase de

prolifération avec un taux §. Cette hypothase se traduit par la condition au bord
oo
p(t,m,0) = / B(m)n(t, m, a)da = B(m)N(t, m). (3.3)
0

Nous considérons maintenant une cellule quelconque dans la phase de prolifération de co-
ordonnées (t,z,a), i.e. & l'instant ¢, de maturité m et d’dge a. Supposons que z( soit sa

maturité initiale, i.e. & I’age 0. Nous avons alors

<z et a f " ds
0= = 7y
20 V(9)
Nous rappelons d’une part qu’une cellule entrant dans la phase de prolifération (i.e. 4 ’age 0)
¥ d
avec une maturation égale & zg se divise 4 ’age 7(zg) et d’autre part que le terme f WS)
8
&g
représente le temps mis par une cellule pour passer de la maturité z¢ & la maturité z. Nous

en déduisons l'inégalité suivante:

T ds
[ v <o

Par conséquent, ’age d’une cohorte de cellules de maturité fixe = dans la phase de prolifé-

. . . * ds ~
ration atteint son maximum en m pour une valeur Zp € (0,1) telle que
5 s
o

; % = (7). (3.4)

T ds
20 V(8)
strictement décroissante de (0,z] & valeurs dans [0, +oc) et 7 est une fonction strictement

Cette valeur g existe et elle est unique puisque xg — est une fonction continue,
croissante de [0, 1] & valeurs dans [7,7] avec 0 < 7 = 7(0) < 7(1) = T < +oo (voir figure 3-2).
Cette valeur T représente la maturité initiale des cellules dans la phase de prolifération qui
se divisent & la maturité z.

La relation entre les deux maturités x et Ty est donnée dans le lemme suivant.
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T
Figure 3-2: Exemple de fonctions g — / s et xo — 7{xo)
a0 V(8)
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Lemme 3.1.1
Zop = O(x), (3.5)

ot © est la fonction définie de [0,1) dans [0,1) par
O(z) = X_l(h(m)e_?): re [01 1):
x est la fonction définie de [0,1) dans [0,1) par

x(z) = h(z)exp(t(z) — 7), = €[0,1), (3.6)

) eXp(_Ll%)’ poure € (0,1),

0, pour z = (.

Preuve. L’équation (3.4} est équivalente &

L+ ) v -6

oo (- . o) oo - 75)

Ce qui peut s’écrire aussi

c'est & dire

h(@o)e™) = h(z),

ou encore

o =x " (Mz)e™") = B(z),

avec y définie par (3.6). Nous pouvons remarquer que la fonction x est continue, strictement
croissante de [0,1) dans {0,1) et satisfait x(0) =0 et il_ﬁ)ml x(z)=1. 0O

Par conséquent I’ge maximum d’une cellule de maturité = dans la phase de prolifération est
7(©(z)). Nous en déduisons que la population totale des cellules de maturité = dans cette

phase est
T(0(=))
P(t,z) =/ p(t,x,a)da. (3.7)
0

89



A la fin de la phase de prolifération une cellule de maturité = se divise en deux cellules de
maturité inférieure que nous notons g(z) comme dans le chapitre 2. Ces deux cellules filles
entrent directement dans la phase de repos.

Nous rappelons que la fonction g : [0,1] — [0,1] est continue et satisfait les propriétés
suivantes: g € C1[0,1), ¢'(z) > 0 avec g(z) < =z, pour = € [0,1]. Il n’est pas inutile de
remarquer que la maturité des cellules filles juste aprés leur division est plus petite que g(1).
Nous définissons maintenant la maturité m des cellules filles juste aprés leur division. Nous
avons alors m < g(1). La maturité de leur mére était z = g~1(m), son 4ge était 7(0(g~1(m)))

et sa maturité au début de la phase de prolifération était © o g=*(m). Nous posons alors
Alm)y=0o0g 1 (m), pourm < g(1). (3.8)
Par conséquent, la deuxiéme condition au bord devient
n(t,m,0) = 2p(t,g~" (m), T(A(m)))(g™")'(m), pour m < g(1). (3.9)

Lemme 3.1.2 Lo fonction A : [0,9(1)] — [0,1] définie par la relation (8.8) est continue,
croissante et satisfait les propriétés suivantes :

A(0) =0, A(g(1)) = B(1) et ©(m) < A(m), pour tout m € {0, g(1)].

Preuve. Soit m € [0,g(1)]. Nous avons g(m) < m et © est croissante. Alors, @(m) <
©o g {m).

De plus, comme A et g sont continues et croissantes, alors A est continue et croissante sur
[0,9(1)]. g(0) = h(0) = 0 implique directement que A(0) = 0 et il est clair que A(g(1)) =
e(1). O

Nous rappelons que les conditions initiales sont

{ p(0,m,a) =T(m,a), pour (m,a) €, (3.10)

n(0,m,a) = Y(m,a), pour (m,a) € [0,1] x [0,+00),

avec £ = {(m,a) € [0,1} x [0,T]:a <7(O(M))}, T € C(Q) et T € C([0,1] x [0,400)) &

support compact.
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3.1.3 Equations pour P et N

Comme dans le chapitre 2, une méthode pour étudier le systéme (3.1)-(3.2) consiste & le
transformer en un systéme & deux variables: temps et maturité en I'intégrant par rapport
a Dége a.

Nous supposons dans tout ce qui suit que la fonction 7 est de classe C! sur [0,1] et que
7'(m) > 0, pour tout m € [0,1].

Nous définissons ’évolution de la maturation dans chacune des deux phases par les fonc-
tions:

752 [0,1) — [0,1), 5 € R solution de I’équation différentielle

i) =V(s), sek,
u(0) =m,

et Ty : [0,1) — [0,1), s € R solution de I'équation différentielle

{ %(s) — W(u(s)), s€R,
u(0) =m.

Nous avons alors wg (m) = m, 75 (0) = 0, w5 (m) € (0,1) pour s € Ret m € (0,1),
et To (m) =m, T, (0) =0, T (m) € (0,1) pour s € Ret m e (0,1).

Nous obtenons la proposition suivante:

Proposition 7 Soient m € [0,g(1)] et t > 0.
+o00
La population totale N(t,m) = f n(t,m,a)da de cellules de maturité m dans la phase
0
de repos satisfait les équations suivantes :

(1) 810 <t < 7(A(m)), alors

0

2 N(tm) + e (W mIN (m) = = [856m) + B Ntm) + iltm), (310)

avec

fi(t,m) = 2(g7" ) (m)é(g™ (m), ) (s 0 g *(m), T(A(m)) — 1), (3.12)

91



et

£ ) = exp {— [ n—stmy + V'tw.-s(m)))ds} | (3.13)
(#) Sit 2 T(A(m)), alors
8Nt 0 5% N(t =—|8 N
2N (tm) + oo (W (m)N (1, m) = — [8(m) + A(m)] N (t,m) 18
+f2(m’N$(t7m))a
Falm, 2) = 2g™ Y m)B(m—ramy 0 9~ (m))elg (m), T(A(m))a, (3.158)
et

Nvl'&(ta m) =N (t - T(A(m))?W—T(A(m)) o g_l(m)) .

T(8(z))

De méme, la population totale P(t,m) = f p(t,m,a}da de cellules de maturité m
0

dans la phase de prolifération sotisfait les éguations suivanies:

(1i4) Si 0 <t < 7(0O(m)), alors

2 Plt,m) + o (V(m)P(tm)) = —1(m)P(t,m) + BN m) + fotm),  (316)

avec

fs(t,m) = —(1 = 7(8(m))®' (m)V (O(m))§ (m, YT (w_¢(m), 7(O(m)) — ).
(iv) Sit > 7(8(m)), alors

Fl 0
%P(t, m) + am (V(m)P(t,m)) = —y(m)P(¢,m) + Bm)N(t,m) (3.17)

+f4(m=N§(t? m))a

ot

falm,z) = —(1 = 7/ (O(m)) O (m)V (m))§(m, T(O(m)B(7 —r(emy (M), (3.18)
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et
N‘r@(t? m)=N (t - T(@(m))zw—f(e(m))(m)) .

Preuve. Nous appliquons la méthode des caractéristiques a 'équation (3.1). En utilisant la
méme démarche que dans la preuve de la Proposition 1, nous obtenons aisément la solution

générale de (3.1):

p(t,m,0) = { p(0,m_¢ (m),a —)¢(m,t), pour0<t<a, (3.19)

p(t —a,m_q(m),0)¢(m,a), poura<t.

ou £(m, t) est définie par (3.13) et peut étre donnée également par l'expression suivante:

. V{r—y(m)) ™ )
&(m,t) == W exp {—[ﬂ_t(m) Wdy}.

De méme, nous montrons que la solution générale de (3.2) est donnée par

t ) n(0,7_¢(m),a ~t){(m,t), pour0<t<a,
n(t,m,a) =
n(t - a, T—a (m) :O)C(ma G), pour g < ¢,

avec

cw%ﬂ:ump{—ﬁﬁﬂ%ﬁUM)+ﬁ@tﬂww)+Wﬂﬁ_4mnﬁw}. (3.20)

D’aprés (3.1}, (3.3), et (3.10) il suit que

p(t,m, 7(B(m))) =

{rw4mnn@wm—ﬂam@, pour 0 < t < 7(6(m)),
BT _p(@myy (MNN (& — 7(8(m)), T_r(o(my) (M))é(m, T(B(m))), pour 7(6(m)) < .
(3.21)

Nous intégrons (3.1) par rapport & I’dge a entre 0 et 7(©(m)) pour obtenir une équation

structurée par la maturité et le temps. D’aprés (3.7), nous obtenons

T(B(m)) 7(@(m))
L %wwmmw=%0m% MWMQ

—7'(8(m) &' (m)V{(7(8(m)))p(t, m, 7(6(m)))-
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Par conséquent,

2 Pt,m) + e (Vm)P(tym)) = —y(m)P(t,m) - p(t,m, 7(6(m))) + p(t, m, 0

+7/(O(m)) @ (m)V (r(©(m)p(t, m, T(O(m))),

= —y(m)P(t,m) — (1 - 7'(8(m))e'(m)
xV{(r(©(m)))p(t,m, 7(68(m}))) + p(t,m, 0).

En considérant (3.21), nous obtenons (3.16) et (3.17) sans difficulté.
En intégrant (3.2) par rapport a ’dge a entre 0 et +o0, il vient

%N(t,m) + Bim (W(m)N{(t,m)) = —[6(m) + B(m)] N{t,m) + n{t,m,0).

Or, d’aprés la deuxiéme condition au bord (3.9) nous obtenons

d

0
SN (Em) + o (Wm)NEm) = = [50m) +Bm)] N, m)

+2p(t, 97" (m), T(A(m))) (g™ (m).

En utilisant (3.21) d’une part, et les conditions (3.3) et (3.10) d’autre part, les équations
(3.11) et (3.14) viennent immédiatement. [

Remarquons que les solutions de (3.11)—(3.14) sont indépendante des solutions de {3.16)-
(3.17), et qu'elles sont des termes forcant de (3.16)-(3.17). Notre objectif est de prouver que
le comportement des solutions dépend seulement des cellules les plus immatures appelées
cellules souches.

Le semi-groupe utilisé dans ce chapitre est identique au semi-groupe du chapitre 2, puisque

Vopérateur A : D{(A) C C'[0,9(1)] — C'[0,9(1)] défini par

D(A) ={ueC[0,g(1)], u est différentiable sur (0,g(1)], v’ € C(0,¢(1)],
i, W (m)u(m) =0 },
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ef
— (m{m} + W (m}}u(m} — W(m)u/'(m), sim € (0,g(1)],

“Au(m) =
= (n(0} + W'(0)) w(0), si m = 0.

{(avec n = & + B3) correspond & ’équation homogeéne de ’équation (3.14). Nous rappelons
que cet opérateur est le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(f)):>0 défini pour ¢ €

C[0,9(1)], m € [0,9(1)] et £ > 0, par

(S(E)) (m) = ¥ (m{m})((m,1),

ol ¢{m,1) est donné par (3.20).
Notons que pour 1 ==~ et la vitesse V' 4 la place de W, nous obtenons sans difficulté une
représentation identique pour la phase de prolifération.

Nous considérons dans le paragraphe qui suit une version intégrée de 1'équation (3.14).

3.1.4 Existence et unicité des solutions

En utilisant la proposition 2, nous obtenons une représentation intégrale des équations
(3.11)-(3.14) et (3.16)-(3.17) en terme de semi-groupe engendré par Popérateur A (voir Cha-
pitre 2). Pour simplifier les notations, nous supposerons dans ce paragraphe que les vitesses
de maturation V et W sont identiques dans les deux phases, et par voie de conséquence,

que Ts(m) = ms(m).

Proposition 8 Des représentations intégrales des solutions des équations (3.11)-(3.14) et
(3.16)-(3.17) sont données explicitement par les éguations suivantes.

(1) Phase de repos:

Pour m € {0,g(1)] et 0 <t < 7(A(m)),

p(t,m) = N(t,m),

+o0 1
= C(m,t)/o T(W—t(m),a)da'l'fo J1(8: T _(Am)) © T——sy(M)){(m, t — s)dss,
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avec ((m,t) défini par (3.20).
Pour m € [0,g(1)] et t > T(A(m)),

N{(t, m)t = @ (T(A{mM)}, T_—r(amyy (M) C(m, t — T(A(m)))
+ /T(A(m)) Fo(m_(4-5)(m), N (s = T(A(M)), Tr(a(my) © 97" 0 F_(3—5)(m)) ){(t — 5,m)ds.
| (3.22)
(i1) Phase de prolifération :
Pourm € [0,g(1)] et 0 <t < 7(8(m)),

Git,m) = P(t,m),
T(O(m)} t
=€) [ Tlram)a)da+ [ Aoy (m)em,t - )ds

+/0 f3 (S: @(ﬂ—-—(tgs) (m)))f(m?t - S)ds':
avec £(m,t) défini par (3.13).
Pour m € [0,g(1)] et t > 7(0(m)),

¢ P{t,m)= ¢ (TEB(mJ),W_(t—r(@(m)))(m)) £(m,t — 7(0(m)))
4 -+ ];g@(m)) ﬁ('ﬂ'-—(t—s) (m))N (S, o (ﬂ-—(t—s) (m))) f(m, t— S)ds

T . oy 71T ()N (3= 7O, © (o) () €, — )ds.
(3.23)

Preuve. La preuve se fait sans difficulté grace a la méthode de variation de la constante.

Proposition 9 Nous supposons que ¢ &€ C{(Q;1) (resp. v € C(Qy)) avec
0 ={(t,m) € [0,7] x [0,9(1)] : < T{A(m}))},

(resp. Q2 = {(t,m) € [0,7] x [0,9(1)] : t < 7(8(m))}). Alors, il existe une solution unigue
N (resp. P) de léquation (3.22) (resp. (3.28)) avec N, P € C ([0,400) x [0,g(1)]) .

Preuve. La preuve est identique & celle de la proposition 3 du chapitre 2.
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Nous supposons dans la suite de ce chapitre que

l' g_l(m) ds
) /m Vi) ) ST

g7t (m) gg

fam)> [ g

Cette dernidre inégalité décrit le fait que les cellules ont assez de temps dans la phase de

et que

pour tout m € (0, g(1)] . (3.24)

prolifération, pour accroitre suffisamment leur maturité.

Lemme 3.1.3 Si la condition (3.24) est satisfaite, alors pour tout m € (0, g(1)]
T_r(a(my) © 9 (M) < m.

Notons A(m) == T_r(a(m)) © 9 (m), pour m € [0,9(1)]. La fonction A est continue,
croissante et satisfait A(0) = 0, A(g(1)) = ©(1) et A{m) <m sim e (0,9(1)].

Preuve du lemme. D’aprés la condition (3.24), il vient

exp(—T{A{m))) < %

Donc

h(gH{m)e "B < hm).

Ce qui est équivalent a

B (g™ (m))e ™A <,

D'ott le résultat. O
Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que la fonction g est de classe Clenlet

que ¢'(1) > 0. Remarquons aussi que 0 < ©(1) < g(1). Nous considérons alors la fonction
A [0,9(1)] — [0, g(1)] définie par,

A-(m), sime0,0(1)],
A(m) =
{ am+p, sim e [©(1),g(1)],
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ol m — am -+ p est la fonction affine passant par les point de coordonnées (8(1),g(1))
et dont le coefficient directeur o = (&ﬁl), (©(1)) > 0. Remarquons que A est croissante,
continttment différentiable sur (0, g(1)] et satisfait les propriétés A(0) = 0 et A(m) < m pour
tout € (0,0(1)]. Soit b € |0, mg[ fixé. Nous définissons la suite (by)n>0 définie par

bn+1 = A(bn),

(3.25)
by = b.

Notons que la suite (b,),cy est croissante.Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.1.4 Il existe N € N tel que by < O(1) < by et nous avons alors by =
ab, + p, pour tout n > N + 1.

Preuve. Puisque la fonction A est une fonction croissante et que d’aprés le lemme 3.1.3
nous avons A~1(m) > m, pour tout m € (0,mg], le résultat est immédiat.

Nous présentons maintenant un résultat similaire an Théoréme (2.1.8) présenté dans le
chapitre 2. Ce résultat est important dans le sens ot il met en évidence le lien étroit entre
le comportement de la population des cellules dans la phase de repos et celui des cellules de

"petite maturité” ou cellules souches.

Théoréme 3.1.5 Supposons que N1(t,m) et N?(t,m) sont solutions de I’équation (3.22)
de conditions initiales respectives 1, pa € C{Q1). Supposons qu’il ewiste b € (0,9(1)) tel
que @' (t,m) = @*(t,m), pour (t,m) € & avec

Q8 = {(t,m) € [0,7] x [0,] : t < T(A(m))}.
Alors il existe T > T tel que N1(t,m) = N2(t,m), pour tout m € [0,g(1)] et t > 1.
Preuve. Les solutions de (3.22) peuvent &tre reformulées comme suit

N(tv m)': N (S + T(A(m))aﬂ—(t—s-—T(A(m)))(mD) C(ms t—s5— T(A(m)))

t
+ / Falm_g—oy(m), N (0 = T(A(M)), T_riapmy) 0 9 0 T_z—ay(m)) )¢ (m, t — 0)do,
J s+T{A(m))
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pour m € [0,9(1})], s > O et ¢ > s+ 7(A(m)). Prouvons d’abord par récurrence que
NY(t,m) = N2(t,m), pour m € [0,b] et ¢t > 0. Nous avons

(Pl (tv m) = 902(171 m):- pour (t':m) € Ql{

Montrons que

NY(t,m) = N%(t,m), pour tout m € [0,b] et t > 0.

Soient m € [0,8] et t > 7(A(m)), alors nous avons

T—p—r(a(m) (M) < m < b.

Donc,

@b (T(A(M)), T_s—r(am)) (M)} = & (T{A(M)), T_—r(a(m)) (M) -

Supposons que £ € [T(A(m)), 2r(A(m))] et o € [T(A(m)),t]. Alors o—7(A(m)) € [0, 7({A(m))].

Or g™ ! est croissante et w_q_qy{m) < m. Donc

T_r(A(m)) © g le T_(1—q) (M) < Z\(m)
D’aprés le lemme 3.1.3, nous en déduisons que

T—r(A(m)) © g lo T (t—a) (m) <m <b.
Par conséquent,

N (o — 7(A(M)), T—r(aGmy) © 9" © T—(t—oy(m))

= N*{(o —1(AM)), T —r(a(m)) 09+ © T_(—y(m)) .
D’aprés (3.22), nous obtenons 1’égalité

N(t,m) = N%(t,m), pour tout m € [0,b] et t € [0,27(A(m))].
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De proche en proche, nous en déduisons que
Ni(t,m) = N?(t,m), pour tout m € [0,b] et ¢ > 0.

Remarquons maintenant que

pour m > Q.

/‘gﬁl(m) ds _ nh(g_l(m))
Jrm V{(s) h(m)

Considérons la suite {(bn)n>0 définie par (3.25). Soit la suite (4,)nen définie par

to=0, et thpp=t,+1In {%%i—)ll] + 7(A(bp+1)) pour m € (0,g(1)). (3.26)

Alors,
_ 1 | A (B)
o =10 [ h(b)

Nous rappelons que la suite (by,), oy €st croissante. Alors, (£,)ncn est aussi croissante. Nous

] + iT(A(bi)). (3.27)

prouvons par récurrence le résultat suivant
(H,): N(t,m)= N*t,m), pourm € [0,b,] ett>t,.

- ‘Tout d’abord, (Hy) est vraie.
- Supposons que (H,,) est vraie pour n € N.

Soient m.€ [0,bn11] et ¢ > tpi1. Nous avons alors
t > tn +7(A(m)), car d’apres (3.26),

tntt 2 b+ T(A(bn41)) 2 tn + T(A(m)).
Soit ¢ = 1, 2. Nous posons,
Ni(t,m) = N* (t, + 7(A(m)), T (bt _T(A(m)))(m))) ¢(m,t —tn — T7(A(m)))

+ _/t:_I_T-(A(m)) fZ(']T—(t—O') (m); N ((T — T(A(m)),ﬁ_T(A(m)) fo) g_l [+ ﬂ--‘-(t—d} (m)))C(m’t _ O')dO'.
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D’aprés ce qui précéde,

T—(t—ta—r(aGrm))(m)) = A" (h(m)e™ (-t (A0
< h1 (h(m)e_(t“t“'_"T(A(b'n+1))}) i

D'autre part, nous avons

ds

bﬂ+1
[ =tn+/ —— + 7(A(by, .
+1 b, V(S) ( ( +1))

Nous en déduisons que
p—(t—ta—r(Albus N} < 1t {bn)

T h(bp1)
Ainsi,
T (i—ta—r(A@m) (M) <HT h(m)hh(‘t’f:i)l)g’
<h! h(bn+1)hh(£:j_l) = bn.
Alors,

N (tn + T(A(M)), T (1—ty—r(a(my)) (M) =
N2 (tn + T(AM)), Tt —r(A@m) (M) -

D’autre part, pour ¢, + T(A(m)} < ¢ < t, nous avons
Tor(A@m)) 09 0 T_p-o) (M) S T_rapmy 09 (M),

<7 _r(a@m) © 9 (bnt1)
= Abpi1) = bn.

Ainsi,
Nz iaem) (@ r(am)) © 97" 0 T—e-a) (M) = Nia gy (73 Tr(agm) 097" © 1) () -
Par conséquent,

NY(t,m) = N%(t,m), pourm € [0,bnr1] et t > t,4;.
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De plus d’aprés le lemme 3.1.4, il n’est pas difficile de vérifier qu’il existe M € N tel que

by < g(1) < bary1-

Dot
Ni(t,m) = Na{t,m), pour m €{0,9(1)] et ¢t > =tpr41,

h(bars1)

o[+ 2 maE).

i[ M41
i=1

avec thr41 = In [

3.2 C(Cas non-linéaire

3.2.1 Introduction

Nous considérons ici le modéle ot le retard 7 est dépendant de la maturité et § = S(IV).
Mis & part cette derniére hypothese, tout le reste du modele étudié ci-dessus reste inchangé.
Cependant, et pour plus de clarté, nous reformulons briévement le systéme (3.1)-(3.2). Nous
rappelons que le temps de la division 7 : [0, 1] — [z, 7] est une fonction croissante et satisfait

les propriétés 0 <7 = 7(0) < 7(1) =7 < 400 (voir figure 3-1).

3.2.2 Equations du modéle

Comme dans ce qui précéde, nous supposons que les vitesses de maturation sont différentes
dans les deux phases, i.e. dans la phase de prolifération, toutes les cellules maturent avec la
méme vitesse V(im), et dans la phase de repos, toutes les cellules maturent avec la vitesse
W{m). Nous supposons aussi que V' et W satisfont les propriétés suivantes:

V,W e CH[0,1), V{0) = W(0) =0, V(1) = W(1) = 0, pour m € (0,1), V(m) et W(m) > 0,
[T oo et /1———ds < 400 flm—-—ds < 400
o Vi{z) Jo W(z) Jm V(8) 'S W(s) '
Nous rappelons que p(t,m,a) (resp. n(f,m,a)) est la densité des cellules dans la phase de
prolifération (resp. phase de repos).

Les équations de conservation décrivant les deux phases sont

st an = Vmp, - (32

102



et
on 4 on n HW(m)n) _

ot fa om — (6(m} + B(m, N(t,m})) n,

avec

+o0
N(t,m) = f n(t, m, a)da.
0

Le flux cellulaire entre les deux phases est donné par les deux équations suivantes:

00
p(t,m,0) = /0 B(m, N(¢t,m))n(t,m, a)da = B(m, N (t,m))N(t,m),

et
n(t,m,0) = 2p(t, g~ (m), 7(A(m))) (™) (m), pour tout m < g(1),

avec les mémes notations que dans le cas linéaire, 4 savoir,
©(z) = x ' (h(z)e™™), pour tout = € [0,1),
ol
x(z) = h(z) exp(T(x) — T), pour tout = € [0, 1},

et

Mz)=4 F (" [: %) , pourz e (0,1),

Q, pour z = 0.

et la fonction A est définie par

A(m) = @ o g7 Y(m), pour m < g(1),

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

La fonction y est continue, strictement croissante de [0,1) dans [0,1) et satisfait x{0) = 0

et il—% x(z) =1.

La fonction g : [0,1] — [0,1] est continue, g € C*[0,1), ¢'(z) > 0 avec g(z) < x, pour

x € (0,1] et 1a maturité des cellules filles juste aprés leur division est plus petite que g(1).

Tl n’est pas inutile de rappeler que dans la phase de prolifération I’dge maximum d’une cellule
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de maturité x est 7(©(x)). Par conséquent, la population totale des cellules de maturité =

dans cette phase est

m(&(z))
P(t,x) =/ p(t, x,a)da. (3.33)
0

Nous rappelons également que si m est la maturité des cellules filles juste aprés leur division,
la maturité de leur mére était x = g~ 1(m), son Age était 7{©(g1(m))) et sa maturité au
début de la phase de prolifération était @ o g~1(m).
Les conditions initiales sont
0,m,a) =T'(m,a), our (m,a) € £,

p(0,m, @) = Tm,a),  pour (m,a) a4

n(0,m,a) = T(m,a), pour (m,a) € [0,1] x [0,+00),
avec §8 = {(m,a) €[0,1] x [0,7] ;e < 7(©(m))}, T € (), et T € C([0,1] x [0, +00)) &

support compact.

3.2.3 Equations pour P et N

Comme dans le chapitre 2, une méthode pour étudier le systéme (3.28)-(3.29), consiste a
transformer ce systéme d’équations aux dérivées partielles avec trois variables: le temps, la
maturité et 'age en un systéme avec deux variables: le temps et la maturité, en intégrant
par rapport 4 Page a. Nous supposons dans ce qui suit que la fonction 7 est de classe C*
sur [0,1] et que 7/(m) > 0 pour tout m € [0,1].

Nous définissons les deux variations de la maturation par rapport au temps suivant les
différentes vitesses de maturation V et W par les fonctions:

s : [0,1) — [0,1), s € R est solution de ’équation différentielle,

j—q:(s) =V{(u(s)), s€eR,
w(0) =m,

et Ts:[0,1) — [0,1), s € R est solution de I'équation différentielle,

L) =Wuls), seR,
uw(0) =m,
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avec mo (m) = m, 75 (0) = 0, m,(m) € (0,1) pour s € R et m € (0,1) et Tp(m) = m,
7s(0) =0, s (m) € (0,1) pour s € Ret m e (0,1).

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Proposition 10 Soient m € [0,9(1)] et ¢ > 0.
“+co
La population totale, N(t,m) = f n(t,m,a)de, des cellules de maturité m dans la phase
0

de repos salisfail les équations & retard suivantes:

(1) 850 <t < 7(A(m)), alors

2Nt m) + (W m)N(t,m)) = ~ [5(m) + Bm, N(t;m)| N(t,m) + fut, ), (3.35)
avec
Ji(t,m) = 2(g™ 1Y (m)€(g™ (m), )T (w0 g~ (m), T(A(m)) — t), (3.36)
et \
&(m, 1) = exp {—fo y(m_s(m)) + V’(w_s(m))ds} . (3.37)
(i1) Sit > 7(A(m)), alors
0 Nt 4 (W (m)N () = — ) + B, N (6, m)] N, m)+alom, N2 (2,67 (m)),
(3.38)
folm, ) = 2g™) (m)e(™ (), (A () 500
ﬁ(ﬂ'—T(A(m)) o g“l(m),m)m,
et

N’rA(ta m) = N(t - T(A(m))s T—r{Am) (m))

T{(©(x))

De méme la population totale, P(t,m) = f p(t,m,a)da, des cellules de maturité m
0

dans la phase de prolifération satisfait les équations sutvantes:

(#1) i 0.< t < 7(6(m)), alors

0

EP(t;m)-Faim(V(m)P(t:m)) = —y(m)P(t,m)+B(m, N(t,m))N (¢, m) + fa(t,m), (3.40)
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falt,m) = —(1 = 7/(8(m))&'(M)V (r(O(m)) )¢ (m, )T (w_+(m), T(O(m)) — 1).

(iv) Sit > 7(©(m)), alors

bl o,
ot (&) + o (V(m)P(t,m)) = —y(m)P(t,m) -+ 6(m, N (¢, m))N(t,m) (3.41)
+fa(m, N2 (t,m)),
fa(m,z) = —(1 — 7' (©(m))' (m)V (7(0(m))) x (3.12)
E(m, T(O(m))B(T_r(o(my)(m), ©),
et

N’?(tam) = N(t - T(G(m))ﬂw—r(e)(m))(m))‘

Preuve. La démonstration se fait de fagon identique a celle du cas linéaire (premier para-

graphe). [l
3.2.4 [Existence et unicité
Nous avons vu dans le chapitre précédent que lopérateur A : D(A} € C[0,9(1)] —

C[0, g(1)] défini par

D(A) ={ue C[0,9(1)], w est différentiable sur (0,g(1)], v’ € C(0,9(1)],
T, W(mu/(m) =0 },

Amﬂﬂ{wwm+wwmwm—wmwmxame@mm,
—(6(0) + W'(©))u(0), sim =0,
est le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t)):>0 défini pour ¥ € C'[0,g(1)], m &€
[0,g(1)] et t > 0, par
(S@W)m) = P(r_slm))<(m,2),
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ol ¢(m,t) est donné par

o(,0) = xp { = | [/ Gtr—som) + W] b (3.43

En utilisant le résultat de la proposition 2 nous obtenons une représentation de la version
intégrée de I’équations (3.38). Pour plus de simplicité dans les notations, nous considérons
jusqu’a la fin de ce chapitre que la vitesse de maturation est identique dans les deux phases,

ie. V=W,

Proposition 11 La version intégrée de (3.29) est Uéquation :

[ N(t,m) = o(r(Am)), 7 1r(atmy) (7))s(m, £ — T(A(m)))

-/ 7 = VT VBT, N(0s07 0N (a1

+ / gy ST VB () N o™ 0y (),

pour t > 7(A(m)}), et N(t,m) = (t,m), pour t € [0,7(A(m)})] et m € [0,g(1}].

Preuve. La preuve se fait sans difficulté grace a la méthode de variation de la constante. O
Nous faisons ’hypothése suivante:

(H;) Tl existe une fonction & : [0, g(1)] — R*, continue telle que
|z18(m, z1) — z28(m, 22} < k(m) |z1 — 22|, m € [0,9(1)], z1,22 € R. (3.45)

Nous posons

Q= {(t,m) € [0,7] x [0,9(1)] : t < 7(A(m))} .

Proposition 12 (Existence et unicité) Sous Uhypothése (Hi), Uégquation (3.44) de condi-
tion initiale

¢ € C(fh),
admet une unique solution N¥ € C ([0, +o0] x [0,¢(1)]).

Preuve. La preuve est similaire & celle de la Proposition 5 du chapitre 2. Pour éviter les

répétitions nous ne la démontrons pas ici et nous référons le lecteur au chapitre 2. O
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Comme dans le cas linéaire, le lernme 3.1.3 et le théoréme 3.1.5 sont vérifiés.

3.2.5 Invariance et comportement asymptotique

Si0<b<g(l)et peCQh)on
8 ={¢t,m) €[0,7] x [0,0) : t < T(A(m))},

nous posons

lell, = sup |p{t,m).
(t,m)e

En reprenant les hypothéses (Hy) et (Hs) du chapitre 2 (Cas non linéaire), nous obtenons

la. proposition suivante.

Proposition 13 Soientb € (0,9(1)] et p > 0. Supposons que les conditions (H; )-(Hgz) sont
satisfaites. Soit N?(t,m) la solution de l’équation (3.44) de condition initiale ¢ € C(Q3).

Supposons que

lelly < o-
Alors, nous avons l'invariance suivante
IN?(t,.), == sup [N?(t,m)| <p, pourtoutt=>T. (3.46)
me[0,b

Preuve. La preuve est identique a celle du théoréme 13 du chapitre 2.
De méme, nous énongons sans les démontrer les deux résultats suivants sur le comportement
asymptotique des solutions. Ces résultats sont similaires aux théorémes 2.2.5 et 2.2.6 du

chapitre 2.

Théoréme 3.2.1 Supposons que les conditions (Hy), (Hy) et (H3) du chapitre 2 sont

satisfaites. Il existe § assez petit tel que pour toute condition initiale ¢ € C(h) vérifiant

il < 6.
La solution N¥ de Uéquation (8.44) satisfait, alors, ltlifl_n N¥¢(t,.} = 0 exponentiellement.
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Théoréme 3.2.2 Supposons que les conditions (Hy), (Hy), (H3) et (Hy) du chapitre 2
sont satisfaites. Alors, pour toute condition initiale ¢ € C([0,7] x [0,g(1)]), la solution N¥

de Véquation (5.44) satisfait, . IiE N¥(t,.) =0 exponentiellement.
— 00

3.2.6 Instabilité

Nous notons N¥ la solution de {3.44) avec la donnée initiale .

Nous rappelons que N¥ est stable si pour un & donné, il existe § > 0 tel que
si |lp — 9| < p alors ‘N‘P(t, ) — N*(t, .)‘ < & pour tout £,
o0

Nous disons que N¥ est instable si elle n’est pas stable.
L’hypothése suivante est trés importante pour prouver Pinstabilité.
(Hs) Il existe une solution qui ne converge pas vers 0 quand £ — 4o0.

Nous rappelons que @ = {(t,m) € [0,7] x [0,g(1)] : ¢ < T(A(m))}, et notons

X = C(),
Xo= {peX, ¢t0)=0, pourt & [0,7]}.

Nous prouvons que si ’hypothése (Hs) est satisfaite pour un ¢ € X alors pour tout ¢ € Xg,
N¥ est instable.

Théoréme 3.2.3 Supposons gque Uhypothése (Hs) est satisfaite pour une donnée dans X,
i.e. sil existe py € Xo telle que N¥ ne converge pas vers 0, quand t tend vers +oo. Alors,

pour tout w & X, N¥ est instable.

Preuve. La preuve est identique 4 la démonstration du théoréme 2.2.7.
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Chapitre 4

Cas du retard constant et de

division inégale

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier le modéle de population cellulaire introduit dans les
chapitres antérieurs, dans le cas ol la division est inégale et le coefficient 5 dépendant de la

maturité m et de la population totale
. 1
N@:/lﬂmmmm
0

avec

—+0o0
N(t,m)= f n(t, m,a) da,
0

dans la phase de repos.
Nous supposons que la fonction 3 dépend de m et du nombre total N de cellules dans
la phase de repos et qu’elle est croissante en fonction de N.

Les équations de conservation sont

= —(6+8)n (4.1)
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et
o 13 HV
op  op  0Vp) _

ot Toa T am P (4.2)

avec les conditions initiales
n(0,m,a) = L(m,a), pour (m,a)€ (0,1) x [0,+00) (4.3)

p(0,m,a) =T(m,a), pour (m,a) € (0,1) x [0,7],

ol I' est supposée continue.
et
lim YT(m,a)=0. (4.4)

a—r+o0
Nous supposons que Y et § sont des fonctions continues.
Les cellules des deux types (au repos et proliférantes} maturent & une vitesse V(m). Nous
supposons que V' : [0,1] — [0,00) est une fonction continfiment différentiable telle que

V(m) > 0 pour tout m € (0,1), et V{0) = V(1} = 0.

4.1.1 Conditions au bord

La premiére condition au bord décrit le fait qu’une mére peut se diviser a la fin de la phase

de prolifération d'une fagon inégale

1
n(t,m, 0) = 2 /0 plt,z, 7Yk, m) dx, (4.5)

avec m représentant la, maturité des cellules filles 4 'age @ = 0 et x la maturité de la
cellule mere au point de division. La fonction m — k(z,m) donne la densité de maturité
d'une cellule fille en sachant que la mére posséde la maturité z. La fonction % est positive,

continue et satisfait

1
/ k(z,m)dm =1, pour tout z € (0,1). (4.6)
0
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De plus, nous supposons qu'il existe &1 et kg avec 0 < K1 < Kg < 1, tels que
k(z,m) =0, pour m < K1z ou Koz < m. (4.7)

Ceci signifie que la maturité d’une cellule fille ne peut &tre ni trop petite, ni trop grande.

La seconde condition.au berd

+-co
p(t, m, O) = A B(N_(t)a m)n(t7 nt, a’) da = ﬁ(ﬁ(t), m)N(t? m)? (4'8)

représente le flux de la population depuis le compartiment de repos vers le compartiment
de prolifération.
4.1.2 Equations pour N et P

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de [80] que nous utiliserons plus tard.

Tout d’abord, nous définissons le flot m, (m) de la maturité solution de ’équation différen-

tielle,
91 0%) _ v (r, (m)), (19)
ds
de condition initiale
o (M) = m.

Nous notons

P(t,m) = ]OTp(t, m,a) da.

Nous prouvons alors le résultat suivant.

Proposition 14 Les fonctions N et P vérifient le systéme d’équations suivant

%—Jf + ?(gnv) = — (§(m) + B(N,m)) N+
2/ T{m_t (z) , 7 — O)plz, 7)k(z, m) de, pour 0 <t < T,

01
2 [ (e~ 1), nors) Nt 7,7 (@))p(e, k(e m) e, pour T <t,
’ (4.10)
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et

oP o(VP —
i —("8—7;7,“)“ = —y(m)P + B(N,m)N—
Plm_¢{m), 7 —p(m, ), pour 0 <t <7, (4.11)

Nt =77 (m)BE(t = 7,7 (m))p(m,7),  pour 7 <.

Preuve. La méthode est identique & la preuve de la Proposition 1 donnée dans le Chapitre

2.0

Lemme 4.1.1 La fonction @ définie par

otm,@) =exp { = [ (V" (rumalm) + 7 (a0 s .

peut §’écrire aussi

V(r_a(m)) f ™)
m,n) = ———r——="exp{ — —=dy ;. 4.12
P =y TP\ S V)Y 12
Preuve du lemme. Par changement de variable, en posant y = m,_,(m), il vient % =
i)
5y (Femalm)) =V (x-a(m).
De plus, nous remarquons que
9 _ Vir(m))
- (ms(m)) = Vim) (4.13)
En effet, si nous posons u(t,m) = m(m),
d a
= o (m(m) =V (m(m))
Deonc,
a /o _ 0 o g
2 (5 D) = 5V () = V' () 5, ()
et ainsi

5 (35 () = V() g ().
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a 0 o
Posons z(t,y) = a—y(m(y)) et remarquons que z(0,y) = a—y(WO(y)) = 6_3 = 1. Nous

obtenons alors

2 (b)) = V' (mls) =(19),

et donc

S (x(t,9)) = V' (m(y)

Cecl nous améne a

t
ln(:(69) = [ V' (mw)ds+1n 2(0,9)).
Nous procédons 8 un changement de variables, en posant x = 74(y), et donc

m(y) VI (g
In(s(t,v) = [ ‘{,T(m)’dm,

=InV{(m(y)) -V (y)
. Vim()
Vi
D’on Vexpression (4.13).

Par conséquent la fonction ¢ peut s’écrire

p(m,a) = exp _f:“ (m) (% * %) dy}}

m
=expq — [V @), () e () %dy} ,
d’ott le résultat. [

Observons que les solutions de 'équation (4.11) dépendent des solutions de 1'équation
(4.10). De plus, en connaissant le comportement asymptotique des solutions de 1'équation
(4.10), il est aisé de prévoir le comportement des solutions de I’équation (4.11). C’est la raison
pour laquelle nous  concentrons notre étude sur  Péquation  (4.10).

En utilisant une méthode similaire 4 la section 3 de [80], nous pouvons prouver la pro-

position sulvante.

Proposition 15 Nous supposons que §, 3, V', v, ' et N(0,m) sont bornées et continues.

Alors, (4.10) posséde une solution unique.
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Preuve. Nous pouvons écrire (4.10) sous la forme

ON ON —_
Zf D{m_y (), t — TY(z, T)k(x, m) dz, pour 0 <t <7,
0

2 fl BIN(t = 1), 7 —r (2))N( — 7,7 (2))p(z, T)k(2, m)dz, pour T < *,
0
(4.14)

G(m,T) = — (6(m) + B(E, m) + V'(m)) .

Nous résolvons 1'équation (4.14) par la méthode de pas, tout d’abord pour ¢ € [0, 7], puis
successivement pour t € [1,27], t € [27,37] ...

Pour t € [0,7], 'équation (4.14) est de la forme

0 ON —
a_j: + V(m)z— = Gim,N)N + f(t,m), (4.15)

ol f est une fonction continue bornée. Pour déterminer N, nous résolvons 1’équation le long

des caractéristiques. Nous posons

g(s) = N(s,75 (m)}-

Donc

g'(s) = G(ms (m), N(s))g(s) + f(s,ms (m)).

La résolution de cette équation différentielle nous donne

IN(t, m) = /Ot flrymr—s (m)) exp (/: G(ms—s (M) ,J_\T(s))ds) dr +
3
N(0,7_s (m)) exp ( / st (m) ,N(s))ds) .

Soit P : C[0,7] — C[0,7] Vopérateur défini par

PN() = /0 1 fo ey (m)) exp ( f e (m),W(s))ds) drdm +
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f01 N(0,m_¢ (m)) exp (f G(m ey (m) ,N(S))ds) dm.

Soient, L1, Lg, L, et Ly des constantes telles que {G(m, z)| < Ly, [f(t,m)| < Lq, [N(0,m)} <

Lset < L4 pour tout m,x et £,

i)
a—wG(m,m)

Montrons d’abord que l’opérateur est contractant dans I'espace de Banach C'[0,7] avec la
norme || F| = max e |F(t)|, o A > 0 est une constante.
SEST

Par définition de la norme, nous avons
|Fy(s) — Fa(s)| < e*||Fy — F3|, pour s € [0,7].
11 suit alors que, pour tout r € [0,7],

3

exp ( / et (m) B (s))ds) — exp ( /  Glras (m) ,Fg(s))ds)

eL1 (t—7r)

A

¥

t £
/ Glrs_s (m) , Fi(s))ds — f Gros (m), Fy(s))ds

+
< elm f Lo |Fi(s) — Fa(s)|ds,

A

t
eLlT/ Lye*® | Fy — Pyl ds,
r

< AlLelTN R — By
Ceci implique donc
BF1(t) — PFa(t)] < A Lae"7eM (Lo7 + Ls) |y — P
Par conséquent,
IBF(E) — BF(B)| < X' Lye™ 7 (Lot + L) |1 — Foff .

Si nous choisissons A suffisamment grand, alors la derniére inégalité implique que 'opérateur

13 est une contraction.

D’aprés le théoréme de point fixe de Banach, il suit qu’il existe une unique fonction N telle

que PN = N.
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Ainsi, si N(0,m) est donnée, alors 'équation (4.14) posséde une solution unique N (t,m)
pour t € {0, 7].

Pour t € [7,27], 'équation (4.14) peut encore &tre reformulée par I’équation (4.15), parce
que le membre de droite de (4.14) est déterminé par les valeurs de N pour ¢t < 7. De la
meéme fagon que pour ¢ € [0, 7], nous pouvons prouver Uexistence et 1'unicité des solutions
de (4.14) pour t € [r,27]. Par la méthode de pas, nous pouvons résoudre (4.14) pour tout
t>0.0

4.2 Analyse de 1’équation (4.10)

4.2.1 Opérateur de Markov

Dans la suite, nous considérons le cas ou §, v et 3 sont indépendantes de la maturité m.

Dans ce cas, (4.10} prend la forme

ON 9N V)
ot om

—(6+B8(N)) N +2e VBNt —T1))PN({ —7,m), (4.16)

ot N = N{t,m) et N = N(t).
Soit P l'opérateur défini sur Iespace L*(0,1) par

1
Pf(m) = e”"/o oz, TYk(x, m) f(r_r (x))dz, m € (0,1). (4.17)

Nous vérifions que P est un opérateur de Markov|[72], i.e.

(i) P est un opérateur linéaire sur L(0,1),

(i1} f > 0 implique Pf > 0,

(i) f P fmydm = f ' Fm) dm.

Les conditions (z) et (44) sont évidentes & vérifier. Il reste & prouver (4i%).

Pour calculer / P f(m) dm, nous substituons 7,(y) & z. Comme -y est indépendante de la

maturité nous avons alors

o), ) = e (118)
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Puisque
d _ Vi(r-y)
ayﬂ‘r(y)_ V(y) )

nous obtenons

.ot 1,/ p1
[ Prman =er [ [ ktemyan) fr-.@)ow ) do
0 0. \Jo
1 Vi Y 1
= [ ot D sgyay = [ ) o
Jo V(y) 0
Notons D le sous-ensemble de L! (0,1) contenant toutes les densités, ie. f € Dsi f > 0
1
et / f(z)dx = 1. Alors P est un opérateur de Markov si et seulement si 7 est linéaire et
0

satisfait la condition P(D) C D (voir ’Annexe sur ”les Opérateurs de Markov”).

4.2.2 Equation pour N(t)

Puisque P est un opérateur de Markov, aprés avoir intégré (4.16) par rapport 4 la maturité

m, nous obtenons

N(t) = — (6 -+ B(N)) N(t) + 26" B(N(t —1)N({E—T1). (4.19)
L’équation & retard (4.19) est apparue pour Pétude de modéles décrivant la réplication
cellulaire sans la maturation dans les articles de Mackey [75], [76], [79]. Les propriétés des
solutions de (4.19) dépendent de la fonction § et des constantes §, v, 7.

Nous supposerons que §'(z) < 0 pour > 0 et que mkrilm B{z) = 0. Cette hypothése
correspond 2 la situation biologique raisonnable dans laquelle le taux d’entrée dans la phase
de prolifération est une fonction décroissante par rapport au nombre total de cellules dans
la phase de repos.

Nous étudions seulement les solutions positives de 1’équation (4.19), et nous prouvons tout
d’abord que les solutions sont bornées. En fait, nous montrons une propriété plus forte dans

la proposition suivante.
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Proposition 16 Il eviste un nombre 1 avec 0 < @ < +oo, tel que pour toule solution

N(t) de (4.19) nous avons
limsup N(¢) < . (4.20)

t— oo

Preuve. Soient ¢ = 2e™"7 et xg une constante positive telle que ¢B(y) < §, pour y > zp et
0
L1 = Cﬁ(é)mﬂ A.].OI'S,

max cB(y)y < 6z, pour z; <. (4.21)
0<y<ew :

Ceci provient du fait que pour y < g, nous avons cB(y)y < ¢B(0)zy < §z1 < dx et pour
Y € [z0,z], nous avons ¢B(y)y < by < dz.
Sott r =limsup N (), alors v < +co.

t—+oo

Supposons en effet le contraire, autrement dit, r = +oo. Alors, il existe un t5 > 7 tel que

N(tp) > N(t) pour N{tg) > z1. Mais alors d’aprés Uinégalité (4.21), il suit que
N'(tg) = — (6 + B(N(to))) N(to) - cB(N(to — V)N (tg — ) < 0.

Ce qui est impossible.

Puisque r < +oo0, il existe une suite t, — +oo telle que N(t,) — 7, W’(tn) — 0, et
N(t, —T) — s quand n — +o00, oll s est une constante telle que s < r. D’aprés {4.21) il
suit que (6 + 3(r)) 7 = cB(s)}s et par conséquent dr < ¢B(s)s. Ce qui, avec I'inégalité (4.21)

implique r < x1. O

Lemme 4.2.1 Le comportement asymptotique des solutions de ({.19) peut éire divisé en
trois types:

(1) Si 6 > (277 — 1) B(0), alors la solution triviale (N = 0) est stable,

(2) 8i 6 < (2¢=7" ~1) B(0), alors il existe une solution stationnaire non-triviale (Ng > 0)
qui est asymptotiqguement stable ,

¢{a)

1
(3) Si l’iné%lité Ej (Zi’r'f —1)8(0), est satzjfaite,_et sii< —- ou si b > sn(re(@) ot
a = 6+ B(No) + Nof (No), b = =277 (B(No) + NoB'(No)) et ¢ la fonction inverse de
la fonction v définie par v{x) = —x cot(zT) pour x € (0, g) , alors il existe des solutions

stationnaires non stables.
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Preuve. Pour la solution du type (1).
Si
8> (267 —1) B(0), (4.22)

alors la solution triviale N = 0 de (4.19) est globalement asymptotiquement stable.

Pour prouver cela, nous construisons une fonction de Lyapunov ([56], Chapitre 5). Soient

o) = (=B,
M@=_LA@@

et la fonction de Lyapunov J : C'[-7,0] -+ R donnée par
0
I#) = 860 + 5 [ @),
J(¢) — J(9)
t H

En posant ¢,(0) = ¢(t+8) pour 8 &€ [—7,0] et £ > 0, et en calculant 7 {(¢) =%in%

il est aisé de vérifier que

F@) = -NH0) + 2 TAGOS(-T)B ((-7)) + XHO) — HB(-1)),
L @) — 2 (=) ()P
_% M2 (§(—7)) — de=277¢X(—7)82 ((~7))] ,
< —2 [(6+ 8((=r))? — de 282 (3(-m))] #(-7),

s—%ﬁ—@€”—ﬂﬂ@&ﬂﬂ&hﬂ-

Puisque 3 est une fonction décroissante, il existe € > 0 tel que

7 (9) < —ed?(—1).

D’aprés cette derniére inégalité, il suit que toute solution converge vers 0.

L’inégalité (4.22) posséde une interprétation biologique simple. Elle est en effet vérifiée quand
les taux de mortalités & et « sont grands, ou bien, les phases sont longues (7 est grand ou
B{0) est petit). Dans les deux cas, le taux de reproduction est plus petit que le taux de

mortalité, et donc la population cellulaire disparait.
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- Pour les solutions du type (2).
Si
§ < (2e777 —1) B(0), (4.23)

alors il existe une solution stationnaire non triviale N = Ny de (4.19), ot Ny satisfait
’équation § = (2e=77 - 1) B({Np).
Vérifions que cette solution est asymptotiquement stable.

Pour cela, nous linéarisons 'équation (4.19) autour de Ny et nous obtenons
N'(t) = — (8 + B(IV0) + Nof (Wo)) N(2) + 2677 (8(H0) + Mo (Vo)) N(t — 7). (4.24)

Soient @ = 6 + B(No) + Nof'(No) et b= —2¢™77 (B(No) + Nof'(No)). De plus, soit v(z) =

0 . .
—x cot(zT) pour x € (O, —) et { la fonction inverse de v. Nous savons que la solution de
T

1
(4.24}) est asymptotiquement stable si et seulement si @ > —-— et —a < b < .—C(a)—m
T 81£§T( (a))
([50], Chapitre 5). La condition —a < b provient immeédiatement de I'inégalité #'(Ng) < 0.
1
Ceci implique que si U'inégalité (4.23)} est satisfaite, nous avons @ > —= et b < ,C&.
T sin(7¢(a))

Par conséquent, N = Ny est une solution asymptotiquement stable de (4.19). De plus,
chaque solution qui converge vers Ng est asymptotiquement convergente, i.e., il existe deux

congbantes L > () et & > () telles que
|N(t) — No| < Le™ .

- Pour les solutions de type (3).
c e . o 1 o
Si Vinégalité (4.23) est satisfaite, a < —— ou b > —,——C(L, alors le comportement asymp-
T sin(t¢{a})

totique des solutions de I’équation (4.19) peut s’avérer compliqué: solutions périodiques,
attracteurs non-triviaux, solution chaotiques. Nous pouvons trouver des méthodes et des
références 4 ces différents cas dans Particle de Walther {125 par exemple. O

Pour faire ’étude de la stabilité globale dans la prochaine section, nous donnons & la fonction
[ une expression qui nous permettra d’obtenir une solution non nulle globalement stable de

(4.19). Nous prouvons alors le lemme suivant.
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Lemme 4.2.2 Si l'inégalité (4.23) est satisfaite, et si 3 est de la forme B(z) = % pour
c+x

z > 0, alors Uégquation (4.19) posséde une solution globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit z(t) = N(t) — Ng. Alors, 'équation (4.19) devient

'(t) = —f(=()) + q(=(t - 7)),

ol
f(@)= (68 (z - Np)) (z+Ng) ~ (6+ 8 (z + Ng)) N,

et
q(z) = 2¢77B(x + No) (z + No) — 277" 8(Ng)No.

Soit F(z) = / fly)dy et considérons la fonction de Lyapunov
it

0

J(®) = 2F(8(0)) + | f(6(6))d0.

J(:) — J()

En posant ¢,(8) = ¢{t-+8) pour & € [—7,0] et £ > 0, et en calculant j (¢) :%in'é "

il est aisé de vérifier que

J(8) = —2f(8(0)) + 27(8(0))q ($(—7)) + F2(6(0)) — F2(4(~7)),
= —[f($(0)) — ¢ ($(=T))]* — f2 (8(—T7)) + ¢ (¢(-7)), (4.25)
< — [£2((0)) = &% ($(=7))] -

Puisque la fonction /3 es strictement décroissante, nous avons f(z) < g(z) pour « € (—Ng, 0)
et f(z) > g(z) pour z > 0. De plus, d’apres la définition de 3, il suit que (f +¢) (0) =0
(f +¢q) (z) > 0 pour z > —Np.

Par conséquent, f2(z) > ¢*(z) pour z # 0 et £ > —Nj.

D’aprés Pinégalité (4.25), il suit que Péquation (4.19) est globalement asymptotiquernent
stable sur I’ensemble des solutions positives. O

Cette méthode, combinée avec l'inégalité (4.20) peut étre utilisée pour prouver la stabilité

aymptotique globale pour une classe assez grande de fonctions 3, chaque cas demandant un
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traitement spécifique.
Supposons pour le paragraphe et la section suivants, que les solutions de Péquation (4.19)

possédent la propriété du lemme (4.2.2).

4.2.3 Forme linéaire de I’équation (4.10)

Soit
_ N{t,m)
M(t,m) = OR (4.26)
1
Alors, | M(t,m)dm = 1.
ors A‘ (t,m)dm
Lemme 4.2.3 L’équation (4.19) devient
oM O(VM
5 —%*;;—)- =c{t) [-M(t,m) + PM(t - T,m)], (4.27)
avec . .
o(t) = 277 N(t —T)B(N(t — 7)) (4.28)

N() ’
et lopérateur P est défini par (4.17).

Preuve. Avec le changement de variable (4.26), nous avons N(t,m) = N(t)M({t,m) et
Péquation (4.10) s’écrit

2 WMt m) + F@) o (VM m) = — (6 -+ BE)) F(OM(m)

1
+28(N(t — 7)) ]0 Nt — )Mt = 7, 7_r (2))p(, P(, m) da.
Autrement dit,

N () M(t,m) -+ W(t)%M(t, m) + N‘(t)% (V{m)M(t,m)) = — (6 + B(N)) NE)M(t,m)

1 .
+2B(N(t - )N (t - 7) /0 M(t — 1,7 (2))o(z, 7)k(z, m) do.
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En divisant par N(t) qui est strictement positive, et en utilisant ’équation (4.19) nous

obtenons .
lé] N(it-1)

at ) N(t)
X [/0 Mt —71,7_; (z))p(z, T)k(x,m}dr — e " M(t, m)] :

M (t,m) + o (V (m) b, m)) = 28 (2 — 7))

Dot le résultat, O

D’aprés sa définition, nous avons M (¢, ) € D pour tout ¢. Nous étudions donc les solutions
de I’équation normalisée (4.27) sur 'ensemble D.

Notre but est de prouver un théoréme concernant la stabilité asymptotique de ’équation
(4.27). Les propriétés de cette équation dépendent de la fonction ¢. D’aprés notre hypothase,
N(t) converge vers Ny > 0 exponentiellement. Donc, la fonction c(t) converge vers une

constante ¢y > 0 et satisfait

fo ” o(t) — co dt < 0o (4.29)

Nous comparons alors les solutions de (4.27) avec les sclutions de I’équation linéaire suivante

88_1; + W = —cF(t,m) + cPF(t — T,m}, (4.30)

ou ¢ est une constante.

Proposition 17 Soient M et F solutions de (4.27) et (4.80), respectivement. Supposons
que M(t,m) = F(t,m) et M(t,") € D pourt & [ty — 7,t0]. Alors,

/1 |M(t,m) — F{t,m)|dm < ft 2|e(s) —e|lds, pourt > . (4.31)
0

to

Preuve. Soit Z(t,m) = M(t,m) — F(t,m) et e(t) = ¢(t) — ¢. Nous soustrayons ’équation

(4.30) de I’équation (4.27). Puisque 'opérateur de Markov P est un opérateur linéaire, nous
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obtenons

9z , o(V(m)2)

5 B =(t)[-M{E,m)+ PM(t—71,m)| +c[F(t,m) -~ PF(t—T1,m)],

=cM(t,m) — cM(t,m} + ¢(t) [-M(t,m) + PM({E — 7,m)]
+ePM(t —7,m) — cPM(t — 7,m) + c[F(¢t,m) — PF(t —T,m)],

= —cZ(t,m) + f(t,m),
(4.32)

oll

f{t,m) = cPZ{t —1,m) — e(t)M(t,m) + e(t)PM(t — 7,m).
Soit T > ty. Nous intégrons I'équation (4.32) le long des caractéristiques. Nous posons
g(s) = Z(r + T, wr (m)).
Alors

g (s) = —(c+V'(m: (m))) g(s} + f(r + T, 7, (m)).

En résolvant 1’équation différentielle, par la méthode de variation de la constante nous

obtenons

Zr+1T, h) =Z(T,m—s (m))w;_(—w-e“cs + /Os Wec&—s)ﬂr + T, Ty () )dr.
(4.33)

1
Soit z(t) = / |Z(t, m)| dm. Nous prenous la valeur absolue de (4.33) et nous intégrons par
0

rapport & la variable de maturité. Nous avons ainsi 'inégalité suivante
] 1
2(s+T) <e *z(T) -1—] ectr=s) (/ |f(r+T,m)]| dm) dr,
Qg 0
< e~ x(T) + / =) [ca(r + T — 7) + 2 |e(r + T[] dr, (4.34)
0

< s (z(T) + /08 ce”z(r+ T — T)d’r‘) + fTT-Fs 2|e(m)].

Vérifions la validité de U'inégalité (4.31) par récurrence.
Soit t, = tg + 7n. Pour ¢ € [tg, t1], l'inégalité (4.31) se déduit immédiatement de Iinégalité
(4.34).
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Supposons que I'inégalité {4.31) soit satisfaite pour ¢ € [tg,%,]. Alors, d’aprés l'inégalité
(4.34) avec T' = t,,, et d’aprés (4.31) pour t € [tn-1,%,], il suit que

& tn tnta
zZ(s+71) <e (l—l—/ cec”’"dfr)/ 2|5(r)|dr+/ 2|e(r)| dr,
frs 0 to tn
< [ 2kmian
12

pour s € [0, 7). Ce qui achéve la preuve. O

4.3 Stabilité

Dans cette section, nous généralisons le théoréme 1 de [80] dans le cas ou la division cellulaire

est inégale,

Théoréme 4.3.1 Supposons que
k1 > exp(—V'(0) [2 +7]). (4.35)
Alors, il existe f* € D telle que pour toute solution de (4.30) nous avons

|#(t) - Il =0,

lim |
f—-+to0
ot ||-|| est la norme de L1 (0,1).

Remarque 4.3.2 Ce Théoréme implique que si (4.19) posséde une solution Ny non nulle,
globalement asymptotiquement stable, alors toutes les solutions de léquation (4.10) conver-

gent dans L' vers N f*.

Remarque 4.3.3 La condition (4.35) posséde une interprétation biologique intéressante.
En effet, elle montre que la stabilité de la population dépend fortement de la dynamique des
cellules & faible maturité (les cellules souches). En effet, pour ces "petites” cellules dont la

malurité est proche de zéro nous réécrivons (4.35) de la facon suivante

cln(b) < V'(0),
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avec ¢ = ¢cg = 2¢77B(Ny) = & + B(Nyg) solution de l'dquation stationnaire de (4.19),
et b = :g-;e"’vl(o). c représente le taux de départ de la phase de repos (par mortalité, ou
en rentrant dans la phase de prolifération). En utilisant la condition ({.7), nous obtenons
Vinégalité suivante

.oz

K1 m’

o x est la maturité de lo cellule mére juste avant sa division et m est lo maturité de la

cellule fille & sa naissance. Alors, nous obtenons

T 6—TV’ (0)
b>—

ot ze™ ™' ) est la maturité de lo mére au début de sa phase de prolifération. Puisque V'(0)
est le tauzx de maturation des cellules de faible maturité, lo condition ({.35) signifie que la

maturation d’une grande partie de ces petites cellules augmentera la génération suivante.

A la place de (4.30) nous pouvons considérer une équation plus simple. Soit y une solution

du probléme suivant
' (z)z = V{y(z)),
y(1) = mu.

(4.36)

11 est aisé de vérifier que y est une fonction croissante de l'intervalle (0, co) vers l'intervalle

(0,1). Nous faisons la substitution suivante

u(t,z) =y (z)F(t,y(z)), (4.37)

pour z € (0,00).

Lemme 4.3.4 La fonction u satisfait ’éguation

% - cz% = —2cu + C’/Ooo uw(t — 7,7)g(r,x)} dr, (4.38)
g(r,z) =y (2)k(r(y(r), y(@))- (4.39)
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Preuve. Par la définition (4.37) de « nous avons,

0ultsz) XD _ e D (ritpe) + (e P (),

= /(&) 5 (F(6,u(@)) + - (V () P, y(a).

En posant y(z) = m, nous obtenons

Bugtgm) _I_a(cmgit,m)) iy'(i’:)%a(F(tvm))'f'y'(g)%(V(m)F(t,m)),
= y/(z) Ta (F(t,m)) + %(V(m)F(t,m))} )

D’aprés 'équation (4.30), nous avons

3u((;£ z) | 8((,-:::;;:&,9:)) e of () [~cF(t,m) + ¢PF(t — 7,m)],

= —cu(t,z) + ¢y (x)PF(t — T, m).

Nous utilisons alors la définition de l'opérateur de Markov (4.17) sur le deuxiéme terme du

membre de droite. Comme m = y(x), nous obtenons

1
PF(t—7,m) =e /O oz, Tk (2, 9(@) E(t — 7,71 (2)) d.

Par la définition de ¢ donnée par (4.12), nous avons

1
PF({t—71,m) = Wk(z, y(z))F(t —7,7_r2) dz.

Nous procédons alors au changement de variable suivant

z  =w(y(r),
dz _ V(mr-(y(r))) ,
a W!f (r},

pour obtenir

PF(t—7,m) = fo R — 7,y () (e (y()), (@) db
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Ainsi, en utilisant (4.37), l'équation (4.30) peut s’écrire

% + 3(;27:%) = —cu(t,z) + ¢/ (z) /Om w(t — 7, m¥ke(m-(y(r), y(x)) dr. (4.40)

Posons

q(r,z) =y (@)k(rr(y(r)), y(@))-

Alors
e 0]
g(r,z) 20, pour tout (r,z) et f g{r,z)dz = 1.
0

En effet, d’aprés la définition de la fonction %k donnée par (4.6) et par le changement de

variable z = y(z), et comme m,y(r) € (0,1) pour tout » > 0, nous avons

f(;x’ q(’I",IL‘) dI = wyl(m)k(ﬁT(y(T))ay(m))dmz
= Jy k(m-(y(r)), z)dz,
=1.

L'équation (4.40) prend ainsi la forme suivante

ou ou o0
e + T = —2cu + c/o u(t — 7,7)q(r,z) dr.

D'oi le résultat O
Puisque T'f(z) = y'(z) f(y(z)) est une transformation isométrique linéaire de D vers D(0,+oc),
Iensemble des densités de L(0, +00), il est suffisant de prouver le théoréme pour Péquation

(4.38).

Lemme 4.3.5 Les solutions de ({.38) satisfont Uéquation intégrale suivante

u(t,z) = e 2y (0, e %z) + c/t g 2es /~oo w(t -7 —5,8) g€, xe” ) d€ ds. (4.41)
0 Jo

Preuve. En posant

g(t) = u(t, ae®), avec z = ae”,
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nous obtenons

gt) = gg (u(t,aed)) + cw% (u(t, ae"t)) \
= —2cu(t, ae) + c]ﬂ u(t —7,m)q(r, ve®) dr,

= —2cg(t) + c/ u(t — 1,7)q(r, ae®) dr.
0

Ainsi,
gt)+2cg(t) = c] u(t — 7,7)q{r, ae) dr.
0

En multipliant les deux membres par €2, il vient

2 (g'(t) + 2cg(t)) =c / eyt — 7,7)q(r, ae®) dr,
0

o0
(ez"tg(t))l = ce%t/ u(t —7,7r)g(r, aed) dr.
0
Nous intégrons alors par rapport a la variable temps entre 0 et ¢, ce qui nous donne
t 0o
e*g(t) — g(0) =f0 cezcsf0 w(s — 7,7)g{r, ae™) drds.

Do

4 o'}
g(t) =e %%g(0) + eﬁmf ce?es / w(s — ,7)g(r, ae®) drds.
0 0

Nous remplagons g par u,
£ o]
u(t, ey = e~ 2%y(0, @) + 6_2th cecs / u(s — 7,7)q(r, ae®) drds.
0 0

Puisque z = ce®, alors o = ze~%. L'équation précédente devient

t co
u(t,x) = e~ 20, e ™) + f ce2e(s—t) f u(s — 7, 7)q(r, 2™V drds. (4.42)
0 0
Nous faisons un changement de variables. Nous posons s —t = —o, alors ds = —do, et nous
obtenons

£ o0
ult,x) = e~ 2y (0, ze=) - c/ e_zw/ w(t — 7 — 0,7)q(r,ze”)) drdo,
0 0
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Dot Péquation (4.41). O

La preuve du Théorame (5.1.4) se déroule de la fagon suivante.

Nous vérifions d’abord que pour toutes solutions u et T de (4.38), nous avons ||u(t) — a(t)| —
0 quand ¢ — oo.

Puis, nous montrons qu'il existe une solution stationnaire ug de (4.38), i.e. indépendante de
t, telle que ||u(t) — ug|| — 0 quand t — oo.

Ces résultats sont présentés dans les lemmes suivants.

Lemme 4.3.6 Supposons que &1 > exp(—V'(0) [ + 7]). Alors, il existe a > 0 et b > 2a

tels que pour toute solution de (4.38) il existe un temps ty = to(u) pour lequel
b 1
f u(t, z)dx > g bour t > fp. (4.43)
a

Preuve. Nous prouvons tout d’abord que pour un ¢ suffisamment grand, il existe ¢ > 0 tel
[
que f u(t,z)dz < ;.
0

20
Puis nous prouvons qu’il existe b > 0 tel que f u(t,z)dr < %.
b

b
Ainsi, puisque u € D nous aurons / u(t, z) dr > %
a
Notons Dy le sous-ensemble dense de D constitué des fonctions bornées f telles que

O
/ " f(z)dr < oo avec 7 € (0,1) et lim zf(z)=0.
0 T—00
{73
Montrons que pour un ¢ suffisamment grand, il existe a > 0 tel que f u(t, r)dz < %:.
0

Soit « une solution de (4.38) telle que u(t,-) € Dy, pour t € [—T,0]. En utilisant (4.41) nous
pouvons vérifier que u(t,-) € Dy pour ¢ > 0 par une méthode de pas.

En effet, pour ¢t & [0,7], par 'équation (4.42), nous avons s — 7 € [—7,0], pour s € [0,1],
donc u(s — 7,.) € Dy, et comme u(0,.) € Dy, u(t,-) € Dy, Puis nous recommengons pour
t € [7,27] ete.

Nous posons

a) = /ﬁ ” ot z) da.
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D’aprés (4.38) la fonction G satisfait

G'(t) = —c(1+7)G(t) + c/:o u(t —7,s) (/Om z7"q(3,1) d:c) ds.

De (4.7) t{4.39) nous obtenons par le changement de variable z = y(z)

00 1
AR COLE (7)) Ko y(s), )
JO r17ry(s
1
Puisque y~* est une fonction croissante et [ k(mr(y(s)), 2) dz = 1, nous avons
ramry(s

/O " arg(s,z) do < (g (mimr ()

Nous démontrons alors qu’il existe r € (0,1) tel que

s—0

lim [(y_l ('“IZT(”‘"'(S))))]_T <l+r. (4.44)

En effet, prouvons tout d’abord que nous avons les deux égalités suivantes

7r{y(s)) e STV(0)
lim O e , (4.45)
et
yle's) _ _vioyse
lim O e . (4.46)

L’égalité (4.45) provient de la définition du flot (4.9):

pour x et ¢ positifs suffisamment petits et parce que V(0) = 0, par linéarisation
(V'(0) — e)mr(z) < V(mr()) < (V'(0) + &)mr(2).
D’aprés (4.9) nous avons

(V/(0) ~ e)me(a) < (@) < (V'(0) +€)me o),
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et donc

(V(Q) ~ e)mela) < S (mr(z)) < (V'(0) + e (z).

Apres avoir divisé par m-(z) et intégré par rapport a x, il vient que

V' O-e) < (@) V' O+2),
xr
pour tout £ > 0. D’ou (4.45).
Pour démontrer ’égalité (4.46), nous utilisons I'équation (4.36) vérifiée par la fonction z —

y(x), autour de zéro. Nous écrivons
oy @)z = V(0)y(@).

Soit
y(z) _ V(0)
y(z) ez

H

pour x > 0 proche de zéro. En intégrant par rapport 4 2 entre les valeurs s et 1, il vient

(0)

In(y(1)) — In(y(s)) = In(z),

D’on

avec & = y(1). Ainsi,

oyls)
lim = .
s—0 V(0
5 ¢
Par conséquent, nous pouvons écrire
. ls 5
lim ——————— y(e™s) =
s—{0 o VgU J_l
Donc,
's ~i8) v~
hm = o
a—0 V(O) ¢ ’
8 ¢
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ce qui nous permet d’obtenir

lim y(e 's) _ Yo
s—0  y(3) ¢

D'ou P'égalité (4.46).

D’apres I'inégalité x; > exp(—V'(0) [1 + 7]), nous obtenons alors

ka7 (y(s)) > yle™s), (4.47)

pour s > 0 suffisamment petit.

D’aprés cette nouvelle inégalité (4.47), il suit que

g—0 8

lim [(y~1 (K’lﬂ'ry(s)))] > 1.

Puisque Iir% (1+ r)‘l/ " = e, d’aprés cette derniére inégalité, il suit qu’il existe r € (0,1)
r—

tel que l'inégalité (4.44) est satisfaite. Ainsi, il existe K <147 et B > 0 tels que

[ (y_l (Hlﬂ'ry(s))

8

) -T
] < K + Bs".

Ce qui donne

/Ooo z7q(s,z)dz < [(y (mamry(s)) ] < Ks™ + B. (4.48)

Donc,

G'(t) < —e(1+7)G(t) + cKG(t — T) + Be.

Soit G(t) une solution de I’équation différentielle a retard
G (1) = —(1+r)G(t) + cKG(t — ) + Be, (4.49)
telle que G(t) = G(t), pour ¢ € [, 0]. Par la méthode de pas, nous pouvons vérifier que

é(t) > G(t), pourt > 0.
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Puisque K < 1+ r, la solution stationnaire

~ B
G = 1+r—K
de (4.49) est globalement asymptotiquement stable.
Par conséquent,
B

li G(t) € ————mmen,
e G < 7%

I existe donc a > 0 indépendant de u tel que [y u(t,z)dz <1, pour ¢ > to(u).

Nous montrons maintenant qu'il existe b tel que [, u(t,z)dz < %.
D’aprés (4.39) et la condition (4.7), il suit que si z > y~!(ksg) alors q(r,z) = 0 (o1 Ky est
choisi comme dans la condition (4.7)). Nous posons y~!(k3) = 2. Alors, pour tout = > g,
(4.38) devient

—_ T = —2cu. (4.50)

Soit U(t,®) = [ u(t,y)dy pour z > zg. Il est aisé de montrer que U existe et satisfait

T
I’équation

ou ou
B + o= —cl. (4.51)

Calculons la solution U de (4.51) par la méthode des caractéristiques.

Nous posons

g(fi) = U(t: CleCt):

avec ¢1 = xg. Etant donné que ¢ est une constante positive, il existe 5 > 0 tel que
c1 = xpe” . (4.52)

Nous dérivons g,

Par conséquent,

g(t) = g(0)e™,
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avec g(0) = U(0, ¢1). D’aprés la condition (4.52), nous avons
Ulto,xq) = g(0)e™°%,
Aingi,
9(0) = Ulto, zo)e™®,

d’ont
g(t) = U(t,e1e%) = Ulto, zo)eto™,

1

Comme z = ¢re® = zpe®t—) alors tg =t — = ln(—;E—) et o=t = 2 T3 solution de (4.51)
c o o

est donc donnée par

Ult,z) = 27 lxgU ( -1 (%),mg) .

Par conséquent, pour x > 4z et pour ¢ > 1Ind, nous avons U(t,z) < ;11. Puisque Dy est
dense dans D, la condition (4.43) est satisfaite pour toute solution de (4.38). Ceci acheéve la

preuve du lemme. O

Lemme 4.3.7 Il existe une fonction positive K € L' (0, 00) avec || K|| > 0 telle que u(t,z) >
K(z), pour tout u de (4.38) et t suffisamment grand.

Preuve. Soit zgp identique 4 celui de la preuve du lemme 4.3.6.
Vérifions par la méthode des caractéristiques que pour ¢ > %ln (%) et z > zq la solution

de (4.50) est donnée par
ult,z) =z 2z3u ( —1ln (;ﬁ%) ,:Eg) . (4.53)

Pour cela nous appliquons la méme méthode que dans la preuve du lemme 4.3.6. Nous
posons

g(t) = u(t’ CleCt):

avec ¢1 > xp. Etant donné que ¢ est une constante positive, il existe tp > 0 tel que
1 = mge_‘:t" . (4.54)
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Alors,
du

Ju
gt = a +Cﬂ38—$;

= —2cg(t).

Par conséquent,

g(t) = g(0)e~*,
avec g(0) = «(0,¢1). D’apres la condition (4.54), nous avons
u(to,z0) = g(0)e ™.
Ainsi,
g(0) = u(ty, zg)e®.

Dol
g(t) = u(t,c1e) = U(to, zo)e? 0,

1 T x
Comme z = c1e® = zget—4) alors tg =t — p ln(;—) et ectt—t) = . Ainsi, nous avons le
0 (4]
résultat (4.53).

De 'équation intégrale (4.41), il suit que
4 [o]
u(t, zp) > c/ e'QCS/ u(t—7—3,8) q (& zoe™) d¢ ds. (4.55)
a 0
De (4.53) et (4.55), il vient alors

T rt(g)
u(t, o) = f f ce 222y, (t —7—s—1In (:—55) ,:t:g) q(&, zge” ) dsd,
zg /0

o Z = gpet" et t(¢) =t —7—1In (%) En substituant 2 = xpe™* dans la derniére

équation, nous obtenons

Tpe
'U,(t, :l’:o) Z /
b if

Q

e(t— )

/»mn 267 (t =7 LIn (£} ,20) a(¢,2) dud,

Eec('r —i)

pour t suffisamment grand.

Fixons £y > zo. D’aprés (4.39) et la condition (4.7), la fonction ¢(§, z) s’annule en dehors de
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I'ensemble D(&) = [y (kim,y(€)) , 3 (fﬁgfr.,y({j))]. Puisque D(&) C (0,x0) et la fonction ¢
est continue, il existe Ag > 0, § > 0 et 2y € (£ge"9) + 8,29 — 6) tels que ¢(£, 2) > Ag, pour
(€,2) € Ag, 00 Ag = [€g — 6,& + 6] x [20 — 8, 29 + 6]. Ceci implique que

u(t, zg) > f/ Aoz€%u (t -7+ %In (%) ,:130) dé dz.
Ag

Soient sy =7 — % ln (gg) et § = %111 (?g—) — % In (%) Puisque £ est bornée, il existe Ay > 0

et £ > 0 tels que
zg—+€ 5
u(t,zo) > M f / u(t — so — 8,%0) ds dz,
2Zp )
&

> )\15/ u{t — so — 8,%0) ds,
0

pour £ suffissamment grand.

De cette inégalité, il suit que

£ £
ult, zo) zngo ]0 w(t =g — 81—+« — 8, @0) d1 « - i,

pour ¢ assez grand. Par récurrence, nous vérifions que

pno1 p2e(n=1)/3
u(t, zo) = Ay (g) /( /o u(t — nsy — s,70) ds. (4.56)

D’aprés le lemme 4.3.6, pour tout ¢ > fo(u), il existe z € [a,b — a] tel que

240 a
/z u(t,x)dr > -a

A partir de linégalité
u n Ocru)

ot oz

2 —C’U.(t, ﬂ’:),

montrons que

ult+ s, e%x) > e~ %u(t,z), pour s > 0.
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D’aprés (4.53)

9 ecsm
u(t +s,ez) > (e®z) “zful{t+s—1ln ( o ) ,330) ,

= e 2522y (t+s—s—1ln (f-) ,wo) ,
0
= e 2y(t, x).
Par conséquent,
zta 1 a
/z ?,L(t+zln(?"),$)d$2m, pOllI"?"zl.

Soit A = [b,8%a~?]. Alors pour r = g, nous avons [rz,7(z + a)] C A et donc

a

/Au(t—l—%ln(r),m)dm > K= oo

Ceci implique que
1 b
/ u(t,z)dz > K, pour ¢t > t1(u) = to(u) + p In ok - (4.57)
A

D’apres 'équation (4.53), nous avons

/ u(t, z)de = / 7 2xky (t — 1 (i) ,330) dx.
A A o

Par le changement de variable

nous obtenons,

ou A = [% In (£> ,
o

[ u(t, x)dz = / e “cxqu (t — 2z,10) dz,
A 4

2., —1
In (b o )} Done,
T

f u(t,z)dr < 0y (t — z,mp) dz.
A b

(=8 Lo

Al

140



Cependant, de I'inégalité (4.57) nous obtenons aussi

bK
/ u(t —z,20)dz > ¢ pour tout £ > t1(u).
' 0

Notons |A’| 1a longueur de 'intervalle A’ et soit n un entier tel que

g(n —1)
3

d’aprés les inégalités (4.56) et (4.58), nous avons

-1 K
%)n g’ PO t > to(u).

u(t, o) = X5
D’aprés (4.53) et (4.59), il suit qu’il existe ¢ > 0 tel que

u(t,x) > K(z) = (@21 y(z), pour ¢ > ta(u),

(4.58)

> |A’|. Alors

(4.59)

ol 1y ) (x) est la fonction caractéristique sur l'intervalle [1, 3], i.e.. la fonction qui vaut 1 sur

[1,8] et O ailleurs. Ce qui achéve la preuve du lemme. O

Lemme 4.3.8 Soient u(t)(z) = u(t,z} etw(t){z) = u(t,z) deux solutions de (4.38). Alors,

Jim [[u(t) — (1)) = 0.

(4.60)

Preuve. Soit e = || K|, ot K est la fonction définie dans le lemme 4.3.7. Notons v(t)(z) =

v(t,x), la solution de (4.38) satisfaisant la condition initiale v(t)(z) = e 1K (z), pour ¢ €

[—7,0]. Selon le lemme 4.3.7, il existe #; tel que w(t} > K et @(t) > K, pourt€ [t1 —7,t1].

Soient 1 (t) et T (f) deux solutions de (4.38) satisfaisant les conditions initiales

up(s) = (1 — &) " (u(ty + 8) — K) et Ty(s) = (1 —e) 7! (u(ty + s) - K),

pour s € [—7,0]. Alors,

u(ty +1) = (1 —e) u1(t) +ev(t) et u(ty +t) = (1 —e)wm(t) + ev(t),
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pour tout ¢ > 0. Nous définissons par récurrence les suites de nombres t1, ¢o, ... et de fonctions

U1, 11, Yg, Ug, --. telles que
Un—1(tn + 1) = (1 — &) un(t) + ev(t) et Tp1(tn + 1) = (1 — &) T (t) + ev(?t),
pour tout t > 0 et n entier positif. Ceci implique que
u(ti +tn +1) =Tl +tn +1) = (1 — )" (ua(t) — B (1)) .

Puisque les fonctions u,(t) et ,(t) sont des densités, nous obtenons la formule donnée par
(4.60). O

Nous montrons maintenant qu’il existe une solution stationnaire de (4.38). De ce résultat
et d’aprés le lemme 4.3.8, Le théoréme 5.1.4 suit immédiatement.

Une densité f € D est une solution stationnaire de (4.38) si elle satisfait I’équation

of @) +2f(@) = [ F(o)als,)ds. (461)

Cette équation peut 8tre réécrite comme I’'équation intégrale

1) = [ 16)] [ sato,2) o] .

Par conséquent, f est une solution stationnaire de (4.38) si et seulement si f est un point

fixe de 'opérateur

0f(z) = fo ~ f(s)[ ]0 " (s, 2) dz] ds. (4.62)

Tl est aisé de montrer que Q : L1(0,00) — L*(0, c0) est un opérateur de Markov.

En effet, O est un opérateur linéaire sur L(0, 00}, si f > 0 alors @f > O et f Qf(m)dm =
' 0

o0
f f(m) dm.
0
Nous montrons que 'opérateur @ posséde un point fixe dans 'ensemble des densités.

Dans la preuve nous utiliserons le théoréme de Socata [112].
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Theorem 18 (Théoréme de Socala, [112]) Un opérateur de Markov Q posséde un point fize
dans l'ensemble des densités s’il existe une densité f, un ensemble A de mesure finie et un
nombre 6 > 0 tels que pour tout sous-ensemble mesurable E de A de mesure inférieure & &

nous avons

lim sup / Q" fdx < 1. (4.63)
" Bu\A)
Lemma 19 L'opérateur Q posséde un point fize dans 'ensemble des densités.

Preuve. D’aprés (4.48), il existe r > 0, K < 147 et B > 0 tels que
o0
/ 2 "q(s,x)de < Ks™" + B. (4.64)
0

Soit f une densité telle que f;°« 7 f(z) de < co. Alors, d’aprés (4.64) il suit que

Joo T Qf(z) dz = ./’°° f(z) /000 [93*”2 /Ow zq(s, 2) dz] ds} dz,
= O°° fz) /Um fr—:ll- lz_rq(s, 2) dz} de,

o0
z" +B} dz < L/ z~" f(z)dz + B,
0

[ A
c\g\o

puy

&

r+1

ot L = K/(r+1} et L < 1. Par récurrence, nous obtenons

o0 O B
fom_TQ”f(a:)dmgLn/O a:“”"f(w)dzc—l—m.

Par conséquent,

oc B
lim sup/ 2T fx)dr < ———. (4.65)
n—oo  JQ 1-L
Soit & € (0,1) tel que - L % Alors, d’apres (4.65) il suit que

1
hmsupf Q" f(x)dx < e (4.66)

De plus, puisque ¢(r,z) = 0 pour 2 > ¢~ '(kg), nous avons

1 [ y~t (k)
ofte) = [ 1@ ([ sates)dz ) ds < gy e (467)
0 0

143



1
Puisque la fonction g(x) = ) est intégrable sur I'intervalle [1, +00), il existe M > 1 tel que

lim sup foo Q™ f(x)dx < 1 (4.68)
M 4

D’aprés la définition de 'opérateur @, il suit que
" M
Q" f(z) < ol pour x € [, M]. (4.69)
2

Maintenant, en posant A = (0,M) et § = SS_M’ nous obtenons (4.63) et ceci compléte la

preuve, [
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Chapitre 5

Outils mathématiques: théorie des

semi-groupes et des opérateurs de

Markov

5.1 Rappel sur les semi-groupes d’opérateurs linéaires

La plupart des résultats exposés dans ce paragraphe se trouvent dans (1], [5], [39], [87] et
dans [91].

Définition 20 [91](Semi-groupe fortement continu) Soit X un espace de Banach. Un semi-
groupe d’opérateurs linéaires fortement continus sur X est une famille d’opérateurs (T'(t)),~

linéaires bornés sur X vérifiant les trois propriétés suivantes

(7) T(0)x ==z, pour tout z € X,
(#) T{t+s)x=T)T(s)x, pourtouti,s >0,z € X,
(i44)  Pour tout x € X fizé, t — T'()z est continue pourt > 0.

Exemple 5.1.1 Soit
X =C([0,1])
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ou bien

X =C([0,1]) = {9 € C[0,1] : ¢(0) =0},

avee la norme du supremum. Soit p > 0, alors la famille (T(t)),>, définie par
(T()p)x = P Vip(ze™), pe X, etz € [0,1], t > 0,

est un semi-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires bornés dans X.

Exemple 5.1.2 Soient 0 <zp <1 ef

2
X = Croa (1) = {0 € O 1)+ lon) = o)}
avec lo norme du supremum. Nous définissons la famille (T'(t)),> définie sur X par

(T(t)p) o = e (fa)kso( =),

x z
1,te |l {2\, k=0,1,..
pour x € [xo,1], [n(mo) n(mgﬂ)}

{T(t), t > 0} est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linégires bornés sur X.

Nous faisons correspondre au semi-groupe fortement continu la famille d’opérateur Ay,

définie par
Th)e—¢

App = 5

,pour b > 0 et pour p € X.

Cette famille nous permet de définir le générateur infinitésimal d'un semi-groupe.

Définition 21 (Générateur infinitésimal) Le générateur infinitésimal d’un semi-groupe T(t),
t > 0 est Uopérateur A défini sur le domaine D(A) = {:c €X: }llin%] Anp e:cz'ste} par
Agp =fllirr(1) App pour p € D(A).

Exemple 5.1.3 Considérons A € B(X). A est le générateur infinitésimal de

T'(t) = exp(tA) Z (tA)”_
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De plus nous obtenons lestimation suivante §T(t)|| < el quand ¢ > 0.

- Premier exemple.
Soit
X={pell0,1]: ¢0)=0},

l’espace de Banach défini avec la norme du supremum. Soit 0 < e < 1, nous définissons
(Ap)(z) = plaz), pe X, 0<z < L.
A est le générateur infinitésimal de

(xp(tA)p) () =3 (o), £ 0.

n=0

De plus ||Al]l = 1 et |exp(tA)| < €, £t > 0.
-Deuxiéme exemple.
Soit
X = {go € C([0,00)): lim () = o}

Pespace de Banach défini avec la norme du supremum. Soit o > 0.
Ap)(z)=plrta), pe X, 0 <z < co.
A est le générateur infinitésimal de
o0 ‘[;'”‘
(exp(tA)p) () =z% —ew+na), t 0.

De plus ||A|| =1 et |exp(tA)] < et, t > 0.
Les résultats suivants sont des propriétés fondamentales du semi-groupe fortement continu
T(t), t > 0, de générateur infinitésimal A. Les preuves de ses résultats se trouvent entre

autres dans les ouvrages [39], {87], ou {91].

Théoréme 5.1.4 (/87], pages 2 et 8). Sotent A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

fortement continu d’opérateurs linéaires T(t), t > 0 dans X et x € X, alors nous avons les
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propriétés suivantes
a) La fonction t — T'(t)x est différentiable sur R* si et seulement si x € D(A).

b) T'(t), est exponenticllement borné, i.e. il existe deuz constantes M, w réelles telles que
1T < Me*t, pourt > 0.

L’ensemble des nombres w admissibles o une borne inférieure wy. Le nombre wy représente

le taux de croissance exponentielle du semi-groupe, il est donné par la formule suivante

wo— tim PIT@I T
t—-00 t t>0 t

¢) Pour tout x € X, et t > 0,

t-+h

1 _
}lhl_r)% R T(s)zds = T(t)z.

d) Pour tout x € X, et t > 0,

/Ot T(s)xds € D(A) et A (]O*T(,s)mds) =T(t)z — .

e) Stz € D(A), alors
¢
f T(s)Azds = T(t)x — .
0

[) Pour tout x € D(A) et t > 0, T(t)(z) € D{A), donc T(t)(z) est dérivable et l'on a
() = AT(e = T(t) Aw.
dt
g) Pourz € D(A)ett, 5> 0
T(t) (z) —T(s)x = /t T(o)Azdo = /t AT (o)zdo.

k) D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé qui détermine le semi-groupe

de fagon unique.
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Remarque 5.1.5 La propriété i) nous permet de dire que le graphe de A est un sous-espace
fermé du produit X x X. Cette propriété peut étre utilisée pour munir D(A) dune structure

d’espace de Banach en considérant sur D{A) la norme, dite norme du graphe, définie par
]l pay = Bl x + [[Az] x -

5.2 Les opérateurs de Markov

Dans cette partie, nous allons développer le concept d’opérateurs de Markov e, énoncer
quelques-unes de leurs propriétés.
La théorie des opérateurs de Markov est variée. Le livre de Foguel [42] (1969) contient une

étude exhaustive des propriétés asymptotiques de ces opérateurs.

Définition 22 (Opérateur de Markou) Soit (X, A, ) un espace mesuré. Tout opérateur

linéaire P : L' — L' satisfaisant

a) Pf>0, pour f >0, fe L' et
b) |PfIl=IIfll, pour f >0, f e L,

est un opérateur de Markov.

Remarque 5.2.1 Dans les conditions a) et b) les symboles f et Pf sont les éléments de I
représentés par des fonctions qui peuvent différer sur un ensemble de mesure nulle. Ainsi,
pour chacune de ces fonctions, les propriétés f > O et Pf = 0 sont vérifiées presque partout.
Quand il est clair que nous travaillons dans les espaces L' (ou LP ), nous laisserons tomber

la notation "presque partout”.
Proposition 23 (Monotonie, [72]) Si f,g € L' alors P f(x) > Pg(x) quand f(z) > g(x).

Tout opérateur vérifiant cette propriété est monotone. Montrer la monotonie de P est
triviale puisque (f — g) > 0 implique P (f —g) > 0.
Nous avons rassemblé d’autres inégalités satisfaites par les opérateurs de Markov dans la

proposition suivante.
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Proposition 24 ([72], page 38) 5i (X, A, p) est un espace mesuré et P un opérateur de
Markov, alors pour tout f € L*,

i) (Pfle))™ <Pft(z) (5.1)
i) (Pf(z))” < Pf(x) (5.2)
1) [Pf(x)| < Plf(z)] et (5.3)
IPFE) < N1 £ (@) (5.4)

Remarque 5.2.2 La derniére inégalité (5.4) est importante, et tout opérateur P qui la
satisfail est appelé opérateur de contraction. Pour illustrer son utilité notons que pour tout

f € L, nous avons

il =[P (P20 < [P £l
et donc pour tout fi, f2€ LY, fL # fo
IP*fi =P fall =P (fi—Fl,

<Pt - 1) (5.5)
<||Prth - P

L’inégalité ci-dessus établit simplement que durant le processus d’itération de deux fonctions
individuelles, la distance entre elles peut décroitre, mais ne peul jamais croiire. Ceci nous

rameéne & la propriété de stabilité des itérés des opérateurs de Markov.

Définition 25 (Support d'une fonction) Nous définissons le support de la fonction g par

lensemble de tous les x tels que g{x) # 0, c’est & dire que

suppg = {z : g(z) # 0} . (5.6)

Remarque 5.2.3 Cette définition n'est pas une définition "habituelle "du support d'une

fonction qui est définie le plus souvent par

suppg = {z : g(z) # O}, (5.7)
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Mais, parce que la définition “habituelle” (5.7) demande des notions topologiques non uti-

lisées ici, nous présentons cette définition “non usuelle”.

Proposition 26 ([72] page 40) ||Pf|| = || f|| si et seulement si Pf+ et PF~ ont des supports

disjoints.

Aprés avoir développé quelques unes des propriétés les plus importantes concernant les

opérateurs de Markov, nous introduisons maintenant le concept de point fixe de P.

Définition 27 (Point fire d’un opérateur de Markov) Si P est un opérateur de Markov, et
pour un f € LY, Pf = f alors f est appelée un point fixe de P.

D’aprés la proposition 24 il est aisé de montrer ce qui suit.

Proposition 28 ([72] page 40) Si Pf = f alors Pf+* = f* et Pf~ = f~.
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Résumé

Nous présentons un modele de division de cellules sanguines basé sur la présence d’un facteur appelé
maturation et le partage du cycle en une phase de prolifération et une phase de repos. 11 est représenté par
un systéme S de deux équations de transport structuré en age et maturité.

En intégrant par rapport a 1’dge, S devient un systeme d’équations aux dérivées partielles a retards
structuré en maturité. Dans le chapitre 1, nous introduisons le contexte biologique, et nous présentons
notre modele. Dans le chapitre 2, nous étudions le modele quand la phase de prolifération est fixe et la
division est égale. Nous montrons I’existence et I'unicité puis un résultat liant les solutions aux cellules
souches ainsi qu’un résultat d’invariance, de comportement asymptotique et d’instabilité. Dans le chapitre
3, nous supposons que la phase de prolifération varie suivant la maturité des cellules. Nous prouvons des
résultats analogues au chapitre 2. Dans le chapitre 4, la phase de prolifération est fixe mais nous supposons
la division inégale. En utilisant la théorie des opérateurs de Markov, nous prouvons un résultat de stabilité
globale.

Abstract

We present a model of blood cell division based on two biological hypotheses : the presence of a factor
called maturation and the division of the cycle into a resting and a proliferating phase It is represented by a
system S of two age-maturity structured semi linear transport equations. Integrating with respect to the
age, S becomes a system of maturity structured partial differential equations with delays. In chapter 1, we
introduce the biological background motivating our work, and we present our model. In chapter 2, we
study the model where the proliferating phase is constant and the cell division is equal. We prove a result
of existence and uniqueness, then we show a result linking the solutions to the stem cells. We prove
invariance, and asymptotic behaviour results and instability. In chapter 3, the proliferating phase depends
on the cell maturity. We prove similar results as in chapter 2. In chapter 4, the proliferating phase is fixed
but cells do not divide in an equal way. Using the Markov operator theory, we prove a global stability
result.

Mots clés :  équations aux dérivées partielles, retard, opérateurs de Markov, stabilité
globale, instabilité, division cellulaire, maturité, cellules souches

Key words :  partial differential equations, Markov operators, global stability, cell division,
maturity, stem cells




