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Préambule

[’analyse numérique a commencé bien avant la conception des ordinateurs et leur utilisa-
tion quotidienne que nous connaissons aujourd’hui. Les premieres méthodes ont été dévelop-
pées pour essayer de trouver des moyens rapides et efficaces de s’attaquer a des problemes
soit fastidieux a résoudre a cause de leur grande dimension (systeémes a plusieurs dizaines
d’équations par exemple), soit parce qu’il n’existe pas solutions explicites connues méme
pour certaines équations assez simples en apparence.

Des que les premiers ordinateurs sont apparus, ce domaine des mathématiques a pris son en-
vol et continue encore a se développer de fagcon tres soutenue.

Les applications extraordinairement nombreuses sont entrées dans notre vie quotidienne di-
rectement ou indirectement. Nous les utilisons désormais sans nous en rendre compte mais
surtout en ignorant la plupart du temps toute la théorie, I’expertise, le développement des
compétences et 1’ingéniosité des chercheurs pour en arriver la. Nous pouvons téléphoner,
communiquer par satellite, faire des recherches sur internet, regarder des films ou plus rien
n’est réel sur I’écran, améliorer la sécurité des voitures, des trains, des avions, connaitre le
temps qu’il fera une semaine a I’avance,...et ce n’est qu’une infime partie de ce que 1’on peut
faire.

Le but de ce cours et s’initier aux bases de 1’analyse numérique en espérant qu’elles éveille-
ront de I’intérét, de la curiosité et pourquoi pas une vocation.

FIGURE 1 — Entre le Tintin dessiné a la main dans les années 6 par Hergé et celui mis a l’écran par
Spielberg, un monde numérique les sépare. Un peu comme les premiers développements a la main des
pionniers du numérique et les effets dernier cri des plus puissants des ordinateurs.
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Interpolation polynomiale

(a) Carl Runge(1856- (b) Charles Hermite (1822- (c) Joseph Louis, comte de Lagrange
1927), mathématicien 1901), mathématicien frangais (1736-1813), mathématicien, on lui
et physicien allemand, qui a beaucoup travaillé sur les doit entre autres choses la notation f”
montre quel’interpolation polynémes (entre autres), on pour désigner la dérivée d’une fonc-
polynomiale de Lagrange lui doit I’interpolation qui porte tion.

peut diverger, méme avec son nom.

des fonctions présentant

toutes les conditions de

régularité, c’est ce qu’on

appelle le phénomene de

Runge.

FIGURE 1.1 — Quelques mathématiciens célebres liés a I’étude de I’interpolation polynomiale.

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous donnons une fonction f supposée continue, définie sur un inter-
valle de R, la plupart du temps nous noterons [a, b| cet intervalle. Nous cherchons & approcher,
dans un sens a préciser, cette fonction par un polyndme.

Attention, il ne faudra pas confondre deux approches différentes. Suivant le probléme, nous
choisissons plutdt ’'une ou 1’autre de ces approches qui sont :

1. I’interpolation : nous cherchons un polyndme qui coincide avec f en un certain nombre
de points,

2. I'approximation (au sens des moindres carrés) : nous nous donnons une distance
“entre fonctions” et nous cherchons un polyndme proche de f au point de vue de cette
distance sans toutefois passer nécessairement par des points de f.

Pour étre plus clair, dans le cas de I’interpolation polynomiale, on cherche un polyndéme dont
le graphe passe par tous les points donnés (ou connus) de f tandis que dans le cas de I’ap-
proximation, on essaie d’“épouser” le mieux possible la courbe de f par un polyndme.

Les méthodes d’interpolation et d’approximation sont utilisées par les logiciels du type Mat-
lab (ou Scilab en version gratuite) pour tracer des graphes continus a partir de valeurs dis-
cretes.

Dans ce cours nous ne nous intéresserons qu’a interpolation polynoémiale. L’approxima-
tion au sens des moindres carrés se verra en 3eme année de licence dans le cours d’analyse
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matricielle.

Il est possible de trouver des cours et des exercices dans de nombreux ouvrages disponibles
a la bibliotheque. Ceux que je suggere pour ce chapitre sont ceux de Burden et Faires [2],
Filbet [4], Quarteroni et al. [5] et Schatzman [6].

Avant de commencer, rappelons quelques résultats connus sur les polyndmes.

1.2 Rappels sur les polynomes

Soit K = R ou C. Nous notons Z(K)I’ensemble des fonctions polyndmes. Autrement dit,
pour tout P € #(K), il existe un entier n € N et des coefficients a;, ¢ = 0, ..., n dans K tels
que

P(x) = Z&ﬂi = ag + ayx' + axr® + ..+ a,a”,
i=0

pour tout z € K.

Définition 1 (Degré de polyndme - Mondme)

- Le degré d’un polynome non nul est I’indice maximum d’un coefficient non nul.
Par convention, le degré d’un polynéme nul (dont tous les coefficients sont nuls) est —oo.
- Un mondme est un polynéme de la forme a, 2", pourn € N, a,, et x € K.

Remarque

1. Notons que I’ensemble &7 (K) est un K-espace vectoriel. Nous ne le démontrerons pas.

2. Pour tout n € N*, nous noterons &,,(K) le sous-espace vectoriel de &(K) des po-
lynomes de degré inférieur ou égal a n dont {1,x,...,x"} est une base appelée base
canonique.

3. La dimension de &,,(K) est n + 1.

Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition 1 (Base de & (K))

Toute famille de polynomes de degré deux a deux distincts est libre.
Par conséquent, si (P;)o<;<, est une suite de polynomes telle que le degré de P; soit égal a i,
alors { Py, P, ..., P, } est une base de &7, (K).

Rappelons quelques résultats de premiere année de licence.
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,—{Déﬁnition 2 (Divisibilité)}

Soient P et ) € #(K) deux polyndmes. Nous disons que P divise () (ou que () est un
multiple de P) s’il existe un polynéme R € Z(K) tel que Q(z) = P(z)R(z) pour tout
z €K

,—[Déﬁnition 3 (Racine)}

Soient P € Z(K) etz € K.
1.
2.

xq est une racine (on dit aussi zéro) de P lorsque P(x) = 0,

T est une racine d’ordre k de P si (z—1)" est un diviseur de P tandis que (z—z0)""!

ne I’est pas,

. un polyndme de degré n est scindé lorsqu’il est le produit de n polyndmes de degré 1.

Autrement dit, 1l admet n racines distinctes,

. un polyndme est dit unitaire (ou normalisé) quand son coefficient dominant est 1.

,—[Proposition 2 (Polyndmes et racines)}

SO

Soit P € 2(K).
1.

Si le polyndme P est non nul, alors il posséde un nombre fini de racines distinctes
inférieur ou égal a son degré.

Si le polyndme P s’annule en un nombre infini de points, alors il est nul.
Si le polyndme P est de degré n et s’annule en n + 1 points alors il est nul.
Soient P et () deux polyndmes , alors d°(P + @) < max(d°P, d°Q).
Soient P et () deux polyndmes , alors d°(PQ) = d°P + d°Q).

~ Définition 4 (Dérivée)

Le polyndme dérivé du polyndme P(x) = Z apx” est le polyndme P’ (z) = Z kagz*!
k=0

k=0
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Proposition 3 (Formule de Taylor)
Soit P € Z(K), qui s’écrit P(z) = Zakxk alors,
k=0

" P®) (g
1. P(z)=>)_ k('TO)(x — 10)*, ot P®) désigne la dérivée k-ime de P, et zy € K.
k=0 ’

De cette fagon un polynome de degré n est entierement déterminé par la connaissance
de P(xg), ....P™(xq).

2. 7 est une racine d’ordre k de P si P(zq) = ... = P%*~V(z4) = 0 mais P®) () # 0.

Intéressons nous maintenant a I’interpolation polynomiale a proprement parlé. I1 existe plu-
sieurs méthodes. Nous allons décrire ici les plus “incontournables” ou “classiques” selon les
points de vue. Rappelons cependant qu’il y a un point commun pour chacune des méthodes :
il faut suffisamment d’informations pour avoir une “bonne” interpolation™ : a la fois sur la
régularité et sur le nombre de points.

Commencons par la plus célebre, I’interpolation de Lagrange.

1.3 Interpolation de Lagrange

Soit f : [a,b] — R continue. Nous nous donnons n + 1 points distincts dans [a, b],

a<xp <2 < ... <Ty <b,

appelés nceuds.

Pour plus de simplicité, quand ce n’est pas précisé nous noterons &, au lieu de &, (R)
I’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels. Rappelons que cet
espace est de dimension n + 1.

1.3.1 Avec les polynomes de Lagrange



Interpolation polynomiale

Théoréeme 1 (POLYNOMES DE LAGRANGE)

Pour tout choix de nceuds xg, 21, ..., z,, dans [a, b], il existe un unique polynéme P, de degré
inférieur ou égal a n qui coincide avec f aux points xg, Z1, ..., T, (i. e. P(x;) = f(x;) pour
tout 5 =0, ...,n).

Ce polynome s’€écrit

Py(z) = Zf(sw)Lj(w% (1.1)

pour tout j = 0, ..., n.

Remarque

1. Les polynémes de Lagrange sont tels que

1, si j=k,
Lj(xk) = Ok = { 0, sinon.

on rappelle que 0, est appelé symbole de Kronecker.

2. L’écriture (1.1) n’est pas utilisée en pratique. On ne peut pas calculer facilement le
polynome d’interpolation de f aux point xq,x1, ..., x, a partir du polynéme d’inter-
polation aux neeuds o, x1, ..., T, étant donné que chacun des L; dépend de tous les
neeuds.

Il existe une autre forme, plus pratique a utiliser : la forme de Newton.

1.3.2 Forme de Newton

Construisons la méthode de Newton pas aprés pas. En commencant avec 1 nceud, puis 2
nceuds, puis n noeuds

1. Avec un seul nceud x :
Py de degré 0 et Py(zo) = f(xg), donc

Fy(x) = f(xo).

2. Avec 2 neeuds xq et x1 :
P, de degré inférieur ou égal a 1, nous avons

Pi(z0) = f(z0), Pr(z1) = f(21).

Nous écrivons alors
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Pi(z) = Po(r) + Ri(r), oudeg(Ry) <1

Or PI(LUQ) = f(&?o) = P ( ) donc Rl(xo) 0.
D’ou Ry(z) = ay(z — o).
De plus Py(z1) = f(x1) = f(x0) + a1(x1 — x0), et donc

= f(iﬂl) - f(xo)

1= .
1 — X
Nous notons alors f[xg, z1] := w le coefficient a;. Et donc,
1= %o

Pi(z) = f(wo) + flzo, v1] (7 — x0).

3. Avec 3 neuds xq, x, et x5 :
P, de degré inférieur ou égal a 2, nous avons

Py(x0) = f(0), Pa(x1) = f(21) et Po(w2) = f(22).
Nous écrivons alors
PQ(.%) = P1<£IZ’> + RQ(%), ol deg(RQ) < 2
Or

Pg(l‘o) = f(l’(]) = Pl(ZL’()) donc RQ(ZE()) = O, et
PQ([El) = f(l'l) = Pl(l'l) donc RQ(ZEl) = 0.

D’ou RQ(I‘) = CLQ(.CL’ - Io)(SL’ - I‘l).

De plus PQ(IQ) = f(ZEQ) = f(l’o) + al(xg — l’o) + CLQ(I‘Q — l’o)([L‘Q — ZEl).

En soustrayant 1’expression de P (x) a celle de P»(x1), nous obtenons
flzr, wa] = flzo, 21]

2 = s
To — X

ou flxy, zo] = Jla) = Jan) et f[zo, x1] est défini précédemment comme le coeffi-
T2 — X1
cient a;.

f[lUl, 1’2} - f[%, 1]

To — X

le coefficient a,. Et donc,

Nous notons alors f[xg, T1, zo] :=

Py(x) = f(xo) + flzo, z1](x — x0) + flzo, 1, 22| (x — o) (x — 27).

De facon générale nous pouvons construire le cas a n noeuds. Pour le calcul des coefficients :
nous introduisons la notation des différences divisées

flzo] = f(zo) pour tout réel x,

et pour tout n € N*, pour tous nceuds réel zg, x1,...,2,,

flz1, oy xnga] — flxo, ,xn]

flzo, s Tnga] =
Tpt+1 — To
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r—[Théoréme 2 (METHODE DE NEWTON)}

Pour tout n € N*, pour tous neeuds zg, x1, ..., x,, dans [a, ], il existe un unique polynéme P,
de degré inférieur ou égal a n qui coincide avec f aux points xg, z1, ..., T, (i.e. P(x;) = f(x;)
pour tout j = 1,...,n).

Ce polynome s’€écrit

Po(z) = flzo] + flxo, 1)(x — o) + ... + flZ0, -, Ta] [T (7 — z4).

Pour construire les coefficients de Newton nous procédons de la fagon suivante :

ap = f(xo)

ay = flxo, x1] =

f(xy) — f@o)

1 — X
f(x2) — f(z1) _ f(a1) — flxo)
a2:f[$0,$1,$2] — f[xbe]_f[anxl] _ To — 1 1 — To
To — X T — X
an = flwo, 1, ,2,] = Flo, @, o wn] = flro, @y, @2, ]

Tn — Zo

Remarque
Cette fois-ci, la forme de Newton est bien adaptée a un algorithme, il suffit de calculer les
coefficients a ’aide de la définition des différences divisées par récurrence.

1.3.3 Erreur d’interpolation

F{Théoréme 3 (ERREUR D’INTERPOLATION)}

Soit f : [a,b] — R de classe €™ "'. Notons P, son polyndme d’interpolation aux nceuds
xg, X1, ..., T, dans [a, b]. Alors pour tout = € [a, b]
Mn+1

1) = Pa(o)] < s

|7 ()

’

n

m(w) = [ (v — o) et Myya = sup [fO+D ()],
k=0 z€[a,b]
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Remarque

1. Notons que M, est fini car f"*Y est continue sur le compact [a, b).

2. D’autre part, ce résultat repose sur le lemme suivant

Lemme 1 (LIEN DIFFERENCES DIVISEES ET DERIVEES)

Si f est de classe € alors pour tous neeuds zg, 1, ..., , dans [a, b] il existe £ € [a, b] tel que

@)
pl

flxo, ..., xp] =

Remarque
Ce résultat n’entraine pas la convergence uniforme de P, vers [ quand n — +o0.
En effet, le polynome m,, peut beaucoup osciller quand on augmente son degré et la norme

[Tnllee = sup |m,(2)]
z€[a,b]

peut étre trés grande. L’erreur peut donc dépendre a la fois de la taille du segment |a, b] et de
la répartition des neeuds sur cet intervalle. Un exemple classique lorsque la répartition est
équidistante est appelé phénomene de Runge.

Pour y remédier, nous pouvons chercher une répartition des points x, ..., T, qui rendent la
norme ||, || minimale. C’est le cas pour les polynomes de Tchebychev (voir en TD). Mais
méme ¢a n’évite pas nécessairement le phénomene d’oscillations.

En pratique, un autre moyen est d’utiliser l’interpolation composée.

1.3.4 Interpolation composée

Afin de se prémunir des instabilités numériques comme le phénomene de Runge qui peuvent
apparaitre sur des grands intervalles ou des degrés de polynomes trop grands, nous utilisons
une interpolation polynomiale avec des polynomes de degré peu €levé (pour se préserver des
instabilités) sur des sous intervalles de [a, b] (et donc des intervalles de petites tailles).

Nous considérons les nceuds a = ag < a1 < ... < a,, = b qui subdivisent [a, b].

D’autre part, dans chaque intervalle [a;, a,,1] nous choisissons m + 1 nceuds zj, ..., 27, et
nous construisons un polyndme de Lagrange sur chacun de ces sous-intervalles aux nceuds
choisis. Il faut quand méme que I’interpolation soit continue aux extrémités de chacun des
sous-intervalles. On s’assure de ¢a en prenant x}, = a; et ', = a;41. Nous avons alors le
résultat suivant.
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Théoréme 4 (INTERPOLATION COMPOSEE)

Soit f : [a,b] — R continue.
1. (Existence) Il existe,
2. (Unicité) une unique fonction f,, ,, : [a,b] — R

3. (Continuité) continue sur [a, b] telle que
fmnl laj,a;,1] POlynome de degré inférieur a m,
4. D’autre part,
fmn(xr) = f(zg) pourtout 0 < k <m,0 < j <n.

5. De plus, si f est de classe €™ ! alors

hm,-i— 1

mllﬂ’”*”llw

’f - fm,n”oo S

Remarque
Ici a m fixé, quand h — 0 nous avons bien la convergence uniforme de f,, , vers f sur [a,b|.

Remarque

Dans la pratique, on constate qu’une tres bonne approximation n’est pas forcément effectuée
avec polynome de tres haut degré, mais plutot avec une successions de plusieurs polynomes
de degré peu élevés répartis sur des sous intervalles beaucoup plus petite que [a, b|.

Cependant, nous avons besoin quelques fois non seulement que 1’interpolation se fasse non
seulement pour les fonctions f aux nceuds, mais également pour la dérivée f’ en ces mémes
nceuds. C’est ce qu’on appelle un mélange de polyndme interpolateur (dont la valeur en un
nceud donné est celle de f en ce nceud) et osculateur (dont la valeur en un nceud donné est
celle de f en ce nceud). Noter qu’osculateur vient du latin osculare qui signifie “embrasser”.
Autrement dit, on souhaite vraiment qu’en ces nceuds, le polyndme “embrasse” le graphe de
f. Cette méthode est une alternative permettant d’éviter les phénomenes d’interpolation du
type Runge.

1.4 Interpolation d’Hermite

Nous construisons un polyndme d’interpolation en utilisant les valeurs de f et de sa dérivée.
Nous supposerons f de classe € sur [a, b].
Nous cherchons maintenant un polyndme P tel que pour tout 0 < 57 < n
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{f(l‘j) = P(zy),
f'(zy) = P'lxy).

Le polyndme P est de degré 2n + 1. Pour ¢a, nous utilisons les polyndmes H, et H, tels que
Hy(;) = 0js Hi(x;) = 0, Hy(wy) = Oet H(x;) = o
pour tous 0 < £, 5 < n. Avec la base de Lagrange , nous pouvons écrire

{ 1) = D2t =),
Hy(z) = Lp(x)*(x — ).

Théoreme 5 (INTERPOLATION D’HERMITE)

Soient x, ..., T,, des nceuds de [a, b], f : [a,b] — Rde classe €. 1l existe un unique polyndme
P de degré inférieur ou égal a 2m + 1 tel que pour tout 0 < j < n,

P(x;) = f(x;), et P'(x;) = f'(z).

Il s’écrit,

n

P) = 3 (f(on) Hylw) + /(@) i)

k=0
De plus, si f est de classe €>" ! alors

LFC™ 2 oo

- m‘ﬁn(ﬂa’)ﬁpour tout = € [a, b).

Remarque Comme pour ’interpolation de Lagrange, cette forme n’est pas adaptée a un
algorithme. Quand on rajoute un neeud il faut tout recalculer. Il existe aussi pour les po-
lynémes d’interpolation d’Hermite une écriture a [’aide des différences divisées que nous
n’aborderons pas ici.

1.5 Splines

Nous avons vu qu’il était possible d’éviter les instabilités en divisant ’intervalle [a,b] en
sous intervalles et en utilisant les interpolations composées qui sont des interpolations par
morceaux avec des polyndomes de degrés assez bas. Ceci permet ainsi d’obtenir des résultats
corrects mais avec peu de régularité sur les extrémités de chaque morceaux. On ne demandait
en effet que de la continuité pour relier les différents polyndmes entre eux.

L’idée ici est de combiner cette méthode avec celle utilisée pour les polyndomes d’Hermite
afin de régulariser a souhait chacune des liaisons entre les morceaux de polyndomes de faible
degrés de I’interpolation composée.

Cette méthode est la méthode d’interpolation par les spline (cerce en francais). Le mot spline
(prononcer “‘splaine” pour ne pas confondre avec le spleen (ce qui n’a rien a voir), méme si
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communément en France, le mot est prononcé “spleen” justement). Ce mot spline désignait
a ’origine une latte de métal ou de bois tres fine. C’est devenu en 1895 un regle flexible
pour dessiner non pas des lignes droites mais des courbes. Ces splines ont été utilisée pour la
construction d’avions et de bateaux.

On utilise désormais les splines “numériques” pour le dessin industriel de tout ce qui est
courbe (les avions, les bateaux, les voitures,...). Ce n’est donc pas un hasard si les personnes
qui ont créé I’interpolation par les splines viennent du design industriel dans les années 50-60
comme de Casteljau chez Citroén, Pierre Bézier chez Renault, et Birkhoff, Garabedian, de
Boor chez General Motors.

Définition 5 (SPLINE)
Soient xq, ..., ,,, n + 1 noeuds de [a, b], avec
a=xo<x1 <..<x,=0>0
La fonction sy : [a, b] — R est une spline de degré k relative aux nceuds z; si

Ski = Sk |[zi,we]€ Pk >pouri =0,...,nets;, € €*1[a,b).

tout polyndme de degré k sur [a, b] est donc une spline, mais en pratique on considére
1. les splines constituées de n polynomes différents sy, ; sur chaque sous intervalle [z;, z;41],

2. etil peut y avoir des discontinuités de la dérivée k-ieéme aux nceuds internes.

1.5.1 Calcul d’une spline

Le i-ieme (i = 0, ...,n — 1) polyndme s; ; = Sy|[z, 2,,,] cOmposant la spline est d’ordre k
et peut s’écrire sous la forme

k

Ski = Zahi(x - xi>h-

h=0

Calculer une spline équivaut donc a déterminer (k + 1)n coefficients ap; avec les conditions
suivantes :

1. il faut k(n — 1) conditions pour les dérivées
Siila(e) = 53 (@),

c’est a dire que la dérivée m-ieme du polyndme a gauche en z; est la méme que celle
du polyndme a droite en z; pouri = 0,....n —letm =0,....k — 1.

2. Iy an + 1 conditions d’interpolations aux points x;, c’est a dire

ski(z;) = f(z;) pouri =0, ..., n.
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3. k — 1 interpolations additionnelles qui sont données par trois options :
(a) les splines “périodiques” : c’est a dire s\ (a) = 5™ (b) pourm =1, ... k — 1,

(b) les splines “serrées” (en anglais “clamped”) : c’est a dire s,gm)(a) = f(a)™ et
s (b) = f(B)™ pourm =1,...,k — 1,

(c) les splines “naturelles” : c’est a dire que pour £ = 2] — 1, avec [ > 2, on a
2(l — 1) = k — 1 conditions additionnelles qui sont :

s,(fﬂ)(a) =0,et s,(fﬂ)(b) =0pourj=0,1,....0 —2.
Exemple Sik =3, alorsl =2etona s,(f)(a) =0et s,(f)(b) = 0 (2 conditions).
1.5.2 Splines cubiques

Les splines les plus couramment utilisées sont les splines cubiques (de degré £ = 3) pour
deux raisons principales :

1. ce sont les splines de moindre degré qui permettent une approximation ¢ (autrement
dit les dérivées premieres et secondes sont continues),

2. elles ont de bonnes propriétés de régularité.

Le calcul d’une spline cubique se fait de la fagon suivante : il faut déterminer (k 4+ 1)n = 4n
coefficients pour déterminer le polyndome sz avec les conditions :

1. d’interpolation : s3(z; ) = f(x;) = s3(z;) pouri = 1,...,n — 1 (ce qui fait 2(n — 1)

conditions),
2. s3(xg) = f(a) (ce qui fait une condition de plus),
3. s3(x,) = f(n) (ce qui fait une condition de plus),
4. sh(x;) = sh(x]) pouri =1,....,n — 1 (ce qui fait (n — 1) conditions),
5. s§(z;) = s4(x;) pouri =1,...,n — 1 (ce qui fait (n — 1) conditions).

Au total, ¢a fait 4n — 2 conditions. Les £ — 1 = 2 conditions restantes sont les conditions
additionnelles imposées par I'utilisateur (soit les splines périodiques, soit les splines natu-
relles).

Le calcul d’une spline demande donc la résolution d’un systeme linéaire de 4n équations.

13
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Théoreme 6 (SPLINE CUBIQUE)
Soient z, ..., ,,, n + 1 nceuds de [a, b], avec
a=x9g <11 <..<xy,=0>0

Soit f : [a,b] — R.

1. Alors il existe une unique spline cubique naturelle (avec la condition additionnelle
naturelle s,(f)(a) = 0Oet 5,22)(6) = 0) ou périodique (avec la condition périodique (
s (a) = 5™ (b) pour m = 1, ..., k — 1)) interpolant les (n + 1) nceuds.

2. Side plus f est différentiable en a et b alors il existe une unique spline serrée (s} (a)

f'(a) et 5,(b) = f'(b)).

On a alors I’erreur d’interpolation suivante :

Théoreme 7 (SPLINE CUBIQUE : ERREUR)

Soit f € €([a, b]) avec max | £ ()| = M. Si s5 est I'unique spline cubique serrée interpo-

lant f aux neeuds a = zp < 1 < ... < x,, = b, alors

_ M .
max |f(z) — ss(s)| < oo max (2510 — ;)"

Il est & noter que la condition additionnelle naturelle donne en général des résultats moins
précis que les conditions serrées aux bords de ’intervalle [a, b] sauf si la fonction f satisfait
également f”(a) = f”(b) = 0. Une alternative a la condition naturelle qui ne requiert pas de
condition particuliere sur la dérivée de f est la condition “not-a-knot” (pas un nceeud). Mais
par contre il faut que sé?’) soit continue en x; et en x,,_1.

Remarque

Dans la pratique, on constate qu’une tres bonne approximation n’est pas forcément effectuée
avec polynoéme de tres haut degré, mais plutot avec une successions de plusieurs polynomes
de degré peu élevés répartis sur des sous intervalles beaucoup plus petite que [a, b].

Les splines d’interpolation peuvent toutefois présenter trois inconvénients :

1. la spline peut également devenir oscillante si les dérivées de la fonction a interpoler
deviennent trop grandes,

2. la spline dépend du choix du systeme de coordonnées, donc elle ne possede pas de
propriété d’invariance géométrique,
3. ceci peut étre génant si la spline est utilisée pour représenter graphiquement une courbe

qui n’est pas une fonction mais une fonction paramétrée (une ellipse par exemple).
Dans ce cas 13, il faut utiliser la spline de maniere paramétrique.



Chapitre 2

Calculs approchés d’intégrales a une
variable

1l ne faut pas uniquement intégrer. il faut
aussi désintégrer. C’est ca la vie. C’est ¢ca
la philosophie. C’est ¢a la science. C’est
ca le progres, la civilisation.

Eugene lonesco, 1950
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(a) Roger Cotes(1682 (b) Georg Friedrich Bernhard Riemann (c) Thomas Simpson (1710-1761),
— 1716), mathématicien (1826— 1866) , mathématicien allemand, mathématicien anglais généralisa la
anglais, proche d’Isaac tres prolifique, on lui doit entre autres méthode de Newton au calcul itéra-
Newton. Leur collaboration des travaux sur les intégrales, dans la tif des solutions d’une équation non
aboutira entre autres a la continuité de ceux de Cauchy, a I’origine linéaire, en utilisant les dérivées
découverte de la méthode de ce qu’on appelle désormais les inté-

de Newton-Cotes en ana- grales de Riemann.

lyse numérique. Celle-ci

est une généralisation des

méthodes des trapezes et

ISimpson pour le calcul des

intégrales.

FIGURE 2.1 — Mathématiciens célebres liés a 1’étude des intégrales et de leurs approximations.

Il est tres difficile, voire souvent impossible de trouver les primitives d’une fonction. Et
donc, de calculer I’intégrale d’une fonction sur un intervalle. Pourtant, dans de nombreuses
applications en physique, en chimie, en biologie il est nécessaire d’estimer ces intégrales. Par
exemple, en dynamique de population, I’intégrale entre 1’dge a = 0 jusqu’a 1’adge maximum
Gmaz (qui pourrait étre estimé a 130 ans), en un instant ¢ d’une fonction f dépendant de a
permet d’évaluer en un temps ¢, une population totale observée suivant tous les ages. C’est
ce qui permet de voir évoluer par exemple la pyramide des ages au cours du temps.

Il est donc essentiel de trouver des moyens pour évaluer ces intégrales sans connaitre expli-
citement les expressions des primitives.

Il est possible de trouver des cours et des exercices dans de nombreux ouvrages disponibles
a la bibliotheque. Ceux que je suggere pour ce chapitre sont ceux de Burden et Faires [2],
Filbet [4], Quarteroni et al. [5] et Schatzman [6].

L’objectif de ce chapitre est donc de donner des méthodes permettant d’approcher les inté-
grales. C’est ce qu’on appelle en mathématiques, la quadrature. A 1’origine, la quadrature
d’une surface est la recherche d’un carré ayant méme aire que la surface en question. C’est
devenu par extension le calcul d’une intégrale.

L’une des méthodes les plus connues, la plus intuitive qui permet de construire les intégrales
de Riemann comme vu en premicre année de licence est la méthode des rectangles.
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2.1 Meéthode des rectangles

Considérons une fonction f : [a, b] — R une fonction continue. On découpe 1’intervalle [a, b]
en n sous-intervalles [z, xy1] réguliers (k = 0,...,n — 1), avec xg = aetz, = b,n € N.
Par construction, la longueur & d’un sous-intervalle est

pobtze

n

Et donc, chacun des z;, se calcul en fonction de h par

rr=a+k a:a—i—kh,pourk:(),...n.

n

Sur chacun des sous-intervalles , on approche f par une fonction constante égale a la valeur
de f en un point [z, g 1] pour k =0, .., n.

1. Sic’est le point x; on parle de méthode des rectangles a gauche.

2. Sic’est le point x4, on parle de méthode des rectangles a droite.

L+

x
3. Sic’est le point s L on parle de méthode du point milieu.

Supposons que ce soit un point quelconque & € [xy, 41]. La somme de Riemann 7, (f)
correspondante est donnée par

SH
|
S

3

L

I(f) = f(&).

0

S
o~
I

h—
C’est la somme des aires des rectangles de hauteur f(&;) et largeur h = e
n

b
On montrerait que lim 7,(f) :/ f(z)dz.

n—-+400

Remarque
On ne considerera ici que les fonctions continues. Des cas plus généraux seront abordés dans
le cours d’intégration de troisieme année.

De facon générale, qu’appelle-t-on une formule de quadrature ?
Une formule de quadrature est une formule du type

[ = ngﬂxi),

ou zo, ..., T, sont des point différents dans [a,b], n € N et wy, ..., w, sont des réels appelés
poids, qui sont a déterminer pour avoir une valeur approchée de I’intégrale de f entre a et b.
Le but est donc de trouver les meilleurs poids w; pour avoir la meilleure approximation de
I’intégrale.

17
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2.2 Meéthodes construites a partir des polynomes d’interpo-
lation

Une des méthodes les plus simples consiste a utiliser les polyndomes d’interpolation (voir
chapitre 1). Il existe plusieurs approches pour choisir les nceuds auxquels les interpolations
sont faites. Si les nceuds sont répartis de facon équidistante, la méthode est appelée méthode
de Newton-Cotes simple. Si en plus le premier et le dernier nceuds sont les extrémités res-
pectives de I'intervalle (c’est a dire zp = a et x,, = b dans le cas ou I’intervalle étudié est
[a, b]), on parle de méthode de Newton-Cotes fermée, s’ils sont différents de a et b on parle
de méthode de Newton-Cotes ouverte.

Quand les points ne sont pas répartis de facon équidistante, pour essayer d’optimiser 1’erreur
d’approximation par exemple, on utilise d’autres méthodes, comme par exemple les diffé-
rentes méthodes de Gauss construites pour optimiser au mieux la répartition des points quand
ces derniers ne sont pas imposés. Nous verrons en TD quelques une de ces méthodes.

2.2.1 Formules simples

L’idée est la suivante : on sait calculer explicitement les intégrales de polyndomes puisque 1’on
connait leurs primitives.

Il ne nous reste plus qu’a trouver des interpolations polynomiales satisfaisantes pour le pro-
bleme que 1’on cherche a résoudre.

Si I’on choisit une méthode quelconque (Newton-Cotes fermée, ouverte ou une méthode de
Gauss) voici comment les méthodes d’interpolation fonctionnent. Soit f : [a,b] — R. Soit
n € N. On note P, le polyndme d’interpolation de Lagrange de f aux nceuds zy < ... < x,
dans [a, b].

On approche alors I’intégrale de f de la fagon suivante

/abf(:c)d:c ~ /ab P, (2)dx.

On sait d’apres le chapitre 1 que

Par conséquent

Autrement dit
b
/ Pu(@)dz = 3" (wy) (),

b
avec les w; = Li(x)dz, i = 0,...,n, qui sont indépendants de f et ne dépendent que

a
de a, b et des nceuds zy < ... < x,. On dit alors que la formule de quadrature est de type
interpolation su les w; sont de cette forme.
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Exemple

1. Pour un point :
Si zg = a, on a Py(z) = f(a) constante.
Et donc de facon assez simple

b
/ f(z)dz ~ (b—a)f(a).

C’est la méthode des rectangles a gauche. Mais ce n’est pas la seule, il y a aussi les
rectangles a gauche et le point milieu.

2. Pour deux points :
Sizg=aetx;=b ona

Pi(a) = f(a), Pr(b) = f(b) et degP < 1.

Par conséquent

Et ainsi,

[ syis = - 1O

C’est la méthode des trapezes.

3. Pour trois points :
c’est la méthode de Simpson.

2.2.2 Ordre d’une formule de quadrature, erreur

1. Ordre :

Définition 1 (ORDRE DE QUADRATURE)

On dit qu’une formule de quadrature ) w; f(x;) est d’ordre p (ou de degré de précision, ou

7=0
de degré d’exactitude) si la formule est exacte sur &, mais n’est pas exacte au moins pour

un polyndme de degré p + 1.

Remarque

La précision de ’intégration numérique peut s’améliorer en augmentant le nombre de
neeuds ou en augmentant I’ordre de quadrature. On peut remarquer (sans le montrer
ici) que si f n’est pas €™ il ne sert a rien d’utiliser une formule de quadrature
d’ordre n+ 1. Comme dit un peu plus haut, la méthode de quadrature de Gauss permet
justement de trouver les n + 1 points non espacés réguliérement pour avoir [’ordre le
plus élevé. On pourrait montrer (en exercice) pour n + 1 points de degré 2n + 1.

19
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,—[ Théoréeme 1 (ORDRE DE QUADRATURE ET POLYNOMES) }

Une formule de quadrature a n+ 1 points est exacte sur ’espace vectoriel &2, des polyndmes
de degré au plus n si et seulement si elle est de type interpolation a n + 1 points c’est a dire

b
siw; = / L;(z)dx,i=0,...,noules Lj sont les polyndmes de Lagrange.

4 Définition 2 (FORMULE DE QUADRATURE EXACTE)}

k

2

n
On dit qu’une formule de quadrature ;)wj f(x;) est d’ordre p si elle est exacte pour x
]:
k = 0,1, ...,p mais non exacte pour z*!, c’est a dire pour f(x) = 1,z,2% x
pas zP 1,

3 ..., 2P mais

Remarque

(a) En effet, étant donné que {1,x, 22 23, ..., 2P} forme une base de I’ espace vectoriel

des polynomes de degré inférieur ou égal a n il est donc équivalent de dire exacte
sur P, ou de degré de précision au moins égal a n.

(b) De facon générale, on montrerait que pour les méthodes de Newton-Cotes fer-
mées, c’est a dire xo = a et x, = b avec des points équidistants est exacte pour
un polynome de degré inférieur a n et si n est pair, la formule est exacte au degré
inférieur ou égal an + 1.

Exemple

b
(a) Pour la méthode des rectangles a gauche : / flz)dz ~ (b—a)f(a).
Ordre : ‘

Cette formule est exacte pour les fonctions constantes, c’est a dire sur .

b (b—a)?
Par contre, | (x —a)dx = 5 # (b—a)(a —a) = 0. La formule n’est

donc pas d ‘ordre 1.
Conclusion, la formule est d’ordre (.

b

(b) Pour la méthode des trapézes : / fz)dr ~ (b— CL)M.
Ordre : ‘
Cette méthode est d’ordre 2.
Elle est exacteb sur Py et P,

3
Par contre/ (r —a)*dr = (b—a)
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2. Erreur
Nous avons vu dans le chapitre 1 sur I’interpolation polyndmiale que si f est de classe
¢"([a, b]), alors pour tout x € [a, b],

(n+1)
@) = Paol < i )
o) = T[ (@ ) et 70 = ma £+

k=0

Alors, si la formule de quadrature est obtenue a partir de P,, et si f est de classe €1, on a

/abf(@dx—zn;wjf(xj) /ab(f() ))da / F(2) — Pu(a)|dz,

par I'inégalité triangulaire.
Puis par la formule de I’erreur d’interpolation

b n n+1
/ F@)dr 3w f(z;)] < ”f ”“ / i (1)
a ]:0

Une estimation assez grossiere s’obtient alors en écrivant

n

(@) = [T ] (2 — @) < (b—a)"*.
Ainsi,
/ |70 (2)|dz < (b— a)" .

Par conséquent, si f est de classe €™ ([a, b]),

/ e d:c—Zwa ;)

IIf(”+1 [loo

< n n 1)‘ (b _ a)n+2.

Exemple

b
Pour la méthode des rectangles a gauche : / f(x)dx ~ (b —a)f(a).

Erreur :

1" loo-

(b—a)?
2

| @ = 0= af@)| < 15 [ (- ayde -

fla) + f(b)

b
Pour la méthode des trapézes : / f(z)dz ~ (b—a) 5

Erreur :

x)dr — (b—a)f(a);f(b)’ < Hf;”OO/ (x —a)(b—z)dz.

21
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/ab(x—a)(b—x)dx: /ab @dm: (b_6a)3_

Par conséquent, ’erreur est estimée par la formule suivante

b a )

2

2.3 Formules composées : formules de Newton-Cotes com-
posites

Plutét que d’utiliser un polyndme d’interpolation de degré élevé sur tout [a, b, on utilise des
formules d’ordre peu élevé sur des sous-intervalles de [a, b].

Soit N € Nx. On divise [a, b] en N sous-intervalles de méme longueur i = Ta. On pose

h—
ensuite q; = a+sza,pour0 <k <N.

Sur chaque sous-intervalle [ay, aj41], on utilise la méme formule simple, en général de degré
peu élevé.

Méthode :

on part d’une formule de quadrature sur [0, 1]

[ sy~ Zn%wjﬂxj),

ot les (z;)o<j<n sont (n + 1) points distincts dans [0, 1].
B
A partir de cette formule, on construit des formules pour calculer / f(z)dz, ou cv et (5 sont

des réels quelconques tels que o < 3. Alors par le changement de V(griable r=a+t(f—a)
(onadr = (f — a)dt, et

[ s =) [ st apa
Par conséquent
[ s =3 - a) zn;wjg@j),
c’est a dire i
[ st 3~ gwjﬂa g8 —a))

Ensuite, pour écrire la formule composée, on découpe I’intégrale en somme de /N intégrales
correspondant aux sous-intervalles. On obtient de cette fagon
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/abf(:v 3

soit encore

ak+1 N-1 n
/ (x)dx ~ Z<ak“ — ay) Zwif(ak + (ak+1 — ar)xj),
k=0 Jj=0

k=0

Exemple

b
Pour la méthode des rectangles a gauche : / f(z)dz ~ h Z f(ax),

puisque Sy wif(ay + hay) = flap).

b N-1
Pour la méthode des trapézes : / f(z)dz ~ h Z f(ar) +2f(ak+1).
Erreur :
Supposons [ de classe €n + 1([a, b]). Lerreur pour cette méthode s’établit de la fagon sui-
vante

b N—-1 n
/f(x)dx— Nazz% (ap + hx;)
ak+1 ZO _N 1 n
— Z/ ~ ZZ% (ar + hzx;)
k=0 j5=0

N 1

Z/akﬂf dw—b_aij flax + hx;)
ag

< If" o (b—a e
- (n+1)! N '

k=0

IA

T
et

Dans le dernier membre de 1’inégalité, nous voyons qu’aucun des facteurs ne dépend de k.
Par conséquent, nous obtenons,

b i b_aNfl n ) Hf(n—i—l)Hoo b " "
_ < 44 0™ /p n
i f(x)dx N Z w; flag + hz;)| < 1) (b—a) )
k=0 j=0
n+2 b—(l

h—
puisque I’on multiplie (Ta par N etque h = N
Lerreur est donc en O(h™™!). La formule de quadrature composée est proche de I'intégrale
de f 2 O(h™*!) pres.
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Chapitre 3

Résolution approchée d’équations non
linéaires

Non, la vie d’un individu n’a rien de
linéaire, et pourtant son histoire est plus
facile a raconter dans une apparente
linéarité, dans un enchainement qui se
veut logique.

Douglas Kennedy
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(a) Sir Isaac Newton (b) Joseph Raphson (vers 1648- (c) Stefan Banach (1892-1945),
(1642-1727), Newton qui vers 1715), mathématicien an- mathématicien polonais est 1'un
partage avec Gottfried Wilhelm glais, connu pour la méthode de des fondateurs de I’analyse fonc-
Leibniz la découverte du calcul Newton-Raphson qu’il découvra tionnelle, a qui I'on doit entre
infinitésimal, a également déve- en méme temps que Newton de autre un théoréme éponyme du
loppé une méthode éponomyme fagon indépendante. point fixe.

pour trouver un point fixe.

FIGURE 3.1 — Quelques mathématiciens célebres liés a I’étude des nombres entiers, rationnels et réels.

Il est possible de trouver des cours et des exercices dans de nombreux ouvrages dispo-
nibles a la bibliotheque. Ceux que je suggere pour ce chapitre sont ceux de Burden et Faires
[2], Filbet [4], Quarteroni et al. [5] et Schatzman [6].

L objectif de ce chapitre de s’approcher le plus pres possible de la solution, quand elle existe,
d’un systeme non linéaire. Les systémes linéaires (qui sont de la forme f(x) = Ax + b, ou x
et b sont des vecteurs de R” et A une matrice carrée a n lignes et n colonnes), paradoxalement
se verront en 3eme année de licence dans le cours d’analyse matricielle. Les méthodes dé-
veloppées pour ces systemes linéaires sont en effet trop longues pour les exposer brievement
ici.

D’un autre coté, les systemes non linéaires se retrouvent dans tous les problemes issus de
la physique, de la chimie et de la biologie. A titre de comparaison, considérer que tous les
problemes sont linéaires correspondrait en biologie a considérer que tous les animaux sont
des éléphants. La non linéarité décrit de facon plus fine les problemes. Mais d’un autre coté
ils amenent une difficulté qui est de trouver la solution quand elle existe de ces systémes.

La plupart du temps, nous sommes incapables de donner une forme explicite de la solution.
La seule chose que nous pouvons faire est alors de 1’approcher numériquement, d’aussi pres
que ’on veut mais surtout que 1’on peut (contrainte du temps, de la puissance de 1’ordina-
teur,...).

Les systemes non linéaires sont de la forme

trouver Ty € F,
tel que  f(z.) =0,

ou £ est un ensemble donné.
Ce chapitre se partagera en trois parties importantes : proposer un cadre mathématique adapté
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a ce type de probleme (existence, unicité des solutions et localisation de ces solutions), pré-
senter des méthodes numériques pour approcher la solution (notion de convergence locale ou
globale), définir la vitesse de convergence (ordre) de ces méthodes vers la solution exacte.
Dans tout ce chapitre,

E désigne un sous ensemble de Ret f : £ — R.

Nous donnerons a la fin de ce chapitre un résultat sur les systemes d’équations linéaires ou
cette fois-ci

E désigne un sous ensemble de R" et f : £ — R™", n > 2.

Pour I’instant, intéressons nous seulement a la dimension 1.

3.1 Rappels sur la convergence

Commengons par rappeler quelques résultats généraux (dans n’importe quel espace métrique)
sur la convergence de suite ainsi que 1’ordre de convergence (c’est a dire la vitesse a laquelle
la suite converge). Soient £ un espace métrique (pour nous ce sera soit R soit R) et F' un
sous R-espace vectoriel, soit d la distance associée a F/, soient K un sous ensemble de F/, et
f + E— F'. Le probleme linéaire que nous étudierons se présente sous la forme

trouver r, € L,
() { tel que  f(z.) =0,

Commencgons par un bref rappel de la convergence d’une suite.

Définition 1 (CONVERGENCE)

Soit £ un espace métrique (dans notre cas, ce sera soit R soit R”), muni de la distance d(., .)
(qui est associée a |.| dans R et ||.|| dans R™).

Soit (2 )ren une suite de £ approchant la solution x, de (") donné par (3.1) et vérifiant
xo = x9 € K.

Nous disons que la suite (z)ren converge vers T si

lim d(zg,z.) =0
k—+o00

(ouencore lim |zy —z.] =0dans Ret lim |[|zx — z.|| = 0 dans R™).
k—+o00 k—+o00

De plus, la méthode itérative construite avec la suite (zy)ren est convergente d’ordre p s’il
existe deux constantes réelles c; et c; strictement positives telles que

o < lim HTke12x)

< co.
T kotoo d(xp, )P T ?
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Remarque L’ordre de convergence est important. En effet, plus il est élevé, plus le temps
de calcul diminue. Et donc, nous privilégions le plus souvent les méthodes offrant des ordres
de convergence les plus élevés. En effet, quand xy est suffisamment proche de x, pour la
distance d, I’itéré suivant sera plus proche de d par la formule

d(xpy1, T4) < co.d(xy, 24P

Définissons ensuite les notions de convergence locale et globale. Certains de nos résultats ne
sont valables que dans un voisinage assez proche de la solution (ce sera la convergence lo-
cale). Autrement dit, il faut absolument localiser la solution de notre probleme pour choisir la
condition initiale dans ce voisinage. Ceci peut s’avérer un inconvénient quand on n’a aucune
idée de la localisation de la solution, méme grossierement. D’autres résultats sont valables
quel que soit I’endroit d’ou I’on démarrer I'itération. L’avantage de cette méthode, est que
I’on n’a pas besoin de localiser la solution a priori.

Malheureusement, la plupart du temps nous n’avons pas le choix, et seuls des résultats locaux
existent.

Définition 2 (CONVERGENCE LOCALE ET GLOBALE)

Soit £ un espace métrique (dans notre cas, ce sera soit R soit R”), muni de la distance d(., .)
(qui est associée a |.| dans R et ||.|| dans R™).
Soit (xy)ren une suite de F approchant la solution x, de (.) donné par (3.1) et vérifiant
(0) _ .

"% =1z € K.

1. Nous disons que la suite (z)ren converge globalement vers 7 si pour tout zp € K, la
suite () ren converge vers T

2. Nous disons que la suite (xy)ren converge localement vers T s’il existe un voisinage
V., de x,, tel que pour tout xy € V., la suite (xy)ren converge vers T

Commencgons par la méthode la plus simple, celle qui semble étre la plus intuitive, mais qui
ne sera pas en général la plus efficace en terme de vitesse de convergence : la méthode de
dichotomie.

3.2 Méthode de dichotomie

Cette méthode repose sur le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Rappelons que si la fonction f : [a,b] — R est continue et si f(a)f(b) < 0 alors il existe
c €la, b| telle que f(c) = 0.

Description de la méthode :

soit f : [a,b] — R continue telle que f(a)f(b) < 0. On construit alors deux suites (a)xen et
(bx)ken de la fagon suivante :

1. aozaetbozb.

b
2. si (R0t

) = 0, la méthode s’arréte.
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3. Sinon, on a deux sous cas :

b b
(a) sif(ao—; 0)<00nposea1:aof:tl71:OLO_QF 2
b b
(b) sif(ao—; 0)>Oonposea1:a0; % et by = by.

by — ag

4. Onaaalors by —a; =

Et on continue I’itération jusqu’au rang k.

5. Si ay, et by, sont construits et f (%T—i_bk) = 0, la méthode s’arréte.
6. Sinon, on a deux sous cas :
(a) si f(%TW) < 0onpose apy1 = agetbyy = %Tw’
(b) si f(m) > (0 on pose a1 = %Tm et by, = by.
7. On a alors construit deux suites telles que by, — a = bt = @i = bo — 4 , pour tout

ok
k € N et telles que la racine de f se trouve entre ay, et by.
by — Qo
9k

BN

pres.

8. En k étapes, on obtient une valeur de cette racine a

bo — ag

ok
tend vers +00. Nous pouvons choisir d’arréter [’itération quand la différence est inférieure
a une précision € donnée. Autrement dit, un rang N € N tel que

Remarque Cette méthode est simple et elle converge puisque tend vers 0 quand k

by — ag
oy =€

D’autre part, cette méthode ne nécessite que la continuité de f comme hypotheése.

Attention, dans ce qui précéde on a supposé que f n’admettait qu’une seule racine sur |a, b|.
Sinon, on obtient une valeur approchée d’une des racines de f sur |a,b|.

Enfin, nous allons voir des méthodes moins intuitives mais plus efficaces dans ce qui suit.

La méthode suivante est basée sur le théoréeme du point fixe. C’est pour cette raison qu’on
I’appelle 1a méthode du point fixe.

3.3 Méthode du point fixe

3.3.1 Théorémes- énoncé général

Intéressons nous ici a la résolution du probleme suivant :

p(z) ==

29
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Théoréme 1 (THEOREME DU POINT FIXE)

Soit £/ un R-espace vectoriel normé complet. Soit ¢ : £ — FE contractante, c¢’est a dire qu’il
existe K €]0, 1] tel que pour tous z, y, ink,

lo(z) — o)l < Kz -yl
Alors

1. ¢ admet un unique point fixe z, € F.

2. Pour tout z;, € E, la suite définie par
Tpy1 = @(xx), To € E donné,

converge vers Iy.

Ici, nous allons utiliser ce théoréme avec £ = R ou R" ou [a, b].

La caractérisation du caractere contractant se fait en général a 1’aide de la dérivée pour les
fonctions définies sur £ = [a, b].

Supposons en effet ¢ de classe € sur E. Alors on a les équivalences entre

1. ilexiste K €]0, 1], tel que |p(z) — ¢(y)| < K|z — y|, pour tous z,y € [a, b],
2. |¢/(z)| < K, pour tout x € [a, bl
3. |¢/(x)| < 1 pour tout x € [a, b].

Pour montrer cette caractérisation, on utilise d’autre part le théoreme des accroissements
finis : si ¢ : [a,b] — R est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ tel que |¢'(x)| < K pour
tout x €la, b alors

lp(x) — p(y) < sup | (t)]]z — y]
t€la,b|

3.3.2 Construction de méthodes pour f(z) =0

Le but ici est de trouver ¢ tel que résoudre f(x) = 0 soit équivalent a résoudre p(x) = .

1. Un premier choix simple serait de prendre ¢(x) = = — f(z).
Supposons f de classe 4! sur [a, b]. Alors o I’est aussi et nous avons

¢'(z) =1— f'(x), pour tout z € [a, b].
Nous souhaitons nous assurer de I’existence d’un réel positif K < 1 tel que
()] < K,
c’est a dire

1= fi(2)] < K,
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ou encore
1-K < f(z) <1+K. (3.1)

En particulier, f'(z) > 0 pour tout € [a,b]. Donc f doit étre strictement croissante
sur [a, b]. C’est une condition nécessaire.
Par conséquent, la condition (3.1) est assez restrictive.

2. Un choix moins contraignant réside dans le choix suivant de ¢ :
o(x) = & = Af(x),
ou A est un réel non nul a choisir convenablement. Dans ce cas 1a,
|©'(z)] < K pour tout = € [a, b

est équivalent a
1-K<\f'(z) <1+ K. (3.2)

Nous devons encore avoir f’ de signe constant (soit positif, soit négatif) mais la condi-
tion (3.2) reste beaucoup moins contraignante que la condition (3.1) pour un A bien
choisi.

Méthode de la corde :
La suite donnée par le théoreme du point fixe, combinée avec la définition de ¢ ci-dessus,

ro  €[a,b]  quelconque,
Thir = (k).

permet de déduire ce que nous appelons la méthode de la corde, décrite par la suite :

{ Ty € la,b] quelconque,
Tp+1 — Tk — )\f(l’k)

3.3.3 Vitesse de convergence

Nous reprenons le cadre du théoreme général du point fixe :
soient £/ un espace de Banach, x, 1’'unique point fixe de ¢ et K la constante de contraction.
Si nous notons e,, = ||z, — x.|| pour tout n € N, alors

ent1 = [[2n — 2| = llp(n) — 2l = llp(n) — ()| < Kljzn — ..
Autrement dit
ent1 < Ke,, pour tout n € N.
Par récurrence immédiate, nous obtenons

en < K"eq, pour tout n € N,
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par conséquent, lim e, = 0 au plus a la méme vitesse que K".
n—-+00

Par conséquent, plus K est petit, plus la convergence sera rapide.

Si nous regardons ce que ¢a donne pour la méthode de la corde citée un peu plus haut, d’apres
(3.3) nous avons, sous réserve que f soit de classe ¢!, f(x) = 0 équivalent & p(x) = z avec
o(x) =z — Af(z) ol A # 0 est a choisir tel qu’il existe & < 1 pour lequel

1-K <Af'(z) <1+K. (3.3)

Ce qui pour un z fixé, nous donne pour le cas limite ou K = 0 (le plus petit K positif
possible). On se retrouve alors avec

1< Af(z) <1

c’est a dire :

1

= m
C’est I'idée de la méthode de Newton-Raphson que nous décrivons maintenant : en chaque
point x, nous cherchons le meilleur A (qui va dépendre du point ).

3.4 Méthode de Newton-Raphson

3.4.1 Principe
La derniere remarque de la section précédente conduit a I’écriture suivante

Ty € |a,b] donné,

Tpp1 =Ty — 57—, nEN

sous réserve bien slir que f soit dérivable et de dérivée non nulle.

Une autre maniere de voir la méthode de Newton-Raphson est la suivante :

nous cherchons a résoudre f(z) = 0 en se donnant un point de départ xo. Nous ne savons
pas en général résoudre une équation non linéaire, mais nous savons résoudre une équation
affine.

L’idée ici est de remplacer le probleme non linaire f(z) = 0 par un probléme affine g(x) = 0,
ou g est la “meilleure” approximation affine” de f au voisinage de z.

De facon naturelle on identifie la représentation de g a la tangente a la courbe de f au point
d’abscisse x si f est de classe 6 au voisinage de x(. En effet,

f(x) = f(zo) + f'(xo)(® — o) + 0 (x — ).

T—T0

Nous posons donc

g(r) = f(zo) + f'(w0)(x — x0),

et nous définissons z; tel que g(x;) = 0. Notons que z; est bien défini si f'(xg) # 0.
Nous avons alors
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0= f(zo) + f'(xo) (21 — o),

ou encore
T, =T — f(xo) .
f /<5C0)
En réitérant le procédé, nous obtenons la suite, définie par
zo € [a,b] donné,
f(@n) n € N.

b T T )
n

Exemple
Calcul approché de \/b pour b > 0.
L’idée est de noter

f: R+ — R
x = z2—b.

3.4.2 Théoreme de convergence

~— Théoréme 2 (THEOREME DE CONVERGENCE) .

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe €™ sur [a, b]. Nous supposons qu’il existe z, €]a, b|
tel que f(z.) = 0et f'(x,) # 0. Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout = € [z, — €, z, + €],
la suite des itérés de Newton

n

, pour tout n € N,

soit bien définie pour tout n € N,
reste dans [z, — ¢, z, + €],

converge vers x quand n tend vers +oo,

= W =

admette I’existence d’un C' > 0 tel que

|Tpy1 — 24| < Clx, — 2|2, pour tout n € N,

\. J

Remarque
La vitesse de convergence est telle que

2
€n+1 S €
En général au bout de 3 ou 4 itérations, nous obtenons une précision de 1078 a 10716,

Remarque
Cette méthode posséde quand méme quelques limites :

33
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1. il faut connaitre la dérivée [’ en chacun des points de la suite, ce qui peut étre problé-
matique quand f provient de données expérimentales,

2. il faut partir d’un point assez proche de la solution cherchée en général, donc nous
avons besoin d’informations a priori précises sur f et x,.
Une des solutions pour palier ce probleme est d’utiliser la méthode de dichotomie pour
localiser assez grossierement x, avant d’appliquer la méthode de Newton-Raphson.

3.5 Méthode de la sécante

L’idée ici, est de ne pas utiliser f’ et donc de remplacer la dérivée f'(z,) par une différence
finie
4 = fl@n) = f(an)

Tn — Tp—1

La méthode s’écrit alors

%o, 21 € [a,b] donnés,

Tp — Tp—1
n € N*.

f(xn> - f(xn—1)7

Géométriquement, pour tout n > 1 la relation précédent peut s’écrire

f(xn) - f(xn—l)

Tp — Tn—1

Tp4+1 = Tn — f(«rn)

f(xn) +

(Tpp1 —xp) =0

et le terme
f(xn> _ f(xnfl)

Ty — Tn—1

représente le coefficient directeur de la sécante au graphe de f passant par (z,, f(x,)) et
(Tn—1, f(xn_1)). C’est une méthode a deux pas : elle permet de calculer z,,.; en fonction des
deux valeurs précédentes x,, et z,_1.

Théoréeme 3 (METHODE DE LA SECANTE)

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe €™ sur [a, b]. Nous supposons qu’il existe z, €]a, b|
tel que f(z.) = 0 et f'(z,) # 0. Alors il existe € > 0 tel que pour tout z € [z, — &, x, + €],
la suite de la méthode de la sécante définis par

Ly — Tp-1

f(xn) - f(xn—l)

Tn41 = Tp — f($ﬂ> NS N*,

1. soit bien définie pour tout n € N,
2. reste dans [z, — €, z, + €],

3. converge vers x quand n tend vers +o0,
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3.6 Ordre d’une méthode itérative

Soit (z,,)nen une suite d’approximation de z,, solution de f(z.) = 0.
Nous notons

én = |x, — x| pour tout n € N.

Nous disons que la méthode itérative est d’ordre A > 1 si A est le sup des réels p pour
lesquels il existe C' > 0 tel que

ent1 < Ce! pour tout n € N.

1. Une méthode d’ordre 1 converge s’il existe un constante C' < 1 telle que
ent1 < Ce, pour tout n € N.

2. Pour les méthodes d’ordre A > 1, il faut que I’erreur initiale soit suffisamment petite.

1
1

e, < Cl+/\+...+>\”*1<€0)>\" < Cﬁ(ceo)m'
Rappelons en effet que

At —1 A"

1 el = < .
+A+ A o1 S

Par conséquent, plus A est grand, plus la convergence est rapide.

(a) Méthode de Newton-Raphson : ordre 2,

+4/5

1
(b) Méthode sécante : ordre 5

(c) Méthode du point fixe : ordre 1,
(d) Méthode de dichotomie : ordre 1.

Donnons enfin brievement quelques résultats sur I’approximation de solutions pour les sys-
temes linéaire.

3.7 Systemes d’équations non linéaires

Considérons le probleme

ou cette fois-ci f : ) C R* — R".
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3.7.1 Point fixe

Le théoréme du point fixe s’applique dans R"™. Nous considérons alors la fonction ¢ : R™ —
R™ définie par

p(r) =z — f(z),

(ou p(z) = x — Af(x)), A # 0 est a choisir comme précédemment).
Pour appliquer le théoreme du point fixe, il faut que ¢ soit contractante. Il faut trouver une
norme sur R” pour laquelle il existe K < 1 tel que pour tous z,y € R,

le(z) =)l < Kz =yl

Remarque
Si o est de classe €, nous avons encore une inégalité des accroissements finis sur R".
Si nous fixons ¢, la jacobienne de o au point x définie par

sw=(5) @

alors

le(z) = ()l < Sup Il 2tz + (1 = t)y)lllz =yl

3.7.2 Meéthode de Newton-Raphson dans R"

C’est a peu pres la méme idée que dans R. Nous remplagcons f au voisinage du point considéré
par sa meilleure approximation affine

F(@) = flwo) + Df (o) — o) + o [z — o,
F(@) = fzo) + Il —20) + o o ol
On pose
9(2) = f(wo) + F5{wo) (& = w0),

et 21 est défini par g(z1) = 0, et on obtient, si _#;(z) est inversible

w1 = a0 — (Fs(20)) " f(o).

La méthode s’écrit alors

{ o, € R? donné,
Tntl = Tn — (/f(%))*l f(z,), neN.

On a un résultat de convergence similaire a celui vu pour d = 1.
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3.7.3 A propos des systemes linéaires et des méthodes itératives (hors
programme)

Nous cherchons a résoudre Ax = b, out b est un vecteur de R™ donné et A € .#,,(R) est une
matrice inversible.
Nous écrivons A = M — N, M inversible et nous proposons 1’algorithme suivant :

79, € R? donné,
Mzxgi1 = Nz +0, k€ N*.

Ce qui se réécrit pour tout & € N* par
Tha1 = Mﬁlek + Mﬁlb.
Si nous posons

f: R
x

RTL

% )
— M~ Nz 4+ M~'b,

alors pour tout £ € N*

Ty = flan).

Si la suite (71 )ren converge, elle converge vers un point fixe de f.
Soit ||.|| une norme de R™.
Alors pour tous x,y € R”,

1f(z) = f@W)ll = IM7IN(z = y)l| < |MTIN][lz = yll.

Si pour une norme ||A/ "' N|| < 1 ona f contractante et le théoréme du point fixe s’ applique.
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Les schémas du mathématiciens, comme
ceux du peintre ou du poéte, doivent étre
beaux; les idées, comme les couleurs ou
les mots, doivent s’assembler de facon
harmonieuse. La beauté est le premier
test : il n’y a pas de place durable dans le
monde pour les mathématiques laides

Godfrey Harold Hardy
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(a) Peter Lax (1926 — ), mathéma- (b) Carl Runge (1856 — 1927), (c) Martin Kutta (1867 — 1944), ma-
ticien hongrois de nationalité amé- mathématicien et physicien al- thématicien allemand, il a participé
ricaine, on lui doit la preuve d’une lemand, on lui doit avec Mar- avec Carl Runge a 1’élaboration de
condition nécessaire et suffisante tin Kutta, une des méthodes les la méthode de Runge-Kutta, utilisée
pour la convergence d’un schéma nu- plus utilisées de résolution nu- pour résoudre des équations différen-
mérique consistant et stable. mérique des équations différen- tielles.

tielles, la méthode de Runge-

Kutta.

FIGURE 4.1 — Quelques mathématiciens célebres liés a I’étude des schémas numériques des équations
différentielles.
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Résolution approchée d’équations différentielles

Il est possible de trouver des cours et des exercices dans de nombreux ouvrages dispo-
nibles a la bibliotheque. Ceux que je suggere pour ce chapitre sont ceux de Burden et Faires
[2],Demailly [3], Filbet [4], Quarteroni et al. [5] et Schatzman [6].

Pour un rappel sur le cours d’équations différentielles, je suggere le livre de Benzoni-Gavage
[1] L’ objectif de ce chapitre est de chercher a calculer de fagon approchée la solution d’un
probleme de Cauchy. Il se trouve que tres souvent, il est impossible de résoudre ce type de
probleme de facon explicite.

Il faut alors faire appel a des schémas numériques efficaces permettant d’approcher les solu-
tions explicites. Nous verrons ce que sont les principaux schémas existants et surtout ce que
signifie un schéma efficace.

4.1 Rappel sur les équations différentielles et le probleme
de Cauchy

4.1.1 Reconnaitre les différents types d’équations

Introduisons ici quelques définitions essentielles pour la suite de ce cours.

Définition 1 (EQUATION DIFFERENTIELLE ORDINAIRE)

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation entre
la variable réelle ¢, une fonction inconnue ¢ — z(t) et ses dérivées 2/, z” ,...,x™ au point ¢

définie par

F(t,z,z",...,z™) =0, 4.1)

ot F' n’est pas indépendante de sa derniére variable 2. On prendra ¢ dans un intervalle /

de R (I peut étre R tout entier).

La solution = en général sera a valeurs dans RY, N € N* ou N sera le plus souvent égal a 1,

2 ou 3. On dit que cette équation est scalaire si F est a valeurs dans R.

Définition 2 (EQUATION DIFFERENTIELLE NORMALE)

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme

T(n) = f(taQ??m//)"'ax(n_l))‘ (42)
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{Déﬁnition 3 (EQUATION DIFFERENTIELLE AUTONOME)}

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme
™ = f(z,2", ..., V). (4.3)

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de ¢.

4.1.2 Equation linéaire

Donnons maintenant une classification par linéarité.

r—[Déﬁnition 4 (EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE)}

Une EDO de type (4.1) d’ordre n est linéaire si elle est de la forme
an(B)2™ (&) + an, (™I (E) + ..+ ar ()2 (£) + ao(t)z(t) = g(2), (4.4)

avec tous les 2 de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de ¢.

Exemple
Dire si les équations différentielles suivantes sont linéaires, ou non linéaires, et donner leur
ordre (on justifiera la réponse) :

d? d
i (z—t)dt +4tde =0 i 2" — 2 + 1 =0 iii.d—£+td—:§—5aﬁ:et
2 d4
. (1 —x)a’ +2z =€ v.d—tf—l—sinxzo Uz'.d—tff—i-:ﬁ:O

4.1.3 Solutions

~ Définition 5 (SOLUTION)

On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre n sur un certain inter-
valle I de R, toute fonction = définie sur cet intervalle 7, n fois dérivable en tout point de
et qui vérifie cette équation différentielle sur /.

On notera en général cette solution (z, ).

Si I contient sa borne inférieure notée a (respectivement sa borne supérieure b), ce sont des
dérivées a droite (respectivement a gauche) qui interviennent au point ¢ = a (respectivement
t=0).

Intégrer une équation différentielle consiste a déterminer 1’ensemble de ses solutions.
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r—[Déﬁnition 6 (COURBE INTEGRALE-ORBITE)

On appelle courbe intégrale 1’ensemble des points (¢, z(t)) ou ¢ parcourt /. Autrement dit, si
x est a valeurs dans R”, la courbe intégrale est un ensemble de points de RV !,

On appelle orbite, I’ensemble des points z(¢) ol ¢ parcourt I : ¢’est un ensemble de points de
RY.

L’espace R™ ot les solutions prennent leurs valeurs s’ appelle espace de phases.

4.1.4 Equations a variables séparées

Exemple
Considérons I’EDO d’ordre 1 sous forme normale données par I’équation

¥ = f(t,z).

L’idée est d’exprimer f(t,x) sous la forme g(t)h(x), o g: I — Reth:J CR — R. Ce
qui permettra de résoudre une équation du type

Cas particulier :
Les équations les plus simples sont de la forme

avec h = 1 et g(t) = f(t) pour tout t € 1. On suppose en outre que x(ty) = xo pour un
to € 1.

Si on suppose que [ est continue sur un intervalle I C R d’intérieur non vide. Les solutions
de cette équation sont données par

2(t) = @o +/t:f(s)ds,

~ Définition 7 (EQ. A VARIABLES SEPAREES)

On appelle de facon générale équation a variables séparées, toute équation de la forme
b(z)z" = a(t), (4.5)

ou a et b sont deux fonctions définies respectivement sur / et K, et ou [ et K sont des
intervalles de R.
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4.1.5 Résolution d’équations linéaires

Nous restons toujours sur les EDO d’ordre 1. Nous nous intéressons ici aux équations diffé-
rentielles ordinaires linéaires.

Définition 8 (EDO LINEAIRE)

Une équation différentielle du premier ordre est dite linéaire si elle est linéaire par rapport a
la fonction inconnue z et par rapport a sa dérivée z’. Une telle équation peut toujours s’écrire
sous la forme

a(t)z' + b(t)x = d(t). (4.6)

Dans toute la suite, on supposera que a, b et d sont continues sur un intervalle I C R.

EDO linéaire sans second membre

Commengons par résoudre une équation linéaire d’ordre 1 sans second membre. On I’appelle
EDO linéaire du premier ordre homogene. C’est une équation de la forme

a(t)z' + b(t)x = 0. (4.7)

C’est une équation a variables séparables sur / x .J tel que a(t) # 0 pour tout t € I.

Il est a noter que x = 0 est une solution de I’équation linéaire homogene ci-dessus. On
1I’appelle solution triviale comme dans le cas des équations autonomes.

Proposition 1 (SOL. EQ. HOMOGENES)
L’ensemble des solutions de I’équation linéaire homogene
a(t)x’ + b(t)x = 0.

sur le domaine I, avec pour un certain ¢y dans / tel que x(ty) = x est définie pour tout t € [
par

_ [
avecF(t)—/tO ()’

z(t) = zoef'®,

Proposition 2 (SOLUTION TRIVIALE)

Si une solution de I’équation linéaire homogene s’annule en au-moins un point ¢, alors elle
est identiquement nulle (solution triviale).

Remarque
La solution © = 0 sur [ est appelée intégrale dégénérée de I’équation linéaire homogene.
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EDO linéaire avec second membre

Considérons I’équation
a(t)z' +b(t)x = d(t),

sur I'intervalle I ou a ne s’annule pas.
Soit x;, une solution particuliere non dégénérée de 1’équation homogene associée a I’équation
ci-dessus sur /.

Proposition 3 (SOLUTION GENERALE)

La solution générale de 1’équation
a(t)x + b(t)x = d(t),

sur / avec pour un certain ¢, dans [ tel que x(ty) = x est donnée par

e[ 390) (o [ 23 8 4)

Q

Remarque
La méthode fréquemment utilisée pour trouver une solution de 1’équation linéaire non ho-
mogéne a partir de I’équation homogéne est appelée méthode de variation de la constante.

Cas particulier

Proposition 4 (FORMULE DE DUHAMEL)

Soient une fonction continue sur un intervalle I de R, a une constante réelle et ¢, € [ tel que
x(tp) = xo. La solution générale de I’équation scalaire

xl - Oé$+f<t),

est donnée par

t
z(t) = zoet=t) +/ e2t=9) f(s)ds,

to

ou ¢ est une constante.

4.1.6 Cas particulier d’équations non linéaires : équations de Bernoulli
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~ Définition 9 (EQUATION DE BERNOULLI)

Une équation de Bernoulli est une équation différentielle scalaire non linéaire de la forme
'+ P(t)x + Q(t)z" = 0, (4.8)

our € R, P et () sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle / de R.

\.

Remarque
On peut éliminer les cas r = 0 et r = 1, car [’équation de Bernoulli correspond alors a une
équation que I’on connait déja et que [’on a traité dans la section précédente.

~ Théoréme 1 (SOLUTION BERNOULLI)

Une fonction dérivable strictement positive (au cas ot r = 1/2 par exemple, ot r < 0) x
sur I est solution de I’équation de Bernoulli si et seulement si © = z'~" est une solution
strictement positive de I’équation linéaire

w + (1= r)P(t)u+ (1 — r)Q(t) = 0. 4.9)

\.

Remarque

1. Connaissant la solution u de I’équation linéaire associée a I’équation de Bernoulli, on
peut en déduire les solutions strictement positives de I’équation de Bernoulli.

2. Nous pouvons trouver quelques propriétés sur les solutions suivant les valeurs de r :
a. Sir > 0 [’équation de Bernoulli admet la solution triviale v = (.

b. Si r > 1 toute solution de I’équation de Bernoulli qui prend la valeur O en un
point, est partout nulle.

c. Si0 < r <1, la fonction nulle n’est pas nécessairement la seule solution qui
prenne la valeur 0 en un point.

3. L’équation particuliere
2+ x4+ 22 =0, (4.10)

est appelée équation de Ricatti.

4.1.7 Théoreéme de Cauchy-Lipschitz
Probleme de Cauchy

Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une fonction. On note ||.|| une norme quelconque
sur R™ (on a vu en analyse III que toutes les normes sont équivalentes sur R".
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{Déﬁnition 10 (PROBLEME DE CAUCHY)}

Etant donnée une équation différentielle du premier ordre sous forme normale

¥ = f(t,x), 4.11)

pour (t,z(t)) € U, et un point (t,z9) € U, le probleme de Cauchy correspondant est la
recherche des solutions x telles que

Notation :
On note le probleme de Cauchy de la facon suivante

{x’ = [f(t,2),

o(te) — o (4.13)

~ Définition 11 (SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY)

J

Une solution du probleme de Cauchy (4.13) sur un intervalle ouvert / de R avec la condition
initiale (¢g, zo) € U et ty € I est une fonction dérivable x : I — R™ telle que

i. pourtoutt € I, (t,z(t)) € U,
ii. pourtoutt € I, 2'(t) = f(t,z(t)),

F{Théoréme 2 (SOLUTIONS DE (4.13))}

Supposons f : U — R™ continue. Soit (¢, x¢) € U et x une fonction définie sur un intervalle
ouvert [ contenant ¢, et a valeurs dans R™.

Une fonction z est solution de (4.13) sur [ si et seulement si
i. pourtoutt € I, (¢,z(t)) € U,

1i. x est continue sur /,

t
iii. pourtoutt € I, z(t) = —l—/ f(s,z(s))ds.

to

Preuve :
Faite en cours.
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Existence et unicité locale

Enoncons tout d’abord un résultat local d’existence et d’unicité .

~ Théoréme 3 (CAUCHY LIPSCHITZ)

Soient f € € (U;RY) ou U est un ouvert de R x R™, et (ty, 7o) € U. On suppose f lip-
schitzienne par rapport a sa variable z sur un voisinage de (¢, 7o), ¢’est a dire qu’il existe un
voisinage de (g, zo) dans U et L > 0 tel que pour tous (¢, z) et (¢,y) dans ce voisinage

1F(t2) = f(Ey)ll < Lilz =y (4.14)

Alors on a les propriétés suivantes.
1. Existence : ll existe T > O etz € €' ([to — T, to + T]; J) solution du probleme de

Cauchy
{ = f(ta),
I(to) = X9-
2. Unicité : Si y est une autre solution du probleme de Cauchy ci-dessus, elle coincide

avec x sur un intervalle d’intérieur non vide inclus dans [t — T, ¢y + T.

3. Régularité Si de plus f est de classe €, r > 1, alors z est de classe €.

Preuve :
Faite en cours.

Remarque

1. Dés que f est de classe €' elle est localement lipschitzienne (ce résultat découle du
théoreme des accroissements finis). C’est un résultat connu découlant du théoréme des
accroissements finis.

2. A partir de maintenant, on considere un cas, légerement plus particulier (pour simpli-
fier les énoncés des propriétés), ou f est définie sur I X J, avec I un intervalle ouvert
non vide de R et J un intervalle ouvert non vide de R™ et non plus sur un domaine
ouvert quelconque U inclus dans R x R™.

Théoréme 4 (EXISTENCE ET UNICITE GLOBALE)}

On suppose f € € (I x R™;R™) et globalement lipschitzienne par rapport a x.
Alors, quel que soit (g, zo) € I x R™, il existe un unique x € € (I; R™) solution de (4.13).
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4.2 Simulations numériques des EDO : schémas explicites

Nous ne considérons dans cette partie que le probleme de Cauchy d’ordre 1 (4.15) ci-dessous
(nous verrons en cours d’équations différentielles que quel que soit I’ordre d’une EDQO, il est
toujours possible de se ramener a I’ordre 1) suivant :

(%) {xl(t) = Jla), (4.15)

x(ty) = xo.

Mais attention, cette fois-ci ¢ € [ty,to + T (avec T' € R?), étant donné que 1’on ne peut pas
faire de simulation pendant un temps infini, le temps doit rester fini.

D’autre part, = : [to, to + T] — R", n € N. Nous supposerons quasiment tout le temps pour
les exercices d’applications que n = 1.

Remarque

Nous supposerons dans toute la suite, que la fonction f : [to, to+T] x R" — R™ est continue
sur ’ensemble étudié, est globalement lipschitzienne par rapport a sa variable x sur l’in-
tervalle étudié. En général, il nous suffira de montrer que la dérivée de f par rapport a sa
variable x est bornée sur ’intervalle de 1 étudié. De telle sorte que nous n’aurons pas a nous
soucier de I’existence globale et de [’'unicité des solutions.

L objectif est de calculer de fagon approchée la solution du probleme de Cauchy (4.15).
Pour cela nous discrétisons I’intervalle de temps [to, ¢y + '] de la fagon suivante : on définit
une subdivision

t0<t1<t2<...<tN:t0+T,

et on cherche a définir
Loy L1y L2y ooy TNy

tels que les z;, ¢ = 0, ..., N, approchent les z(t;) (solution exacte aux points ;).
On note
hi =t —ti_1 >0,

le i-éme pas de temps et h = max_ h; > 0.

i=1,...,

Remarque

1. Dans toute la suite, nous supposerons les t; régulierement espacés. Autrement dit
h:hlzhgz...:h]v>0,

2. Si nous divisons Uintervalle [ty,ty + T de longueur T, en N sous intervalles, nous
aurons alors

T = N.h ouencore h="T/N (avec N € N*).

Commencons par le schéma le plus simple : le schéma d’Euler progressif ou explicite.

49



Résolution approchée d’équations différentielles

50

4.2.1 Schéma d’Euler progressif (ou explicite)

On considere le probleme de Cauchy (%) (4.15). 1l existe deux méthodes pour construire ce
schéma.

Méthode 1

Pour un point ¢ = ¢,,, quelconque avec n = 0,1, ..., N — 1, nous avons ’EDO qui satisfait

{J]I(tn) = f(tmx(tn))u

z(tp) = xo donné.

On approche alors f(t,,z(t,)) par f(t,, z,), et il faut approcher ensuite z’(t,). Pour cela il
semble naturel d’approcher la dérivée par son taux d’accroissement aux valeurs approchées
Tpt1 €t T, autrement dit

x<tn+1) - x(tn) —~ Tn+1 — Tn _ Tny1 — Tn

2 (t,) ~
( ) Zfn—i—l - tn tn-‘,—l - tn h

Le schéma d’approximation du systeme (%) au point ¢,, est donc

h

{ Lol 7 %0 f(tn,x,), pour n=0,... N — 1,
x(to) = p.

soit encore,
(&) { Tpny1 = Tp+hf(te,z,), pour n=0,...,N —1,
.T(to) = Xp-

C’est ce que I’on appelle le schéma d’Euler progressif ou explicite. On dit qu’il est a un pas
parce que z,,1 est défini seulement a partir du pas précédent x,, et non pas des autres pas
précédents (on I’aurait alors appelé multipas).

Méthode 2

Une autre méthode pour construire ce schéma est d’utiliser la méthode des rectangles a
gauche. En effet, rappelons le probleme au point ¢ € [tg,tg + T :

{ﬂf’(t) = [t 2(),

x(ty) = xo donné.

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz (et par les hypotheéses que nous avons prises), nous
avons x’ et f continues. Nous pouvons donc intégrer 1’équation différentielle entre ¢,, et ¢,, 1.
Nous avons ainsi, pour toutn =0,1,..., N — 1,

/tt+ 2/(s)ds /tt+ F(5,2(s))ds.

L’intégrale du premier membre est connue, il s’agit du théoréme fondamental du calcul, c’est
la valeur z(t,,1) — z(t,). Lintégrale du second membre est quant a elle approchée par la
méthode des rectangles a gauches :
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/t " s a5))ds = (b at0)) (b = ) = Fltn 2(t2) .
Nous avons alors

T(tn1) — 2(tn) = f(tn, z(tn)).h,

et comme nous approchons les x(t,) par z,, pour n = 0, ..., N, nous obtenons bien le méme
systeme qu’avec la premiere méthode, a savoir

Tpr1 = Xn+hf(tp,x,), pour n=0,...N —1,
(&) _
x(to) Zo.

[’avantage de cette méthode est qu’il est plus facile de comprendre la construction d’autres
schémas que nous verrons dans la section 4.2.3 :

1. le schéma du point milieu ot I’intégrale est approchée par le rectangle passant dont la
hauteur est la solution exacte au milieu de 'intervalle,

2. le schéma de Heun donc I’approximation de I'intégrale se fait par la méthode des tra-
pezes.

Notons également que nous aurions pu prendre la méthode des rectangles a droite, nous n’au-
rions alors pas de schéma explicite mais un schéma d’Euler implicite (appelé aussi schéma
rétrograde). Nous détaillerons ceci dans une des dernieres sections de ce chapitre.

Nous voyons que les erreurs peuvent tres vite s’accumuler. La question que 1’on se pose est
alors la suivantes :

est-ce que la solution approchée tend vers la solution de I’EDO quand A tend vers 0 (c’est a
dire quand la discrétisation est tres fine et les intervalles tres petits) ?

Pour I’étudier nous allons introduire trois notions fondamentales dans ce chapitre : la consis-
tance, la stabilité et la convergence pour des schémas explicites quelconques.

4.2.2 Schémas explicites a un pas

Définition 12 (SCHEMAS EXPLICITES A UN PAS)

Un schéma explicite a un pas approchant la solution d’un probleme de Cauchy (") donné par

(4.15) est un schéma qui s’écrit sous la forme

T = x,+ ho(t,,x,, h), pour n=0,....N — 1,
(F) { t+1 - ( ), P
x( 0) = Zo,

ou la fonction ¢ sera a définir suivant le schéma choisi.

Exemple Par exemple, pour le schéma d’Euler explicite nous avons

¢(tnaxn7 h) = f(tn)xn)

(4.16)
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4.2.3 Consistance, stabilité et convergence

Nous pouvons alors introduire les notions fondamentales de ce chapitre. Commencons
par la consistance.

Définition 13 (ERREUR DE CONSISTANCE)
On appelle erreur de consistance, que I’on note 7,,, le nombre réel défini par

Tni1(h) = x(tni1) — x(tyn) — h.od(tn, x(t,), h), pour tout n = 0, ..., N — 1.

Remarque
Une autre facon d’écrire I’erreur de consistance est comme ceci :

T(tns1) = x(ty) + h.d(tn, x(tn), h) + Toy1(h), pour toutn =0, ..., N — 1.

Ca s’interprete assez simplement. L’erreur de consistance 7,1 est [’erreur que l’on ferait
si l’on partait de la solution x(t,) comme condition initiale et que I’on ne faisait qu’une
seule itération. Nous voyons ainsi ce que chacun des pas séparément peut engendrer indivi-
duellement comme erreur en supposant que ’on n’a pas fait d’approximation dans les pas
précédents.

Définition 14 (SCHEMA CONSISTANT)

On dit que le schéma explicite a un pas (.#’) donné par (4.16) est consistant avec le probleme
de Cuachy (%) si et seulement si

h—0

N
lim " |7,(h)| = 0
n=1

Une fois I’erreur de consistance définie, nous nous intéressons a comment les erreurs peuvent
s’accumuler. Il se trouve en effet que les ordinateurs sont obligés de faire des arrondis. Par
exemple, si la solution trouvée est 1/3, 1’ordinateur va arrondir a 0, 3333333. Et méme avec
une précision assez fine, il aura quand méme perturbé 1égerement le calcul précédent. La
question que I’on se pose est la suivante :

si le schéma est sensible a la moindre perturbation, les approximations risquent de ne pas
étre maitrisée du tout. Il faut donc trouver un critere permettant de vérifier que ces petites
perturbations sont sous contrdle. Comment ? Grace a la notion de stabilité.
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~ Définition 15 (SCHEMA STABLE) :

On dit que le schéma explicite & un pas (.#’) donné par (4.16) est stable s’il existe un réel
M > 0 tel que, étant donnés €1, ..., €, si I’on considere pour le schéma explicite

Tpt1 = Ty + b+ @(t,, Ty, h), avec xg donné,
une perturbation de ce schéma que 1’on note
Ynt+1 = Yn + A+ O(tn, T, h) + €py1, avec yo = o,

alors

N
max |y, — 2l < MY len|.
n=1

0<n<N

Autrement dit, si les erreurs d’approximation a chaque pas de temps ne sont pas tres grandes,
I’erreur pour la solution approchée au pas suivant reste maitrisée.

Nous pouvons enfin introduire la troisieme et derniere notion fondamentale : la notion de
convergence.

,—[Déﬁnition 16 (CONVERGENCE) |

On dit que le schéma explicite a un pas (') donné par (4.16) est convergent vers la solution
du probleme de Cauchy (%) si

lim max [2(tn) — zal| = 0.

Et le théoréme permettant de relier les trois notions.

Théoréme 5 (THEOREME DE LAX)

Si le schéma explicite a un pas (-’) donné par (4.16) est stable et consistant avec le probleéme
de Cauchy (%), alors il converge vers la solution du probleme de Cauchy (%).

Le probleme reste de vérifier que le schéma est stable et consistant. Mais en utilisant la
définition seulement, I’exercice peut tres vite s’avérer difficile. Il faudrait trouver des criteres
plus faciles a manipuler pour obtenir ces deux notions sans trop de difficulté. C’est tout le but
de ce qui suit. Commencons par un critere simple pour vérifier la consistance.
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~ Proposition 5 (CRITERE DE CONSISTANCE)

Un schéma explicite a un pas (-’) donné par (4.16) est consistant avec le probleme de Cauchy
(%) si et seulement si

o(t,z,0) = f(t,x).

Puis un critere simple pour la stabilité.

r—[Proposition 6 (CRITERE DE STABILITE)}

S’il existe un réel L > 0 tel que pour tout ¢ € [tg, %y + T, pour tous z, y € R et pour tout
h<T,
16t z,h) — o(t,y, W)l < Lilz -y,
T

alors le schéma explicite a un pas () donné par (4.16) est stable et M = 1.

Quand un systeéme est convergent, il nous reste a savoir maintenant a quelle vitesse il converge.
Pour cela on introduit la notion d’ordre. L’ordre de la convergence est liée a ’ordre de la
consistance, et plus I’ordre est élevé, plus le schéma converge rapidement vers la solution
exact. Voyons ca d’un peu plus pres.

,—EDéﬁnition 17 (ORDRE DE CONSISTANCE)}

On dit que le schéma explicite a un pas (.¥’) donné par (4.16) est consistant d’ordre p avec le
probleme de Cauchy (%), s’il existe un réel K > 0 tel que

N
> (k) < KhP.
=1

,—[Proposition 7 (ORDRE DE CONVERGENCE)}

Si un schéma explicite a un pas (.¥) donné par (4.16) est stable et consistant d’ordre p avec
le probleme de Cauchy (%) alors

max ||z(t,) — z,|| < MKRP.
1<n<N

On dit alors qu’il est convergent d’ordre p.
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La encore utiliser la définition peut s’avérer assez compliqué. Il faudrait un critere permettant
de montrer 1’ordre de consistance sans trop de difficulté.

Proposition 8 (ORDRE DE CONVERGENCE :CRITERES)

Pour toute fonction f de classe €7, le schéma explicite a un pas (-’) donné par (4.16) est

consistant d’ordre au moins p avec le probleme de Cauchy (%) si

¢(t,2,0) = f(t,2),

0 1 1.0 0
or—1 | 1
Wqﬁ(t,z,O) = ]SDp_lf@J);

avec DP~1f(t,x) = D[DP=2f(t, z)].

Exemple La différentielle seconde de f est donnée en (t,x) par :

52 52
a2 T 5

Df = D[Df| = 1+ 21l p i S

B B ot” Oz Ox Ox2”"
Exemple On peut montrer que si f satisfait les hypothése de [’existence et ['unicité globale,
alors le schéma d’Euler explicite correspondant au probleme de Cauchy (€') est convergent
d’ordre exactement 1.

Exemple

Le schéma du point milieu :

le schéma du point milieu consiste a utiliser la méthode des rectangles, non plus a gauche
(ni a droite d’ailleurs), mais au point milieu de chaque intervalle de la forme [t t,1]. Il est
donné par l’équation suivante

h h
Tpi1 = Tp + hf(t, + 5 Tn + Ef(tn’ xy,)), pourn =0,.... N — 1, avec x( donné.
On montre que ce schéma est exactement d’ordre 2.

Le schéma de Heun (méthode des trapeézes) :

le schéma de Heun est donné par le systeme suivant

L%n = Tp+ hf<tn7 l’n),
h N
Tpt1 = Tp+ § (f(tm xn) + f(tn+17 xn)) )

oun=20,...N — 1 et xy est donné.

On voit dans la deuxieme équation que 1’on estime la moyenne aux extrémités du segment
[tn, tni1], ce qui correspond bien a I’approximation de I’aire sous 1’intégrale par un trapéze.
On peut écrire ce systeme autrement de la facon suivante
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Tl = Tp + g (Ftn, @n) + ftn + @ + hf (tn, 20))),

oun=020,...,N — 1 et xq est donné.
On montre que ce schéma est exactement d’ordre 2.

FIGURE 4.2 — Karl Heun (1859 — 1929), mathématicien
allemand qui a qui I’on doit le schéma numérique qui porte
son nom basé sur la méthode des trapezes.

Remarque
Le schéma explicite a un pas est convergent d’ordre exactement p quand il est d’ordre au
moins p et qu’il n’est pas d’ordre au moins p + 1.

4.2.4 Les méthodes de Runge-Kutta

Certains schémas comme les schémas du point milieu et de Heun (méthode des trapezes)
permettent d’obtenir des convergences d’ordre plus élevé qu’Euler explicite.

1. Dans le cas du schéma du point milieu, la dérivée en I’instant intermédiaire entre ¢,, et
tn11 est estimée.

2. Dans le cas du schéma de Heun, la moyenne entre les estimations effectuées aux instant
t, ett,,1 est estimée.

La méthode du point milieu est due a Carl Runge, puis Martin Kutta a proposé diverses
méthodes basées sur des moyennes a différents instants.

Cette idée a ensuite été généralisée pour construire ce que 1’on appelle désormais les schémas
de Runge-Kutta de n’importe quel ordre.
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{Déﬁnition 18 (SCHEMA DE RUNGE-KUTTA)} .

La structure générale d’un schéma de Runge-Kutta a s-stages explicite est donné par le sys-
teme suivant

i—1
Xi =% hz aijf(tn -+ th,Xj), = 1, 0009 &
(RK) =1 (4.17)
Tpny1 = ZTnt hz by fll 1 G 26
i=1
0
avecn = 0,..., N — 1 et x5 donné. Par convention, nous notons Z ..=0

=1

La donnée d’une méthode de Runge-Kutta explicite est donc la donnée de :
1. s instants compris entre ¢, et t,,,1 définis par t,, + ¢;h, ot ¢; € [0, 1], pour i = 1, ..., s,
2. spoids b;, 7 = 1, ..., s permettant de faire la moyenne pondérée finale,
3. poids intermédiaires a;; permettant de faire les estimations intermédiaires.

De facon usuelle, on représente alors une méthode de Runge-Kutta grace au tableau de But-
cher:

c 0 0 0 .. 0 0
Cy asq 0 0 .. 0 0
C3 asy aso 0 .. 0 0
Co—1 | Qs—1,1 Gs—12 Gs—13 ... 0 0
Cs Qs 1 Qg2 Qg3 ce Qg 51 0

br by b3 .. by b

FIGURE 4.3 — John Butcher (1933 — ), mathématicien Néo-
Z¢€landais, spécialisé dans les méthodes numériques de ré-
solution d’équations différentielles. On lui doit le tableau
qui porte son nom pour décrire les schémas de Runge-
Kutta.

Exemple

1. Le schéma représenté par
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00
1
est le schéma d’Euler explicite.
2. Le schéma représenté par
0 0 0
1/211/2 0
01

est le schéma du point milieu.

3. Le schéma représenté par

o] 0 o0
1| 1 0
172 1/2

est le schéma de Heun. Ce dernier schéma est également appelé parfois le schéma de
Runge-Kutta 2, méme si le schéma du point milieu est lui aussi un schéma d’ordre 2 de
type Runge-Kutta.

4. Quand on parle “du” schéma de Runge Kutta, ou encore RK-4 on désigne le schéma a
4 stages suivant

o/ 0 0 0 0
1/2/1/2 0 0 0
12| 0 1/2 0 0

11 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

La question que 1’on peut se poser est pourquoi ce choix des poids et des instants intermé-
diaires ?
La réponse est assez simple : pour avoir les propriétés de stabilité et de consistance d’ordre
élevé.
Les schémas de Runge-Kutta explicites rentrent en effet dans le cadre général des schémas
explicites a 1 pas puisqu’on peut les écrire sous la forme

{ Tpi1 = Zn+ ho(ty, x,,h), pour n=0,... N —1,

Zlf(to) = Xp-

Afin d’étudier leurs propriétés, on peut donc utiliser la théorie générale des schémas explicites
a un pas. Nous avons alors le résultat suivant.
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r—EProposition 9 (CRITERES DE CONSISTANCE DE RUNGE-KUTTA) } \

On considere un schéma de Runge-Kutta sous sa forme générale (R/’) donné par (4.17).

1. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 1 avec le probleme de Cauchy (%) si et
seulement si .
> bi=1.
i=1

2. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 2 avec le probleme de Cauchy (%) si et
seulement si

S

s 1—1
ZblCz:% et ZbZZaU:%
i=1 i=1 =1

Remarque

S

1. La condition Z b; = 1 reflete bien le fait que les b; sont bien des coefficients d’une
i=1
moyenne pondérée.

2. On obtient des relations du méme type pour tous les ordres. Et on peut ainsi montrer
que le schéma RK-4 est consistant d’ordre 4.

Nous avons également un critere de stabilité pour les schémas de Runge-Kutta.

Proposition 10 (CRITERES DE STABILITE DE RUNGE-KUTTA)}

Tous les schémas du type Runge-Kutta explicites sont stables des que f est continue et glo-
balement lipschitzienne par rapport a sa variable x sur I'intervalle [t, to + 77| étudié.

Remarque

En particulier le schéma RK-4 est convergent d’ordre 4. C’est le schéma le plus communé-
ment utilisé. Il est a la base du solveur ODE45 de Matlab. Le solveur ODE45 est a pas de
temps adaptatif (a chaque instant, le pas de temps h,, n’est pas prédéfini, on le détermine
pour que ’erreur soit inférieure a une précision donnée).

Pour ¢a, on fait une itération de RK-4 que ’on compare avec une itération d’un schéma de
Runge-Kutta d’ordre 5 (dit a Dormand et Prince en 1980).

La différence |RK — 4 — RK5| donne alors une estimation de I’erreur par RK-4. On fait
donc comme si RK-5 donnait la solution exacte. Si [’erreur est supérieure a la précision que
[’on a choisie préalablement, on diminue le pas de temps h,,.
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Les méthodes de Runge-Kutta sont donc basées sur I’introduction d’instants intermédiaires
entre t,, et t,,, 1 pour augmenter 1’ordre de la consistance.

Un autre moyen d’augmenter la précision du calcul consiste a faire intervenir plusieurs pas de
temps lors du calcul de z,, 1. C’est ce qu’on appelle les schémas a pas multiples ou multipas
explicites. Ces schémas sont de la forme

Tp+1 = Tp + h¢(tn7 L, hna tnfla Tn—1, hnfh tn727 Tn-2, hn727 )

IIs sortent évidemment du cadre des schémas a un pas, mais on peut pour elles aussi définir la
convergence que I’on décompose en stabilité et consistance. Le schéma explicite multipas le
plus couramment utilisé est celui d’ Adams-Bashforth (d@i a John Adams qui I’utilisa en 1977
pour résoudre une EDO décrivant un probleme de capillarité introduit par Francis Bashforth
en 1883). Les méthodes multipas sont préférables aux méthodes de Runge-Kutta lorsque la
fonction est coliteuse (en temps de calcul) a évaluer.

Mais toutes ces méthodes, que ce soit Runge-Kutta explicite ou multipas explicites, ont un
point commun : elles ne sont performantes que pour les problemes non-raides (en anglais
Non STIFF).

4.3 Problemes raides et schémas implicites

Lorsque I’on applique un schéma explicite a un pas adaptatif (comme ODE45) a certains
problémes dont la solution présente des problémes raides. On obtient un effet en accordéon.
Le programme doit placer beaucoup de points dans les problemes raides pour obtenir une
précision requise.
Si le probleme est trop raide, le nombre de points nécessaires devient trop important, le temps
de calcul devient trop long et le schéma est inefficace.
La question est alors la suivante : comment caractérise-t-on les problemes raides ? Ce sont les
zones ou la constante de Lipschitz L est trop grande.
Ceci vient du fait que I’erreur d’un schéma explicite stable et d’ordre au moins p est
max _||z(t,) — z,|| < MKh?,

1<n<N
ol K est la constante de consistance, et M = - la constante de stabilité.
Ainsi, lorsque L devient grande, M devient grande exponentiellement, et donc la valeur prise
par h doit étre trés petite pour garder une précision initialement donnée.
A cause de ca, on introduit une autre notion de stabilité qui teste le schéma sur les différentes
valeurs possibles de L.

4.3.1 Test Linéaire Standard

Cette notion est basée sur ce que I’on appelle I’équation Test Linéaire Standard (ou TLS).
Ce test est défini par le systeme suivant

(TLS) {f((g)) - ;mLx(t), (4.18)

ou L > 0.
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1. La solution exacte est

x(t) = zoe .

2. Elle vaut x( pour ¢t = 0 et tend vers 0 quand ¢ tend vers 1’infini.
3. D’un autre cdté, plus L est grand, plus z(t) tend vers 0 de facon raide.

4. Enfin, nous remarquons que la constante de Lipschitz du probleme (7'LS) est L. En
effet, si ’on pose f(t,2) = —Lz pourt € R, etz € R, alors pour tous t € R et pour
tous x,y € R,

|f(t,z) — f(t,y)| = | — Lz + Ly| = L|z — y|.

Définition 19 (SCHEMA A-STABLE)

On dit qu’un schéma est A-stable si et seulement si ce schéma appliqué au probleme (7'LS5)

donne une solution z,, vérifiant lim =z, = 0 quel que soit L > 0, et quel que soit le pas de
n—-+00

temps constant h.
On dit aussi que le schéma est inconditionnellement stable.

Remarque

1. Un schéma est A-stable est donc un schéma qui peut traiter les problemes de n’importe
quelle raideur sans condition sur le pas de temps.

2. La stabilité d’un schéma décrit la facon dont les erreurs s’ accumulent sur un intervalle
de temps borné [ty,to + T| tandis que la A-stabilité décrit la facon dont les erreurs
Jaussent le comportement de la solution pour t — +00.

Exemple On peut montrer que le schéma d’Euler explicite n’est pas A-stable.

De méme on peut montrer que tous les schémas de Runge-Kutta explicites ont des conditions
sur le pas de temps dépendant de la raideur du probleme. Ces schémas ne sont donc pas A-
stables.

Pour cette raison, on a introduit d’autres schémas qui cette fois-ci seront A-stables. En contre
partie, ils sont plus difficiles a analyser et a coder. Le plus simple de ces schémas est le
schéma d’Euler implicite.

4.3.2 Schéma d’Euler implicite (ou rétrograde)

Le schéma d’Euler implicite est construit de la méme maniere que le schéma d’Euler
explicite : par la méthode des rectangles. Mais au lieu de considérer le rectangle a gauche, on
considere le rectangle a droite cette fois-ci.

Le schéma s’écrit alors de la fagon suivante :

Tpt1 = Tp+hf(t,+h,xee), pour n=0,..., N —1,
(&) -
.T(to) Zg.
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Ce schéma est appelé implicite parce qu’il ya du z,; dans le second membre. A chaque
itération, le schéma définit donc une équation qu’il faut résoudre pour trouver x,,.; de facon
implicite.

Proposition 11 (SCHEMA EULER IMPLICITE A-STABLE)

Les schéma d’Euler implicite est A-stable.

4.3.3 Shémas de Runge-Kutta implicite

Définition 20 (SCHEMAS RK IMPLICITES)

Un schéma de Runge-Kutta implicite a S-stages est décrit par le tableau de Butcher suivant

C1 11 12 @13 e Q151 Qs

Co 21 @22 (23 w251 Az s

C3 as1 a32 ass e A35-1 as s

Cs—1 | Qs—1,1 Qs—12 Qs—13 ... As—1s5-1 0As—13

Cs as,l as,2 as,S as,sfl as,s
by b b . by, b,

ou par la forme développé suivante

Xi = xn+hzaijf(tn+cjh,Xj), 1=1,...,s
(RK,) =t (4.19)
Tyt = To+h Y bif(tn+ch, X;).
=1

avecn =0,..., N — 1 et zq donné.

On pourrait montrer que tous les schémas de implicite a S-stages sont A-stables.
Le cas explicite est d’ailleurs un cas particulier du cas implicite ou le tableau de Butcher
contient une matrice “strictement triangulaire inférieure”.

111
1

Exemple
Le schéma représenté par

est le schéma d’Euler implicite.



Résolution approchée d’équations différentielles

La convergence pour les schémas de Runge-Kutta implicites se définit comme pour les sché-
mas explicites.

lim max [lz(tn) — zall =0.

La notion de consistance et d’ordre de consistance sont 1égerement différentes par rapport au
cas explicite, mais sont assez similaires quand méme.
Les conditions sur 1’ordre de consistance sont les mémes a savoir :

1. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 1 avec le probleme de Cauchy (%) si et

seulement si
S

> bi=1.

i=1

2. Ce schéma est consistant d’ordre au moins 2 avec le probleme de Cauchy (%) si et
seulement si

ibici = % et ibziaw = %
i=1 i=1 =1

mais la matrice constituée des a;; n’est plus strictement triangulaire inférieure.

La convergence est toujours vraie pour les méthodes de Runge-Kutta implicites des qu’elles
sont consistantes et que f vérifie les conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz global.

4.3.4 Résolution des itérations des schémas implicites

On a vu que les schémas implicites définissent a chaque itération une équation qu’il faut
résoudre pour trouver ,, 1.

Exemple Pour Euler implicite c’est

Tp+1 = Tp + hf(tn—i—la :Bn—i—l)

C’est a dire que x,, .1 est un point fixe de la fonction G définie pour tout x € R par
G(x) = xn + hf(thi1, ).

il existe une théorie classique de 1’existence et I’unicité des points fixes des fonctions (c’est le
chapitre 3 de ce cours). Elle donne une condition suffisante d’existence et d’unicité de z,, .
Mais pour un probléme raide, cette condition n’a que tres peu d’intérét car il faut par exemple
pour le probleme de Cauchy, si f est L-lipschitzienne, que h < 1/L pour avoir I’existence et
I’unicité du point fixe 1.

Autrement dit, il faut une condition sur la valeur du pas de temps.

Pour des problemes raides, cette condition est donc peu utile.

D’autres conditions sont actuellement développées qui donnent I’existence et 1’unicité de
ZTna1 avec une condition moins restrictive sur . Mais

1. il y a quand méme une condition sur h,

2. cane marche pas pour tous les problemes raides.
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toutefois, en pratique, la solution z,,; est en général bien définie pour les schémas de Runge-
Kutta implicites, méme pour des problemes tres raides et de grands pas de temps.

Enfin, quand x,, ., est bien définie, la méthode la mieux adaptée pour la calculer est la mé-
thode de Newton que nous avons vus au chapitre précédent.
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