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Interrogation écrite no. 3 :

Exercice 1.

(Question de cours)
a) Enoncer le théoreme d’inversion globale

b) Enoncer le théoreme des fonctions implicites.

Exercice 2.
On admet qu’au voisinage du point (z,y, z) = (1, —1,1) les solutions du systeme
Pyt 42 =1
4y =3

vérifient (z,y) = f(2) = (f1(2), f2(2)) ol f est une fonction C' dans un voisinage de 1 a valeurs
dans R?. Montrer que f'(1) = (—1,0).

Exercice 3.

Soit E = {y € C*([0,1];R), y(0) =0, y'(0) = 0}. On admet que E, muni de la norme

lylle = sup |y"| + Sup Y| + sup [y,
[0,1] [0,1 [0,1]
est un espace de Banach. On considere par ailleurs F' = C°([0, 1]; R) muni de la norme || - || .
Soit I'application ¢ : E — F définie par ¢(y) = 4" + yy'.
a) Montrer que ¢ est de classe C' sur E et calculer dgy.
b) Montrer que dpg est un isomorphisme de E dans F.
c) En déduire qu’il existe un réel € > 0 tel que pour toute application f appartenant a F'

et vérifiant supyy ;; [ f| < € il existe une solution a I'équation différentielle
v +yy =

qui vérifie y(0) = 0, ¥'(0) = 0.
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Interrogation écrite no. 3 — Corrigé

Exercice 1.

(Question de cours)
a) FEnoncer le théoréme d’inversion globale

b) Enoncer le théoréme des fonctions implicites.

Corrigé : voir le cours!

Exercice 2.

On admet qu’au voisinage du point (x,y,z) = (1,—1,1) les solutions du systéme

PP+ =1
24+ 4+22 = 3

vérifient (x,y) = f(2) = (f1(2), f2(2)) ot f est une fonction C* dans un voisinage de 1 d valeurs dans
R2. Montrer que f'(1) = (—1,0).

Corrigé : On remplace dans le systeme = et y par fi(z) et fa(z) respectivement. Puis on

dérive par rapport a z et on obtient.

3fi(2)f1(2) +3f3(2) f3(2) +32* = 0
2fi(2)11(2) +2f5(2) fa(2) +22 = 0

On sait que f1(1) =1 et fo(1) = —1 puisque le point (1, —1, 1) est solution du systeme. Il suffit
de remplacer z par 1 dans le systeme pour obtenir

3 +3f(1)+3 = 0
21(1) =2f3(2)+2 = 0

dont la solution est f(1) = (—1,0).
Exercice 3.
Soit E = {y € C*([0,1];R), y(0) =0, y(0) = 0}. On admet que E, muni de la norme
lylle = sup [y + sup |y'| + sup [y],
[0,1] [0,1] [0,1]

est un espace de Banach. On considére par ailleurs F = C°([0,1];R) muni de la norme || - ||o-

Soit Uapplication ¢ : E — F définie par o(y) = y" + vy’



a) Montrer que ¢ est de classe C* sur E et calculer dipg.
Pour tout zde Fonap(y+2)=(y+2)"+(y+2)(y+2) =y +yy+ 2"+ 2/ +yz' + 22/ =
Ply) + 2+ 2y g+ 2

L’application z — 2" 4+ 2y’ + y2’ est linéaire de F dans F. Elle est aussi continue car ||z +

2y 4yl = 112"+ 25 + 92 lloo < 112" lloo +[1Y'llsoll2llo0 + [Yllocll2'lloc < (L4 (19 loo +[[Ylloo) 1]

On a par ailleurs [|22/||Fr < [|2]lool|Z]lec < ||2]|% donc zz" = of||z]|z). On en déduit que
z = 2"+ 2y + y2 est la différentielle dp, de ¢ en y. Montrons que cette différentielle est
continue sur £. On va donc montrer que si ||§ — y|[g — 0 alors ||dyy — dey|ze,r — 0. On

calcule que pour tout z de E

ldeg(2)—dpy()lr = 12(y=5)"+2" (Y=l r < 12llolly’ =7 Nloo+ 12 ey =Fllc < 2l Elly—7lle
d’ou

ldpy = dpylle.r) < 2lly = 3lle:
On a ainsi montré que 'application y — dg, est lipschitzienne donc continue sur £.

b) Montrer que dpy est un isomorphisme de E dans F. Pour tout z dans E, dpo(z) = 2".
C’est une application linéaire et continue de F dans F' (la continuité découle de l'inégalité
|Iz"llc < |lz]|E). C’est en outre une application inversible car si y € F' alors l'application
2(t) = [7 [ y(v)dv du est de classe C? sur [0, 1] et vérifie 2(0) = 0, 2/(0) = 0. C’est donc un

élément de E.

c) En déduire qu’il existe un réel € > 0 tel que pour toute application f appartenant ¢ F et

vérifiant supy ) | f| < € il existe une solution a l’équation différentielle
vty =f

qui vérifie y(0) = 0, y'(0) = 0.

On considere 'application ¢ (f,y) = " +yy — f de F x E a valeurs dans F. On a ¢(0,0) = 0.
La différentielle de v par rapport a la variable y en un point (f,y) coincide avec 1’application
di, qui ne dépend pas de f et y — dp, est C' sur E. Donc I'application (f,y) — dyp, est C*
sur F' x F. La différentielle de 1) par rapport a la variable f est I’application identité sur E et
(f,y) — Idg est bien siir C* sur F' x E. On en déduit que v est de classe C* sur F' x E. Enfin,
on a dy)(0,0) = dipg qui est un isomorphisme de E dans F. Par le théoreme des fonctions
implicites, il existe un voisinage U de (0,0) dans F' x E, un voisinage W de 0 dans F et une
fonction H : F — E de classe C! tels que

(fLy)eU v(f,y) =0 <« feW, y=H(f).

Ceci prouve qu’il existe € > 0 tel que si f € F avec || ||« < € alors f € W donc la fonction
y définie par y = H(f) est dans E et vérifie ¥(f,y) = 0 c’est-a-dire y" + yy' = f.



