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Résumé

La motivation principale de ce travail vient de 'observation de la formation — déterministe
ou dtie aux fluctuations internes — de motifs spatio-temporels pendant I'oxydation catalytique
du monoxide de carbone sur la surface d’un cristal parfait de platine. L’oxydation du CO
sur une surface de platine est certainement la réaction surfacique la plus étudiée dans son
genre. En dehors de son importance pour le traitement des gaz d’échappement, elle sert
aussi d’exemple standard, en physique et chimie, pour un systéme trés éloigné de 1’équilibre

thermodynamique, car on peut y observer de nombreux phénoménes non-linéaires.

La thése est divisée en 4 chapitres dont le premier est consacré a la modélisation et le
dernier aux simulations, tandis que les deux autres chapitres traitent I’analyse mathématique
du modeéle. Dans le chapitre 1, nous décrivons d’abord les expériences fondamentales sur
Poxydation du CO sur une surface de platine et donnons un apercu des motifs observés a partir
des pressions basses (F 10~ mbar) jusqu’aux pressions intermédiaires (=~ 10~2 mbar) dans
la phase gazeuse au-dessus de la surface (voire Fig. 1). Notre intérét se porte principalement
sur la surface de platine qui correspond au plan du cristal parfait avec index de Miller (110),

les surfaces avec indices (100) et (111) ne sont traitées que briévement.

Pour comprendre a la fois, et 'aspect déterministe et ’aspect aléatoire des phénomeénes
observés, nous introduisons un modeéle (macroscopique) EDP ainsi qu’un modéle de particules
stochastique & une échelle mésoscopique, chacun incluant une variable pour la température
surfacique. Ensuite, une analyse numérique des bifurcations du modéle macroscopique avec
température fixée est effectuée, qui révéle une bonne correspondance du modéle avec les
expériences. Les effets de la chaleur sont considérés plus spécifiquement dans le chapitre 4.

Notre modéle ameéliore le modeéle (isothermal) pour le Pt(110) presenté par Krischer et al.
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Fi1a. 1 — Méchanisme de 'oxydation de CO sur platine.

(1992) de la fagon suivante : le terme pour ’adsorption de l'oxygéne est modifié, ce qui
correspond mieux aux résultats expérimentaux a haute pression; de plus, nous utilisons un
ansatz différent pour la cinétique de la transition de phase structurelle & la surface. Ainsi,
notre modéle s’adapte trés facilement aux autres surfaces de platine en changeant seulement
certains parametres. Ce travail est une continuation de ma thése de diplome (Reichert, 2000)
et de l'article (Reichert et al., 2001), ot nous nous étions concentrés sur le cas isothermal et

spatialement homogéne.

La mise en place de deux modéles différents, un modéle EDP déterministe et un modéle
de particules stochastique, souléve la question de la consistance de ces deux modéles. Nous
traitons cette question dans les chapitres 2 et 3 ot la relation entres certains modéles EDP et
des modeéles de particules stochastiques correspondants est mise en évidence. En effet, nous
prouvons que la densité de particules converge vers la solution d'une EDP dans la limite d'un

grand nombre de particules.

Les modéles stochastiques considérés sont essentiellement une combinaison du modéle de
Ehrenfest pour la diffusion & travers une membrane et du modéle stochastique standard pour
des réactions chimiques dans un milieu spatialement homogéne (van Kampen, 1992). Ainsi,
un réacteur chimique est considéré comme un assemblage de cellules ou compartiments de
longueur [. Chaque cellule peut contenir jusqu’a n particules de chaque espéce chimique. Les
particules se déplacent de facon aléatoire d’une cellule & 'une de ses voisines avec intensité
de saut d. De plus, si 'on note u;(2,t) = (u,1(2,t),...,un,(2,t)) (avec ns le nombre total
d’espéces chimiques) le vecteur des densités de particules dans la cellule z au temps ¢ (i.e.,
u; est le nombre de particules de Iespéce j, divisé par n), alors les nombres de particules
dans la cellule z peuvent changer selon la stoichiométrie de n, réactions chimiques qui ont
lieu de fagon aléatoire avec intensité n K;(u;(z,t)), i =1,...,n,.

Des modéles de particules stochastiques de ce type ont été developpés et analysés dans la

littérature physique (Nicolis & Prigogine, 1977; van Kampen, 1992) et mathématique (Kurtz,



1981; Ethier & Kurtz, 1986; Arnold & Theodosopulu, 1980; Kotelenez, 1986, 1988; Blount,
1991, 1993, 1994; Guiag, 2002). Les méthodes pour prouver une loi des grands nombres pour
de tels modeéles sont étroitement liées aux techniques de résolution des EDP limites. Pour dis-
tinguer 'approche que nous avons developpée de celle de Kotelenez, commune aux références
précédentes, commencons par discuter briévement le cas ot 'EDP limite s’écrit sous la forme

d’une équation de réaction-diffusion scalaire
O — Au = f(u) 1)

sur un domaine borné G C R™ avec un bord suffisamment régulier et une condition au bord
de type Dirichlet homogéne. La fonction f est une combinaison linéaire des taux de réaction
K; avec les coeflicients stoichiométriques.

Pour résoudre cette équation avec la méthode des semi-groupes, on définit d’abord S(t) =
et® le semi-groupe sur L%(G) geénéré par le Laplacien (avec condition de Dirichlet). Une

solution réguliére de (1) vérifie aussi (par variation de la constante)

u(t) = S(t)u(0) + /0 S(t—s)f(u(s)) ds. (2)

Or toute fonction u : [0,7] — L?(G) qui satisfait 'équation (2) est appelée solution ‘mild’ de
(1).

Dans I'approche variationelle, on multiplie (1) avec une fonction test v et on intégre sur
le domaine G. Aprés une intégration par partie, on observe qu’une solution réguliére satisfait
aussi

d 1
%(u(t), v)LQ(G) + a(u(t),v) = (f(u(t)), ’U)LQ(G) Vv e Hy(Q), (3)

avec a( -, -) forme bilinéaire sur Hg(G) x H}(G) définie par

a(u,v) = (Vu, Vv) (L2(G))m (4)

Une fonction u € HY(0,T; H}(G), L*(G)) qui vérifie (3) est appelée solution faible de (1).

Pour les équation semi-linéaires comme (1), et la méthode des semi-groupes et 'approche
variationelle sont performantes. Néanmoins, on peut dire que ’approche variationelle est plus
confortable quand il s’agit d’équations quasi-linéaires, par exemple des équations qui font
intervenir un opérateur de diffusion non-linéaire.

Pour relier le processus stochastique qui modélise la dynamique du nombre de particules
(on se restreint ici a la discussion du cas avec une seule espéce chimique) dans les différentes
cellules et la solution de ’EDP, il faut commencer par une mise a 1’échelle du processus sto-
chastique. Nous divisons donc le nombre de particules par n (le nombre maximal de particules
par cellule) et définissons une fonction étagée u; sur une grille G; dans R correspondante au
domaine G ou la distance entre deux nceuds est égale a [. (On rappelle que [ est la longueur

d’une cellule.)



Grace 4 la formule de Dynkin, on trouve que cette densité de particules vérifie les équations

différentielles stochastiques
du(z,t) = ((d/2m) I Ajuy(z,t) + f(w(z,t))) dt + dMi(z,t), =€ G}. (5)

avec A le Laplacien discrétisé, M(z, - ) des martingales et Qll les points intérieurs de G;. Cette
remarque nous permet d’obtenir de facon heuristique 'EDP limite. Si I’on réduit la longueur
[, et si ’on augmente en méme temps le nombre maximal n de particules par cellule ainsi que
Iintensité de saut d d'une facon appropriée, on s’attend alors a ce que les termes martingales
deviennent petits et & ce que les équations stochastiques définies sur la grille Qll approchent
PEDP (1) définie sur le domaine continu G.

Il y a (au moins) deux fagons de vérifier rigoureusement cette intuition qui sont fortement
lites aux deux méthodes de résolution de 'EDP limite discutées auparavant. Selon Kotelenez
(1986, 1988), on observe (par variation de la constante) que la densité de particules u; satisfait

I’équation
w(t) = Sp(t)u(0) + /0 Si(t —s)f(w(s)) ds + /0 Si(t — s) dM;(s). (6)

Dans cette formule S;(t) est le semi-groupe généré par le Laplacien discrétisé, et la deuxiéme
intégrale est une convolution stochastique. On soustrait maintenant I’équation (6) de 1’équa-

tion (2) et on estime [lu(t) — wi(t)||z2(c), ce qui nous ameéne & une loi des grands nombres du

type

P|sup [u(t) — w(®ll 2y = €| =0 (1= 0) (7)
t<

pour tout € > 0.

Notre technique, introduite dans les chapitres 2 et 3, est, quant a elle, liée & ’approche
variationelle pour la résolution de PEDP limite. Nous considérons d’abord le systéme (déter-

ministe) d’équations différentielles ordinaires

Sulet) = (d/2m) B A(z,0) = f(u(z1), =€ G, ®)

et nous montrons que la fonction étagée v; construite avec les v;(z, - ) converge vers la solution
u de 'EDP limite (1) dans L?(0,T; L?(G)). Ensuite, nous montrons que

T
Eﬁnww—mm@@ww%>uHm. (9)

Donc, nous obtenons une loi des grands nombres du type

T
B [ )~ u(®)s) dt =0 (= 0). (10)



Le point crucial dans la démonstration de (9) réside dans l'utilisation de la formule de

Dynkin pour montrer que le processus
lua(8) = (@)1 Z2g,) — 1w (0) = v (0)1Z2(g,)

+ 2/0 a] (UZ(S) — Ul(s)»ul(s) - vl(s)) ds (11)

_ 2/0 (f(u(9) = fu(s)s wls) = uls)) pog, ds = Ralt), ¢ =0,

est une martingale locale. Ici, q;(-, ) est 'analogue discréte de la forme bilinéaire a( -, -),
L£2(G;) est un sous-espace de dimension finie de L?(G) de fonctions étagées et R; est un
reste qui disparait en passant a la limite. La formule (11) révele clairement la relation entre le
modele de particules stochastique et la formulation faible (3) de I’équation (1). Des conditions
de convergence suffisantes sont

[l —0, n,d— oo,

tel que
(d/2m)1?> — 1, d/n — 0.
Ce sont les mémes que celles utilisées par Kotelenez (1988) pour montrer (7).

Les idées décrites ci-dessus sont d’abord developpées dans le chapitre 2 pour des modéles
linéaires, afin d’éviter les difficultés techniques diies aux non-linéarités. Dans la premiére partie
du chapitre 3, nous traitons des modéles ayant comme limite des systémes d’équations semi-
linéaires comme (1). Dans une deuxiéme partie, nous discutons deux modéles avec diffusion
non-linéaire qui ne peuvent pas étre traités avec les méthodes de Kotelenez (1986, 1988).
Pour des raisons de simplicité, nous restreignons la discussion & des modéles avec une espéce
chimique en une dimension d’espace, sans réactions chimiques. On s’intéresse d’abord au cas
ou l'intensité de saut d dépend de la densité de particules, i.e. d = d(u;) avec d( -) monotone
croissante sur [R(J)r. Nous trouvons que, en notant D(-) la limite de %lzd( -), PEDP limite est

donnée par
Opu — 02(D(u) u) = 0. (12)

Donc, le flux de particules J a I’échelle macroscopique est égal a
J=—(D'(u)u+ D(u)) Opu. (13)

Ensuite, nous traitons le cas ot l'intensité de saut dépend de la valeur absolue du gradient
discret de la densité, i.e. d = d(|0Tw|) pour un saut a droite et d = d(|—0~w|) pour un saut

a gauche. Ici, 'EDP limite est donnée par
Ou — D(|0pu|) Opu = 0, (14)

avec D(-) la limite de [2d(-); alors le flux de particules .J a I’échelle macroscopique est égal
a
J = —D(|0yul) Ozu. (15)



Le comportement limite des modeéles avec diffusion non-linéaire n’a pas encore (& notre
connaissance) fait 1’'objet de recherches dans le contexte des modéles de particules stochas-
tiques décrits ci-dessus. Le cas d = d(u;) ressemble au processus ‘zero-range’ dont le compor-
tement limite, aprés une mise & ’échelle des variables d’espace et de temps, est étudié par

exemple dans le livre de Kipnis & Landim (1999).

Enfin, dans la derniére partie du chapitre 3 nous montrons comment on peut obtenir une

loi des grand nombres du type (7) a la place de (10).

Finalement, dans le chapitre 4, nous nous tournons vers le probléme pratique de la si-
mulation du processus de densité de particules, en particulier pour le processus stochastique
modélisant 'oxydation de CO sur une surface de platine. Nous proposons un algorithme qui
est utilisé pour la simulation de ‘raindrop patterns’ qui sont des motifs particuliers dis au

bruit interne.

Travaux en cours

Modélisation du réseau de neurones dans le bulbe olfactif

Depuis la fin de ma thése, je travaille sur la modélisation du réseau de neurones dans
le bulbe olfactif. Chez les vertébrés, ce réseau constitue la premiére unité de traitement des
signaux électriques déclenchés par les molécules odorantes sur les neurones récepteurs. Le but
de ce projet est de trouver une description macroscopique pour le réseau du bulbe olfactif en
se basant sur un modéle ‘microscopique’ ot chaque neurone est décrit par un modéle de type
‘integrate and fire’, et ol les connections entre les neurones sont établies de fagcon aléatoire.
Pour cela, j’envisage d’utiliser les méthodes de 'homogénéisation stochastique. Ce travail est
effectué dans le cadre du groupe interdisciplinaire WIN sur le systéme olfactif de I’Académie

des Sciences de Heidelberg.

Modélisation d’un pot catalytique

Dans ce projet, qui est effectué en tant qu’encadrement de la thése de doctorat de Séverine
Lacharme qui a pour titre ‘Contributions to the modelling of a catalytic exhaust gas converter’,
nous proposons de développer un modeéle effectif pour la transformation de gaz nocifs (CO,
NO,, C;Hy) dans un pot d’échappement catalytique trois voies. La partie principale d’un
pot catalytique, ou monolithe, consiste d’un assemblage de tubes creusés dans un matériau
céramique dont les parois sont recouvertes d’'une couche composée d’alumine et de métaux
catalysateurs. Les modéles existants, développés principalement par les ingénieurs en chimie
depuis une trentaine d’années, sont des modéles mono-tube. Hors, les échanges de chaleur
dans le monolithe catalytique mettent en évidence le besoin d’un modéle multi-tubulaire.

Pour palier aux difficultés techniques et numériques qu’engendre un tel modéle, on se propose



d’utiliser une modélisation multi-échelle. Nous déterminons ainsi un modéle microscopique ou
I'on tient compte des réactions chimiques dans la couche catalytique et du couplage entre les
tubes da a I’échange de chaleur. Nous dérivons ensuite un modéle effectif pour le monolithe
complet. Les simulations numériques & partir du modéle dérivé seront comparées avec des

résultats expérimentaux.
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Conférences

Participation avec exposé oral

2004 e Fluctuation-induced pattern formation in a surface reaction, 5. Dresdner

2003

2001

Herbstseminar Nichtlineare Physik : Fluiddynamik, Dresden, Allemagne

o Modelling CO oxidation on platinum surfaces : From UHV conditions
towards atmospheric pressures, Dynamics Days Europe, Palma de

Mallorca, Espagne
o Modelling CO oxidation on platinum surfaces : From UHV conditions

towards atmospheric pressures, 8. Herbstseminar Strukturbildung in

Chemie und Biophysik, Salzwedel, Allemagne

e Stochastic Model of CO oxidation on platinum surfaces and deterministic
limit, First STAM-EMS Conference Applied mathematics in our changing

world, Berlin, Allemagne
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Participation avec poster

2006 e Summer school on Multiscale Modeling and Applications, Cargése, France

e 14th Jerusalem School in Life Sciences The Sense of Smell, Jerusalem, Israel

2005 e Oberwolfach meeting Reactive flow and transport through complex systems,

Oberwolfach, Allemagne
e Challenges in Modelling and Applied Analysis, Conference on the occasion

of Willi Jager’s 65th birthday, Heidelberg, Allemagne

2004 e 4. Dresdner Herbstseminar Nichtlineare Physik : Dynamik auf Netzwerken,

Dresden, Allemagne

2002 e Dynamics Days Europe, Heidelberg, Allemagne
e Symposium FEngineering of chemical complexity au Fritz-Haber-Institut der
Max-Planck-Gesellschaft, Berlin, Allemagne

Autres exposés

2004 e Stochastic homogenization, Workshop on Homogenization du Graduierten-
kolleg de 'TWR, (centre interdisciplinaire de calcul scientifique de 'univer-
sité de Heidelberg)

2003 e Stochastic processes in population dynamics, workshop Complex Processes :
Approaches to Modelling in Science 3 'ICM (centre de calcul scientifique),

Varsovie, Pologne.

En dehors de cela, j’ai réguliérement fait des exposés dans le colloquium annuel du Graduier-

tenkolleg de 'TWR et dans le séminaire du groupe de Pr. Jager.

Séjours

05/2003  Séjour chez Dr. Angela Stevens au Max-Planck-Institut fiir Mathematik in
den Naturwissenschaften, Leipzig, Allemagne

06/2002 Séjour chez Dr. Markus Eiswirth au Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-
Gesellschaft, Berlin, Allemagne
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Activités d’enseignement

Durant ma formation universitaire, j’ai enseigné plusieurs travaux dirigés (deux heures par
semaine) qui accompagnent les cours d’analyse et de probabilités a I’Université de Heidelberg.
e Semestre d’hiver 04/05 : TD Analyse 3, cours : W. Jéger
mots clés : intégrale de Lebesgue, sous-variétés différentiables de R™, théoréme de
Gauss, notions de base de I'analyse fonctionelle (espaces de Banach, convergence forte

et faible,. .. ), espaces LP  théoréme du point fixe de Brouwer, lemme de Lax-Milgram.

o Semestre d’hiver 03/04 : TD Introduction aux probabilités, cours : K. Oelschliager
mots clés : espace de probabilité, variables aléatoires discrétes et & densité, probabilité
conditionelle, indépendance, loi faible et loi forte des grands nombres, théoréme limite

central, méthode de Monte-Carlo, chaines de Markov en temps discret.

e Semestre d’été 03 : TD Systémes dynamiques, cours : J. Starke
mots clés : solutions explicites, théorémes de Cauchy-Lipschitz et de Peano, notions de
base des systémes dynamiques (espace d’état, flot, point fixe, stabilité, fonction de Lya-
punov,. .. ), systémes dynamiques en temps discret, systémes linéaires en temps continu,
théorie locale de systémes non-linéaires (variété stable, instable et centrale, réduction
a la forme normale,. .. ), théorie globale (notion d’attracteur, solutions périodiques, ap-
plication de Poincaré, théoréme de Poincaré-Bendixson,. .. ), méthodes numériques, bi-

furcation de points fixes, bifurcation de Hopf.

o Semestre d’hiver 96/97 : TD Analyse 1, cours : W. Beiglbock
mots clés : ensembles, notion d’application, relation d’ordre, nombres réels, éléments de
topologie, suites et séries, limites, continuité, point d’accumulation, notion de compacité,
théoréme de Bolzano-Weierstrass, nombres complexes, séries entiéres, calcul différentiel,

séries de Taylor, intégrale de Riemann.
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Divers

Connaissances en informatique

Langages : Ct+, C, Fortran, Pascal, BASH shell scripting, IATEX
Systémes opérationels : UNIX/Linux, Windows

Applications : Matlab, Maple, AUTO97 (logiciel pour ’analyse de bifurcations),
Openlnventor (bibliothéque graphique), MPI (bibliothéque pour le calcul paralléle)

Développement de logiciel : visualisation de Muqgarnas (ornements dans ’architecture

arabe), http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/ngg/Muqarnas/

Langues

e Allemand (langue maternelle)
e Anglais (courant)
e Francais (courant)

e Latin

Activités administratives

e Administration de plusieurs ordinateurs Linux du groupe de Pr. Jéger.

e Responsable du matériel informatique pour la conférence Dynamics Days Europe 2002
a Heidelberg.

e Co-organisation du workshop Complex Processes : Approaches to Modelling in Science
a 'ICM (centre de calcul scientifique) a Varsovie (Pologne) en février 2003.

e Porte-parole des parents d'un groupe de la créche universitaire.
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