Chapitre 6

Formules de Cauchy,
analyticité des fonctions
holomorphes

6.1 Théoréme de Goursat

Exercice 6.1.1 Soit Q un ouvert étoilé et f une fonction holomorphe sur 2. On
suppose que f(z) # 0 pour tout z € 2. Montrer que, pour tout n > 2, il existe une

détermination holomorphe sur Q0 de la racine n—ieéme de f.

Exercice 6.1.2 Soit U =C\ {iy:y € R, |y| > 1}.
(i) Montrer qu’il existe une unique fonction f holomorphe sur U vérifiant

1

VaeU f'(2) = 70

et f(0)=0.

(ii) Justifier que f est analytique en O et donner son développement en série de

Taylor.

6.2 Formules de Cauchy

Exercice 6.2.1 Calculer pour a € C* et R > 0, R # |a|, l’intégrale

2

ez
I:/ ﬁdz,
yr ZT T Q

ou g est le cercle de centre 0 et de rayon R.

Exercice 6.2.2 Soit f une fonction entiére telle que, pour tout z € C, on ait :

F(2) < V2l

Montrer que f est constante.
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Exercice 6.2.3 Soit f une fonction entiére telle que |f(z)| — +oo quand |z| —

+00.
1. Montrer que ’ensemble des zéros de f est fini.

2. Montrer que f est un polynéme.

Exercice 6.2.4 Soit U un ouvert de C contenant le disque unité fermé D = D(0,1].

On note vy le cercle unité parcouru une fois dans le sens positif.
a) Montrer qu’il existe v > 1 tel que Suppy C D(0,r[C U.
b) Soit f holomorphe sur U.

(1) En calculant de deuz maniéres différentes Vintégrale curviligne suivante

e [ (2424 1) B
/( z) z ’

2
; t
donner la valeur de f(e') cos? <2) dt .
0

(74) On fize a € C*, |a| # 1. Calculer

I(a) l/w 1) g

2T zZ—a

Exercice 6.2.5 Soient R > 0, f une fonction holomorphe sur D(0, R[ et continue
sur D(0, R]. On note vg le cercle de centre 0 et de rayon R parcouru une fois dans

le sens positif. Montrer que, pour tout z € D(0, R[, on a

_ 1
1 =5z ] w2

du .

Exercice 6.2.6 Soit R > 1 et f : D(0,R[— C une fonction holomorphe sur

D(0, R[. On suppose que, pour tout z € D(0,1], on a

1

Montrer que ¥Yn >0 :

n

‘f(n)!(o)‘ < (Hi)n(nﬂ)-

6.3 Analyticité des fonctions holomorphes

Exercice 6.3.1 Soit f: C\ {2ikw: k € Z} — C définie par

ra={r 5
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a) Montrer que f est analytique en 0. Soit Zanz" la série de Taylor de f a
n>0
lorigine. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

b) Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout n > 0, on ait

M
. o 1
Exercice 6.3.2 On fize w € C* et on considére g : z — g(z) = ———.
1— 2wz + 22

a) Montrer qu’il existe un voisinage V' de 0 et une fonction f holomorphe sur V
telle que
f(2)2=g(2), V2€V et f(0)=1.

b) Montrer qu’il existe un disque ouvert D centré en 0 et (Py)n>0 une suite de

polynomes de degré n telle que

Vze D, f(z)= Z P (w)z".

n=0



