Chapitre 8

Points singuliers isolés

8.1 Nature des singularités

Exercice 8.1.1 1. Trouver l’ordre des pdles dans les cas suivants :

z 1
f(z) = f(Z)—m'

sinz’

2. Calculer, sans utiliser la partie singuliére, les résidus de f en chacune de ses

singularités isolées :

f(z) = ﬁ f(Z) = z(ezlfl) f(Z) = 711

z iz

f(z) = -1)? f(z) = sin(z2) f(z) = HETS(Z)

Pour chacune des singularités isolés de f, donner l’expression de la partie

singuliére associée et (re)trouver le résidu correspondant :

22

flz) =el/z fz) = zcgs(l/z) [(z) = St
[&)= iy D=t 160 =mm

f(Z) - 1+€cosz

Exercice 8.1.2 Déterminer les singularités des fonctions suivantes, leur nature et

les résidus correspondants :

1
sin z 1 exp (>
R ———

b) cotanz — —, (¢ ,

PR , pou ) w cotan(T z).

a)

Exercice 8.1.3 Soit U un ouvert connexe. Méme question que ci-dessus avec :

!/
a) =, lorsque f est une fonction holomorphe sur U.

f

b) %, lorsque g et h sont deuzx fonctions holomorphes sur U et que h a un péle
simple.

1) —, lorsque f est une fonction holomorphe sur U, z, € U et n € N.

) (z — 20)
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Exercice 8.1.4 1. Soit a € C et soient g et h deux fonctions holomorphes au
voisinage de a. On suppose que g(a) # 0 et que a est un zéro isolé de h d’ordre

m. Montrer que a est un péle d’ordre m de la fonction f = 1.

2. “Réciproquement”, soit f une fonction holomorphe dans U \ {a1,--- ,ar} ot
les a; sont des poles de f d’ordre m;. Montrer qu’il existe g holomorphe dans
U telle que g(a;) # 0 Vj et telle que, Yz € U \ {a1,--- ,ax}, on ait

) 9(2) .
/e 1) 1 (z — aj)m

8.2 Fonctions méromorphes

Exercice 8.2.1 Soit U un ouvert de C. On rappelle qu’une fonction est méromorphe

sur U si f est holomorphe sur U\ S ot les points de S sont les péles de f.

1. Soient f et g deux fonctions méromorphes sur U. Montrer que f + g et fg

sont méromorphes sur U.

2. Soit U un domaine et soit f une fonction méromorphe sur U avec f # 0.
Montrer que % est méromorphe sur U.

3. Soit U un domaine et f une fonction méromorphe sur U avec f # 0. Montrer
que fT/ est une fonction méromorphe dans U dont tous les poles sont simples.

Quels sont les résidus correspondants ?



