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� ����� � �̆����� � ��� � ������ ���� �� ��� ���� ���� ������� ���� �� ��� �� �� ������� #
� �� ��� ������ ���� � ���������� ����� ��� ���!������� ����  ��� ���� �� 
��� � ������

��! � ��� ����� !��� ������ �� ���� �� ����� ����� # 	� ��� ����� ����� ��� � ������� �
��!��� � � ������ �� �������� � ��� �� ������ �������� �� ������������� ������ ��� �����
��� � ����� ������� �� ��!��� ������� # ������� ��� � � ��� � ������ ������ 
 �������� � ��
����� 
 ������ ���� � �� � ��������� �� �� ������� � � � ��� ����� � �� �������  �������� #
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���� ����� ��� � ��� ������ ������� � ���� ������ ���� � ������� ������ ��������� � ����
������� �� ���� ������� ���� ���� � �� ����� ��������� ������� � ���� ��� 
 �� � ��������
������� $ ����

V
# ��� ������� �� �� �� � �������� ��������� ���� ������� ��� �� ����

�������� � ��� ��� ������� � ������� �� � ���� �� � ������� �� & ��$ ��� H = L2(R3)
�

� ����� �� �� ������� �� ����� ���������� �� �����
t = 0

��� �� ���� ���
ψ
�� �������� #

� ���� ������ ���� ������ �� �� ������� �� ��� ����� �� �� ��� �� ���� � �������� {e−iHt}t∈R���� � ��� ������� �� ����7�����
H
� ���������� � ������������ ����� �������� �� �� � �����

��$ ���� � ����� ��� � ����������� −∆+V (Q)
#  �� ����� �� ���� �� ��������� ��������� � ��

��� ������
∆
������� ��� 
 ������� � ����� �� ��������� �� �� ������� �� � �� !��� � ������

��� ������ ��� �� ����� ��� �������� �������� �
∆ =

∑3
j=1

∂2

∂x2
j

# �� � ��������
V

� ��
����� �� �� ������� �� �� ���� �������� � � ��� �� ��������

V (Q)
# ��� ������ ��� � ��� ��

������ �� ����7�����
H
� ��� ��� ����� ��� & �� �������� � ������ ����� � ���!��� �����

�������� �� ������� ��������� #
�� �� ����� �� ������� � ���������� 
 �� ������ �� �� ����� ��

H
� �� � ������� � ��� 


�� ������ �� ����������$ �� ��
R

��� ��������� �� ����� � !���������� ������� 
 ���
�� ������� # � ��� � ��� �� ��������� �� ������ ���� � ��� ������� ����� ��� � ����� �� ���
� ����$ ��� ����� ���� �� ������� # ��� ����� ������� ������ 
 ��� ������� ��� ��� ��������
������������ ��� ������ ���� ��� �� ��� ���� �� � ������� # �� ������� �� ������� �����
����� ��� ��� ���� ��!��� ����� ��� �� ������� ��� ������� ��� ��� ����� �� ������� #
����� ��!��� ����� � ���  ��� �$����� �� �������� �� �� ����� ���� ���� ������� �� ��
�� ����� �$ �� ��� ��� ������� ��

H
�� �� �� ��������� ����� ��� ����� ���� ����!� #

�� �� ����� !� �� !�" #���$ �� ��������� ��� � ������ �� ���� � �������� {e−iHt}t∈R������� ���
H
# �� ������� ���� � ���� ����� �� ������ ��� ����������� ������������

����� ������� �� ���� �� ��� � ����$ �� �� � ���$ ��� {e−iHtψ}t∈R

���� � ������� �� & ��$ ���
H #  ��� �������� ��� � ���� �� ����

ψ ∈ H ����� �� �����
t = 0

� �� �� ��� $��� ��� ��
������ ���� �� �� �������

H0
������������ ��� � ��� ���� �� ���

H
����� �� ��� ���� ���

ψ0
�� H ��� ��� �� �� ������

e−iHtψ − e−iH0tψ0
��

��� ��� ���� � �� � ��� �� � ��� � ����� � ��� �� �����
t
�������� �� � ��� �� � ��� ���� #

��� � ������ ���������� ��� 
 ���� ��� ������ 0� % � & � �� ������������ ��� �����
���� �� ������ ���� � ��� � ���� ����� ���� � ��� � ������ ��� �������� �� ������� �� �� ��

�



� � ��� ���

������� ��
H
# �� ���� � ����!� !�� ���� #����#�� �� � ����!� !� � ��� �����#� ��$� # �

	#�� ����� ��������� �������� �� � ������������� � ��� ������ �� �������
A

� ������ ���
H �� ��� ������ ��� �������� �������$ ����� �����

H
��
A
#  ��� �������� ��� � ��

H�����!��� ��� ���������� �� ��� ������ ��� ���� ��� 

A
� ��� ������ ������ �� �� ���� ��

�� �� ���� ������ ��
H

�� �� ���� � �������� {e−iAt}t∈R

� �� �� �� �����������
[iH,A]��� �� �� ������� �������� ��� � �����! ������� �������� ���� ��� �� ���

J
�� �� ����� ��

H
� ����� �� ���������� ��!��� ������ �� �������� ���

H
����

J
� ������  ��� �������� #

�� �� � ��� � ��� �������
A
��� ��
 ���� ��� �������$ �� ���� ��� �� �������� �� � �������

{Qj}3
j=1

��� �������� �� �� ���� �������� ��� ��� �����$ ��� {xj}3
j=1

� � ��� ��!��� ������
��� �� ������������ �� �� ������� �� ��� ����� ���� � ������� �� ���� � {e−iHt}t∈R

����
� ������� ������ ��������� ���� �������$ ��� #

	 � ���$������ ������ ��!��� ������ ��� � ��� �������
H

� ������  ��� �$������ ����

 �� � ������ �� � ��� ������� ������� # ������ ��� �������� � ��� �� !��� ���$ ���� ����
�� ����� ������������ ��� �$ ������ � ���� ��!������ 
 ��� ��������� ������� ����� �����
����� � ���� ������� �� ��� ����� ����

R3 ���������� ��������� � �� ���� ��� ���������
��������� �� ��������� # 	 �� ���� � ��� ��� ���� � ���� ����$ ����� ��� ���� ����� �� ����
����� # ���� ��� ������� ���� �� ������� �������� ��� �� ������ ��� ���� �� ����� �������
�������� �� ����� �� �� ������� #

	 ��� ����� ����� � ���� ������ ��� ����� ������� ����� �� ������ � ������������
�� �� � ������ ��� ������������ # ��� ���������� ����������� ����� ��� ��� ���� �����
�$����� ���� ��� ������ �� ������ ���� �� ������ # ������ �� ��� ������� ������� ���

 �� �������� � ������
 ���� �� ����� ������ ��� ���� ������ # ��� ��������� � ��������

 �� ���$ ��� ������ ���������� � ���� ����������� ���� ������ �������� �� �� � ������
 ��� ������ � ���� � ���� ������ �� ������� ������� 
 ��� ����� # �������� ��� � ������ ��
�� ������� ��� �������� ������� � ���  ��� ������ �� !������� �� � ������ � �� ������� #

�� ����� �� ����� ������������ �������� �� �� �������� �� ��� �������� �� �� �������
�� � ��� ������� ������� ����� �� ��� �� $��!� ����� �� ���� ����� �� ������� ��� �����
������� ��������� �� ����� �� ����� ����� #

� �� � � ������ �� � ��� �����
� ���� 
	
�

�Y� ��[Z���Y��� Y��Y���Y  �

����������� �� �� ������� �����������
H

� ������ ���� �� ������ �� & ��$ ��� H �
�� ������� �������� �� �� ���� � �� �������� ����� ����� ���� ������� ��� 〈·, ·〉 �� ‖ · ‖ #� ��� �������� ���

D(H)
�� ��� ���� ��

H
�� �� ��������� �� �� ��� � �� �� ���������

����� �� ������� �������� ������� � 〈ψ,ψ′〉D(H) := 〈ψ,ψ′〉 + 〈Hψ,Hψ′〉 ���� ����
ψ,ψ′ ����������� 


D(H)
# � ������� ����� ����� ��� �� ������ ������ �� & ��$ ��� �

������!���� �� ������ ��� � ���� ���� H # � ���� ���� �� ��� ������ ��� ����
D(H)∗

#
�� ���������� H ���� ��� ������ ������� ��� � ����� ������� � �� ����6 � ���� �$������
�� ����� �� � ����� ���� �������� �� ������ �

D(H) ↪→ H ↪→ D(H)∗.



��� � �� � � �� ��	 �	 � 
������	 �� ��� �� �� � ��

����
A
�� ������ �� ������� ������� ���� � ������ ���� H # � ���� �������� �������� ����

�� �� �� ���� �������� � ��� ������ �� ��	#������ �� H ��� ���� ��� 

A

�
R 3 t 7→ eiAt(H − i)−1e−iAt ∈ B(H),

�� B(H)
������ � ������$ �� ��� �� �������� ��������� $ ����� ��� H # �� ��������� � ����

���� ��� ���� ������ ���������� ��� �� ����� ��� �� ��� ����� ��� ����� ��� �������� ����
!����� ��� �� �������$ �� # ���� ������ ���� �� ��� ���

H
��� �� ������

C1(A)
# 	 � !����

����������� � ���� ��� ���� 
 ��� ����� �� �����������
[(H− i)−1, A]

� ����� �� ���� ���
!��� �� ��� �� ��� ����

D(A)
��
A
� � ������� ������!���� 
 �� �� ������� $ ���� ��� H #

 ��� ��� ������� ��� � �� ��
 � �� ��� �� ���� ��� ���������
d <∞ ����� ���

|〈(H + i)−1ψ,Aψ〉 − 〈Aψ, (H − i)−1ψ〉| ≤ d‖ψ‖2

���� ����
ψ ∈ D(A)

# ���� ����� ��� ������ � � ������� !����� ������ �������� ��� �������
�� ���� ��� !��� �� ��� H � ��� ���� ���$�� ���� ����

z
� ������������ ��� �� �� �����

��
H

�
[(H − z)−1, A] = −(H − z)−1[H,A](H − z)−1.

�� �����������
[H,A]

������ � ��� ������� ����������� 
 B
(
D(H),D(H)∗

)� ���� ���

 � ������� �� ������� 


D(H)
�� �� !��� � �����������

ψ 7→ 〈Hψ,Aψ〉 − 〈Aψ,Hψ〉������ � ��� ����
ψ ∈ D(A) ∩D(H)

#
��� �$ � ��� ���������� ����� �
 ���������� ���� ��� ���� ���� ���������� � ��� �� � ��

����� �� � ��� ������� ������� #  ������ � � ��� ������� �����������
H

��� � ��� ������
������� ����� �� ��� ������ �� ������� ������� ����

A
��� ���

H
���� �� ������

C1(A)
#

� ���������� ������� �� ��� !��� ���������� ��� ��� �������� ������ �� � ������ ��� �� � ��� �
��������

[iH,A]
������� �� ������� ���� �� �� ����� ��

H
#

 ��� ���� ���������� ������
J

��
R
� ����

E(J)
�� ���� ������ �� ������ ��

H
���

J
# ���� � ���� ������ ���

H
��� �� ������

C1(A)
� � �����������

E(J)[iH,A]E(J)
��� ��

�� ������� $ ��� ����� �� $ ���� ��� H # �� �� ���� ����� ��� ���$��� �����
a
���� ���

E(J)[iH,A]E(J) ≥ aE(J).
���

�� ������ � �� �� ��� ��
a
����� ��� ����� �������� ���� ������� ��� �����

θ
���� ��� ���

�� � �����������
J
� # �� ���� ������� ������ ��� ��� ������ ��� �� ����� �� ���������� ���

����������� ��
R
��� �������� ����� ������

θ
��� �������� ��� � ������� #

���� ������ � ��������� ��������� ������� ��� ���� ����� �� ������� � ������  ���
�$����� 
 ������ �� ����� ��������� ��������� # ���� ������������ ������� ���� ���
���� ����� ������!� 
 �� ������� �� �� ������� #

a���  � ����Z �Y �� Y��Z�  Y
�� ��� $ ��� ����� ��� ��

λ
��� ��� ������ ����������� �� �� ����� ��

H
� �����

(H − λ− iµ)−1 �� � ��� ��� ����� �� ��� ��� ���� B(H)
����

µ→ +0
# �� �������� � ��

��� ���
lim
µ→+0

〈ψ, (H − λ− iµ)−1ψ〉 ���
��� ��������

B(G, G′) � !�"�# � $#�!#%&�# �#! �'  (��#)(! ��� ��(#! &�(� ! �# G ���! G
′ *



� ��� ��� ���

� ������� �� ����� � ��� ��������
ψ

�� H # �� � ��� ����
λ
���� �� �����$ �� ������

J��
R

�� � ��� ����
ψ
���� �� ����������$ �� ����� �� H ����� ��� ��� �� ���� �� �� ��

���������� ��� ���!��� � ��
λ
��� ���� ����������$ �� ������� ��

J
� �� ��� �� ���

� ��$ ��� � ! ������� ���$ ��� ��� � ���
H

��� ������ ���
J
# �� � ��������� ��������� ��� ��

�� ����� ��
H

���� ��� �����$ ��
J
��� ����� ��� �$ �� ��� ��� ������� #

 �� �� ��� ������ /� � � ����� ��� ����� ��� � ��� ������� � ���� ������ �������� ���
� �������

θ
����� ��� � ����������� ��� ���� ������� ����

a = θ
� ����� ��� �������� ������

����� ���������� ���� ��� �������� � ������������ 
 � ��� ������� � ��� ������� � � ��$ �����
���� ��� ��� # %� ����� � ��������� ������ ���� � ���� ����� ����� �� � ����� ������� �������
��� ��� �����!���� � ��� ��� ������

θ
�������� ��� � ������� # ����� 
 ��� ��$ ��������� �%� � & �

%� ��&� �� ���$���� ������� ���������� ��� �� ����������� ��� ���������� ����������
���� ��� �������� �� � ��$����� �� ���������� ��� ���� �� � ��� ���� �����$ �� �� ����
�����

ψ
# ��� �������� ������� �� ��������� ���� �� �������� �� %�
 & ��� �����

� ������� ��������� ���� ��� ������� ����� ��� ��� ������� ����� ��� ���� !���� ��� ��
������� � � ��$ �������� ��� ��� �� � ��� ������ � ����$ �� #

������ ��� ��� ����������� �� � ��� ������� �� �� ��� ��� ��� ���� ��� ��������
ψ�������� ���� ��������� ��� ���� ������� �� �� � ������ � ����������� ���  ��� ��� ���

����� �� �������� ������� # �  �� ���� �� ��� ���� ���� �� ��
H

��� �� ������
C1(A)��

[iH,A] = H
� �� ������ ��� ��� ��� ��� ���������� � ���������� �� ����������� ���

$������ # �� � ���������� ��� ���������� � ���� ������� ��� ���� ���� ��� � ��� ������
� ��$����� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� ���� �� ��� # �������� ��� ���� ��� ����� ��
����� �� ���� �� � ��� ���������� ���������� ���� ��� �������� ���� ����� ������� ��� ���
���!����� # �� � �� � ��� ������������ ��������!�

[[iH,A], A]
�
[[[iH,A], A], A]

�
. . .

����
���� ���� 


H
# �� � �� � ���� ��� �� ���������� ���� ��� �������� 
 ������� � ��� ���

������ ��� # 	 � � ��� � ��
J = (b, c)

����
0 < b < c

� �� �������� ��� ��� �����!���� � ��� �� ���
���� �������� ��� � ������� ��

a
���� 


b
# ��

b < c < 0
� �� ��
 � �� ���������� � ��� �������

−A ���� �$����� ����� ��� ��� ������ ��
a
�������� ��� � ������� # 	� !��� �� �� ��� �

� ������ �� � ������ �� �������� � � ���� ��� �������� � �������� ��� ��$���� � �� � ��������� ��
� ����� ������� ���� �� ��� ���������� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� �� �����������
� ����������� ��� ��� ���� ��� ���� ���� ��� ������� #

�$ � ��$ ��� � ! ������� ���$ ��� ���
���� � ������� ���� � ������ �� � �������� ��������� ��� ��

ψ
���������� �� ��� ����

D(A)
��

A
� ����� �� ��� ��� ��� �� ���� #  ��� ���� ���$�� ���� ����

z
� ������������

��� �� �� �����
σ(H)

��
H
� ���� �������� ���

R(z)
� �����������

(H − z)−1 � �� � ������
F (z) := 〈ψ,R(z)ψ〉 # � � ��������� �������� �������� � ��� ������� � ��� ������� ��

limµ→+0 F (λ+ iµ)
��� �� ��� ������ � ������ ����� � ∫ 1

0

∣∣ d
dµF (λ+ iµ)

∣∣dµ <∞ #
	 �� ������� d

dzR(z) = R(z)2
��

[iR(z), A] = −R(z)[iH,A]R(z) = −R(z)HR(z) = −R(z) − zR(z)2,

���� �$������ �� �������� �������� �
d

dz
F (z) = −1

z
〈R(z)ψ, iAψ〉 − 1

z
〈iAψ,R(z)ψ〉 − 1

z
F (z),

�� �



��� � �� � � �� ��	 �	 � 
������	 �� ��� �� �� ��

�� �����������
[iR(z), A]

� ������ � ������� ���
ψ
���������� 


D(A)
��� ��� ������ #

%$ ������� � ��������� ��� � ���
z = λ+ iµ

����
µ > 0

� ���� �����

‖R(z)ψ‖2 = 〈ψ,R(z)R(z)ψ〉 =
1

2iµ
〈ψ, {R(z) −R(z)}ψ〉 =

1

µ
ImF (z),

���

�� �� !���� ��� ������ ‖R(z)ψ‖2 = 1
µ ImF (z)

# �� �������� ��� ������� ����� �$������
‖R(z)ψ‖ = ‖R(z)ψ‖ = µ−1/2[ImF (z)]1/2

���� �� �������� �� � � ���� ������� � ��
���� �����

λ 6= 0
� � ��������� ������������ �

∣∣ d
dµ
F (λ+ iµ)

∣∣ ≤ 1

|λ| {2‖Aψ‖ + ‖ψ‖}µ−1/2 |F (λ+ iµ)|1/2. �0�

��� ��� ��� �������
µ > 0

��
ψ 6= 0

� �� ���� �� ��� ���
F (λ + iµ) 6= 0

# ��� ����
���$��� �� �0� � ������ �����  ��� ��� ���� ��� |F (λ+ iµ)|1/2 � � ��� ���� ������ �

∣∣ d
dµ
F (λ+ iµ)1/2

∣∣ ≡ 1

2

∣∣F (λ+ iµ)−1/2 d

dµ
F (λ+ iµ)

∣∣ ≤ 1

2|λ| {2‖Aψ‖ + ‖ψ‖}µ−1/2.

� ����������� �� ����� �������� ����� ����� ��� ����� ����� ����$ �� � ���
0 < µ ≤ 1

�

|F (λ+ iµ)|1/2 ≤ |F (λ+ i)|1/2 +
1

|λ| {2‖Aψ‖ + ‖ψ‖}.

�� �������� ����� ����� ����� ���� �� � ��$�� ����� �� �� �������� �0� � �� �� ���� ���
������ ��� ��� � ��� ����

δ > 0
� �� �� ���� ��� ���������

d <∞ ����� ���
∣∣ d
dµ
F (λ+ iµ)

∣∣ ≤ d

µ1/2
{‖ψ‖2 + ‖Aψ‖2}, �/�

���� ���� |λ| ≥ δ
��

0 < µ < 1
#

� ��� ����� ����� �$���� � ������ ����� ∫ 1
0

∣∣ d
dµF (λ + iµ)

∣∣dµ < ∞ � ���!��� �� ��� ��
λ
��� ���� ������� ��

R
�� ���������� ���

0
# �� � ������� ��� �� ��� ��� ��� �� ���� � ���

���� ��� ���� ���� ��
D(A)

� ���!��� �� ��� ��
λ
��� ���� ������� ��

R
�� ����������

���
0
# ��� �����$ �� �� �������� ����� ����� ���� H � �� ������� � � ��$ �������� ��� ���

� ���
H

���
R \ {0} � ��� ��� ����� #

	 � ���$������ �� ����������� � ������  ��� ��� ������ 
 �� ������ ���� ���� ���
������ ��� � ��$����� �� � ��� ���� ���$�� �� �������� ���� ��� �� ��� ��� ��� �� ����
� ��� ������ �� ���� ��� # � ��� ��������� �� ������� 
 � ������������� �� ������� / ��
%�
 & �� 
 � �������� %�
 & � ��� ��� ��� ������� ��� �� ������� ���������� � ����� 
 ��
��� � � ��� ����������� # �� ��� ����� ��� ��������� �� ���������� �� ��� ���������� � ���
�������� �� ����� ���� ��������� �� �� ���������

[iH,A] = H
# � ����� �� � ����� � ���

�� � ������ �� ���� ������ �� � ��� �������
H

�� � �������� �� ���� � ���� ��� ������� #
 ��� �������� ��� � �� ����������� �� !�� ���� ��� �� ��������

Gε(λ+ iµ) :=
(
H − λ− i(µ+ ε[iH,A])

)−1

����
ε ∈ [0, 1]

� �� �� � ����� ����������� ��� ����� ��� �� ������ ����� ����� � �� ��� � ���
��$ �� � �������� ��� ���� ���� ���������� 
 ��� ���������� �� �� � ��� ���� ��� � �����������



� ��� ���

���� �� � ���
[iH,A]

� � ��� ������ ��� �� ���� �� ��� �� ������� ���� $ ��� ����� ����
�� �������� ��

λ
��� �� �  �� ��� �� ���� ��

µ
� # �� ��������� �� � ����� ������� ���

�� �������������� �� ����� ���� ������� �� ���
µ > 0

��� ��������� #
�� ��������� ���� ��� ������� �� ��� ������ 
 ��� ���� 


H
��� ������ ��� �� ��������

�� #�� # �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� ������ ��� ������ ���� �� �������� / #� # ��
%�
 & � ���� � ���� ������ ������������� ��� �� �� ����� ��

H
�� ���� ��� ����

R
� �� ���

���� ������ ���� ��� ��� ��������� # ��� ������� � ��� ���$ ���� �� �� ���� ���� ��� ��
�������� ��� ����� ��� ������ ������������� ��� ���� ���� ���� �� �������� / #� #� �� ��
�  �� ����� #

�� ������� � � ��$ �������� ��� ��� ���� ������� ���� ��� ���������  �� � �� ����� �����
� ��� ������� �� ������ �� �� ����� �� �������� �� ��������

H
# � ��� �� ��� ����� �$ ������

�� ���� � �� ��� ���������� � ��� ��� ������� � ��� ���� ��� ����� ���� ���� #  ��� �� !���� �
�� ���� !����� ��������� ������ ���� �� �� ������� �������

A
������� �� ��� ������

��� ���������� �������� �� ��� ������ ��
H

��� ���� ��� 

A
# �� ��� �� �� � ������ � ���

�������� ������� � ������� ��� ������������ # �� � �� � �� ���$���� ������������ �
���!��� ��$���� � �������  ��� ����� ��� �� ����� �� # �� ����� � � ������$ �� ��� ��������
� ��� �������� �� ��� ��� ��� �� ���� ��� �������� ��� �$���� �� ���� �� �� �������� �������
� ������� � ������ ����� �� ��� ���� ��

A
�� � ������� �� & ��$ ��� H # �� � ��� ������� �������

��� �����  �� ���� ����� � ��� �����$ �� � ��� �� � ���  ��� �����������$ �� # �� ��� �����
��������� � ���� ��� �� ����������$ �� ��
 ���� ��� ���� �� ��� �������� ��� ��� ������
��� �������������� � ��� ����� # �� ��������  ��� ��� ������������ ������ ��� ��
 �� ����
� ������ ���������� ���� �� � ����$ ������� � ��� ������� � � ��$ �������� ��� ��� #

�� ��$ ��$#��� �����# � !# �� �����
 ������ � ��� ������� � � ��$ �������� ��� ��� � ���

H
�$���� ��� �� �����$ �� ������

J
� �� ��� ���� �� ��� ������ ��� �� �� ����� �� � ��� �������

H
���

J
��� ����� ��� �$ ���

��� ��� ������� # �� � ���� ������� �� �� ���� ���� �� � ������������ � ��������� ��� ���� ��
!������ � ���� ������� �� ��� ���������� �� ����� ��� �������� #

����
J
�� �����$ �� ������ ��

R
��� ������ �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� � ���

H� ��� ��� ����� � ��
[b, c]

������ ����
J
����

b < c
# � ��� ����� ���� ��� � ��� ��������

ψ ∈ H �� ��� ���
limµ→+0〈ψ,R(λ + iµ)ψ〉 �� ���� � ���!��� �� ��� �� λ � ���

b ≤ λ ≤ c
#

� ��� ���� ����� ��� ��� ���� ������� �� ������� ��
H

� ������  ��� �$����� 
 ������ ��
�� ���� ������ � � ��� �������� ��� �

E
(
(b, c)

)
+

1

2
E({b}) +

1

2
E({c}) = w − lim

µ→+0

1

π

∫ c

b
ImR(λ+ iµ)dλ,

�� �� ��� ��� ����  ��� ����� ���� �� ���� !��$ �� # �� ���� ���� ��� ��� ��� �� � ��� #�� !�
� ��$ �# �� � ������� ���������� ��� � ������ ����� �

1

c− b
‖E

(
(b, c)

)
ψ‖2 ≤ sup

b<λ<c
sup
µ>0

1

π
|〈ψ,R(λ + iµ)ψ〉| �1�

��# '(#% �#( �)%  (� ��((#!'��� �) ���'��(# �# �#��# ���!# ���! �#�)#� )�#  �)����� '�(�# �#
�)% (� *



��� � �� � � �� ��	 �	 � 
������	 �� ��� �� �� � �

�� �� � ��$�� ����� �� �1� ��� ��� ��� ��� ������ # 	� ����� �������� � ����$ �� � ��� ����
[b, c] ⊂ J

� ���� ������ � ��$ �� ��� ���������� ��� � ������$ ��
J
�� �� � ����� �� �����

{‖E(B)ψ‖2}B
�������� 


ψ
#

 ������ � ������$ �� D ��� ��������
ψ
� ��� �������� �� ��� ��� ��� �� ���� � ���� � �����

!��� ��� ������� ��
λ
� ��� ����� ���� H � ����� � ������$ ��

E(J)D ���� ����� ��� �����
���� �� ����������� �� ������

E(J)H # �� ����������� �� ��� �� ���������� �$ �� ��� ��
�� ����� ��

H
���� � ������$ ��

J
#

� �� �� �� ��� ������� � ��� ��� ����� � ���� ��� � �������  �� #  ��� �$����� ��
���������� �$ �� ��� �� �� � ����� {‖E(B)ψ‖2}B

� �� � ���� ��� ���������� �� ��� �����
� ��� ������� �� �� ��� ��� ��� # �� ��� ��
 ���� �� ��� ����� � ��� ������� �� �� ��� ���

lim
µ→+0

〈ψ, ImR(λ+ iµ)ψ〉. �'�
�� ������� � � ��$ �������� ��� ��� �������� ���������� � ��� ����  ��� ������ � ��� �� ���
������� ��� � ��� ������� �� �'� �� ���� �� ��� # %� ����� ����� � ��� ������� � � ��$ ��������
��� ��� ��������� #

�$� ����� ����$ !� � �#��� $�$ �������
���� � ���� ������ ������� ��� ���� ����� �� �� ������� �� �� ������� � ������

����� ���  ��� �$����� 
 ������ �� ����� ��������� �� ��$�� �� ����� ������� � ����
!������ ��� ��� ����� ��� ��� �������� � ���� !���� �� � ������ ����� ��� # 	 ��� ���������
���������� � �� ��� � ��� !����� �� ������� ��� ����� ����� �� � ����� ��� ������� #  ��� ��
���������� ������

J
��

R
� �� � �� �� �� � ������ � ��� ������� � ���� ������

a
�������� ���

� ������� ����� ��� � ��� �� ������� �������
K

���� H ���� ��� � ���������

E(J)[iH,A]E(J) ≥ aE(J) +K

���� �����!���� #
��� ���� ����� �� ������� ����� �� ����� ����� ����� ���� �� � �� � ���� !���� ��� ����

�� ��� � ���� ����� ����� �� � ����� ������� � ��� ��� ������ ���� ������������ # 
�����
� ��� � �� � ���� � ��� � ����$ �� �� �������� 
 � ��$ �� ��� ���������� �� �� ����� ��

H
����

J
� ���� 
 ��� �$ �� ��� ���������� �� ������ �� �������� � ����$ ��� ������� ������� ��

H
��� ���� ����� !����� ��� �� �� ���� ������ ���� # � ���� � ��� �������� ��� �� ���� ��

���� ����� ��� ���� ������ �$����� ���� �� ��������  ����� ��� ���� �� ���� ���� ������
�� �������� � #

a���  � ����Z �Y �Y  � ��������

	��� �� ����� �� �� ������� �� �� ������� � ��� ����� ����� �� � ����� ������� � ������
����� ��� ���� ����� � ���� �� � ��� ���� ��� � ��� �� � �� ��� �� ������� �$ ������� �����
�� ���� ��� ���� �� ����� �� ������ ���� ��� ������ ����� �������� # 	� ���$���� ����� ��
������!� 
 ��� ���������� �� ���������� �� � �����

e−iHtψ
�� !��� ���� � �� �� � ����

��� ���� ��� � ����$ �� �� ���� ��� � ��������� # ��� ������ � ���� �������� ���� ��� ��
��������� � ���� ��� �� �� � ������ �� � ��� ������� ������� # �� ���� ��� � �� � ��� ��������� �



� �� ��� ���

� ��������� ��� �� !���� ������ ������ ���� �� ���� ���� ������ �� �������� � # ���� ��
���� � ����������� ���� ���� # �� �������� � �� ������ ��� �� ��������� ��������� ����
�� ��� ���������� �� �� ���� ������ ������������ �� � ����� �������� ���� �� ��������
� �� ���� �� �������� � � ��� �������� # ��� � ��� �� ������ �� ���� ���� ���� ���� #

��� �� �����#��
H

� ���� ��
���� � ������� ������� �������� ���������� ��� ��� �������� ������ � ��� ��������


 ������ � ��� ������� � � ��$ �������� ��� ��� �� ���������� ���� ����� � � ��� �� �������
�� �� ������� # ���������� ��� � ��� �� �������� ���� ��� ������������� �� � ������ ����� ��
� ����� ��� � ���� � 
 �$����� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� #

���� ����� �$���� ������������ �� ���� �� ����� �� ������� ���� �� ������� � � ��$�
�������� ��� ��� � ���

H
��� �� ����������$ �� ������

J
��

R
� � ������$ �� ��� ��������

� ��� �������� �� ��� ��� ��� �� ������ � ������ ���� � ������ ��� �� ��� ����
D(A)

�� � ��� ��
������ ������� # 	 � � ��� � �� ���� �� �/� ��� � ��� ����

δ > 0
� �� �� ���� ��� ���������

d����� ��� �� ��������
|〈ψ,R(λ + iµ)ψ〉| ≤ d{‖ψ‖2 + ‖Aψ‖2}

���� ������� � ��� ����
ψ ∈ D(A)

� |λ| ≥ δ
��
µ > 0

#
��� !���� ���� �� ������� ���� ������� # ��������� �� ��� ������� � � ��$ ��������

��� ��� ��� ��� �$���� � ���
H

��� �� ����������$ �� ������
J

��
R

 ������ � ����

����� ����� �� � ����� ���
J
� ����� � ������$ �� ��� �������� � ���� �������� �� ��� ���

��� �� ���� � �������� ��������
D(A)

# �� !��� �
D(|A|ν) � ��� ����

ν > 1
2

��� �  ��
������� ���� ��� �����$ �� # 	 � � ��� � ��

[b, c]
��� ������ ����

J
� �� �� ���� ��� ���������

d
� ��� ������� ��

b
��
c
� ����� ��� � ��� ����

ψ ∈ D(A)
�
λ ∈ [b, c]

��
µ > 0

�
|〈ψ,R(λ + iµ)ψ〉| ≤ d{‖ψ‖2 + ‖Aψ‖2}.

	� ����� ����� ����� �� �$����� ����� � ��� ������� � ���� ���������
d′ <∞ �����!������

‖(1 + |A|)−1R(λ+ iµ)(1 + |A|)−1‖ ≤ d′,
���

���!��� �� ��� ��
λ ∈ [b, c]

�� ��
µ > 0

� �������� ��� ��� 
 �� $��� ��� �������� �� ����
��� ������� #

�� � �� � ���� ���� ����� �� ��� �� �������
T
!��� � ��� H � ����

D(H) ⊂ D(T )
� ���

��� �� ����� ���
H

� ���� � ���
J
�� � ��� ���� ����������

[b, c] ⊂ J
� �� �� ���� ��� ���������

d <∞ ����� ��� � ���������
‖T ImR(λ+ iµ)T ∗‖ ≤ d

���� ������� � ��� ����
λ ∈ [b, c]

��
0 < µ < 1

# �� ��������� �� ��������

ImR(λ+ iµ) =
1

2

∫ ∞

−∞
eiλte−iHt−µ|t|dt,

�� � ��� � ������ ��� � ��� �������
T
��� �� ����� ���

H
������ ���

J
�� �� ��� ��� ��� �� � ���

���� ����������
[b, c] ⊂ J

� �� �� ���� ��� ���������
d <∞ ����� ���

∫ ∞

−∞
‖Te−iHtψ‖2dt ≤ d‖ψ‖2



��� � �� � � �� ��	 �	 � 
������	 �� ��� �� �� � ���

� ��� ����
ψ
�����!������

E
(
[b, c]

)
ψ = ψ

#
��� �� �������� ���� ���� ������ ���� �� ����� �� �� ������� �� �� ������� � ��� ��

������ �������� �
������
� � ���

H1 � H2
!�#� �� �����#�� �#���!� ��$�� �#� H� ��

J
#$ ��#���$��� ���

�#���� !�
R � � �#� $���$� ���

Ej
�� � ��#�� �� ������� !�

Hj �
�#�� ���$� �#� ��#� ��#�

ψj ∈ D(Hj)
�� �������$ 〈H1ψ1, ψ2〉− 〈ψ1,H2ψ2〉 = 〈T1ψ1, T2ψ2〉

��� ����� ��� �	
Tj

���
#$ �� �����#� ������� �$�

Hj
� ���� � �#�

J � 
 ���� �� ��� ��� � ����

W (H1,H2;J) := s− lim
t→∞

eiH1t e−iH2tE2(J)

�� ����� ��� #$ � ���� ����� ������� �� !�
E2(J)H �#�

E1(J)H �� ������ ���
W (H1,H2;J)∗ =

W (H2,H1;J) ��� ��������� �� �������� ��� 
 �� ��������� ��� �� ��������
H

������� � ���� �������
���� ��� ������� ��� ��� � ��� �������

(1 + |A|)−1 ���
H

������ # �� � ��� �� ������ ���
��!��� ������ ��� �� ������ �� �� ����� ��

H
� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� !������

���� ����� ��� ������ � ��� ��������
H

������� ��� � ������ �������  ��� �������� � ��� ���
���� ����� �� ������� � ����� ������� ���� �� �������� ��������� #

�� ������ � � �$�� ���
����� �� ��� � �������� � � ����� ���������� � ��� ��� � �� ���� ����� �$����� ���� ��

����� �� �� ������� �� �� ������� ��� �� ������� �� ���������� ���� �� ������� � �����
�� ���� ��� �������� � ������ � ���� ��� �� � �����

e−iHtψ
# �� � ����� � ���  ��� � �������

n
���� ��������� � ���� ����� ��� �� ������ ��� ������������ � �� ������ �� ����� ��
�� �� ����� �� � ��� ������� ������� # ��� �������� �� � ����� ������� ���$ �� �����������
���� ������ ��� ��� ����������� �� � ������ � ���� ��� ���$ ����� ����� �
 ���������� #
	 �� ���������� ���� ��� �������� �� ��� ������ ��

H
��� ���� ��� 


A
� ��������� 
 ��

��������� � ���� ���
C1(A)

�� !������� �� �� !��� � �� ���� ���� �������� #
���� ���������� ��� ���� ���� ���� ���� ����� ���������� �� ���������� ��� �����

����� �� ������ � ��� �� �������� ��� �� �� � ������ � ���� ��� #  �������� ��� ���� ���
����������� �� !��� ��� ���������� �� ������ � ��� ������� ������� #

���� ����� ���
B

����������� 
 B(H)
�� ��� �� �������

B(H − i)−1 ���� �� �� ��
������ ������� ��� H # � ��� �������� ��� Hc(H)

�� ����������� ������� �� H ���
���� ��� 


H
� � �����
����� �� ����������� �� H ��������� �� ����������� ������� ���

��� �������� ������� ��
H
#  ���� � ��� ���� ��������

ψ ∈ Hc(H)
� ��� ��������� ���������

���� �����!����� ��
� ������� � �

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
‖Be−iHtψ‖2 dt = 0

��
lim
T→∞

1

T

∫ 0

−T
‖Be−iHtψ‖2 dt = 0.

��

������ ��� ��
ψ

���������� �� ����������� �$ �� ��� ��� ������� Hac(H)
�� H ���

���� ��� 

H
� ����� �� ���� ���� � ��� !��� ��� ������ � 
 ������ � ‖B e−iHtψ‖ → 0

����
t → ±∞ #

�� ���� ����� � ��������� ��� H = L2(Rn)
�� ��� � ��� �������

H
���� �� ����� ���



� �� ��� ���

������� � �� ��� ������� ���� �� �� ��� � ��
 �� ����� $ ��� ������

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
‖χ(|Q| ≤ R)e−iHtψ‖2 dt = 0 ∀R ∈ (0,∞),

��
χ(|Q| ≤ R)

��� � ��� ������� �� �� ���� �������� ������� ������ 
 �� !������� ������
���������� ��� �� $ �� �� ������� 
 � ���� ��� �� �� ����� ���� 


R
# � ��������������� ��

�� ���� ���� ��� ��� ����
ψ ∈ Hc(H)

��������� �� � ������ ���������� �� ����� �� ���
���� �� � ������� ��� ������������ #

	 ��� �� ����� ������� ���� H = L2(Rn)
� �� ���� ���� ���� ���� ��������� ��� �� ������� #

���� ����� ��� � ��� �� �������
ψ ∈ H �� � ��� ����

R ∈ (0,∞)
�� � �� ������� ��������

��� �����!���� �
∫ ∞

−∞
‖χ(|Q| ≤ R)e−iHtψ‖2 dt <∞.

�� �������
ψ

���������� ����� 
 Hac(H)
%��& # � ��������������� ��� � �� �� ����� ��

��� ��� �� � �����
e−iHtψ

���� ����� �� ��� $ ����� �� � ������� ��� ��� � ����� � �����
ψ
����

���������� 
 Hac(H)
#

�� ��� ����� ��� ���� ��� ���� ���� ����� ���� ���� ��������� � ��� �������� ����������
� ���� # ���� � ���� ������ �������� ���

H
��� �����

ψ
������� �� ����� �� ��� ���� ��

� ������� � ���� ������� �� 
 ������ � ������ � ����� ������ �� � ������ �� ���������� ���
��� ��� ��� ��� ��������� � ��� ����� ��� ����������� � ��� � ������� ���� ����� ���!����
�� �� ������� �� �� ������� #

� ������ �� �� � ��� ���� �� �� ��� ������ �� � ������ � ���� ��� ��� !������ ��� ������
��$ �� �� �����������$ �� ��� ����� � ���� ������� �� ��$�� ��� ����� ���� � �������

Rn � ����%& ��& # ���� H � ������� �� & ��$ ���
L2(Rn)

��
H := −∆

� ��� ������� �� ����7�����
������� ������ 
 ����� ��������� # ����

ψ
�� ���� ��� �� H ��� ��� �� �����!��� �� ��

������� ���� ����� �� 
 ���� ��� 
 � ���������� � ���� $ �� �� ������� 
 � ���� ��� �� �� �����
υ > 0

#  ���� � ��� ����
m ∈ N

� �� �� ���� ��� ���������
cm

����� ���

‖χ(|Q| ≤ υt)e−iHtψ‖2 ≤ cmt
−m � ���

t→ ∞.
���

���� �� ���$�$ ����� �� �������� �� � �����
e−iHtψ

���� ��� $ �� �� ������� 
 � ���� ��� ��
�� ����� ��������� 
 �� � ������

υ
���� ����

0
����

t
������� ���� � ������ # �� ����������

� ���� ���� � ��� � ������ ��� ������� 
 �� � ������ � ���� ���
υ
# � ����� ��� �� ����� � �

��� � ����$ �� ��� �� ���� � � ���� ������ {e−iHt}t∈R

��� ����� ���� �� ��� ���� �� #
�� �� ������� �� ���������� ��� ���� ��� 
 �� ��������� ������� $ ����

V
� �� ���� �

� ���� ������ {e−iHt}t∈R

����
H := −∆ + V (Q)

� ���� � ��� ����� ��� ������� ��� �� � ����
��� ��� �������� ��������� ��� ���� ������� # � ������ ����� �� � ����� ������� �� � ������
���� ������� ����� ��� ��� ������� # ������� %& ��& � ���� ������� �������� ���� ����
������������ � ������ �� �� ������ �� �� �� �� � ������ ����� ��� ���� �� ��������� � ����
� ������ � ���� ��� #

�� ����� ��� �������� H = L2(Rn)
��
H = −1

2∆+V (Q)
# � ��� ����� �! ������ ���

� ������ �� ���� ��������� �� �� ������ ��������� ��� � ��$����� �� ���� ���� �� � ���
��� ��� �� � ���������� # � ��� ������� ������� ��� �� ��������� �� ���� � ��� ����������� �

 ������

A := 1
2(P ·Q+Q ·P )

� ����
Pj

� ��� ������� ����������� ���� H ����� ��� −i ∂∂j



��� � �� � � �� ��	 �	 � 
������	 �� ��� �� �� ��

��� ��� !�������� ��� !��� ������!���� ���������$ ��� # ���� ���� ����� ���
H

��� ��
������

C1(A)
�� �� ��� �� ���� �� ���������� ������

J
��

R
��� ���

E(J)[iH,A]E(J) ≥
θE(J)

����
θ > 0

# ����
ψ ∈ H ���� ‖ψ‖ = 1

�� ����� ���
E(J)ψ = ψ

� � �����
�����
��� �� ���� ��� �� ������ ��

ψ
��� ������� ����

J
# ��� ����� �� ��� ������� �� ���� ���

!��� ��� � ��� ��������� ��������� ��� ��� ����� ��� �� ������ �� �������� ��� $ ����� ��
���� ��� �$ ������ # ���� ����� ��� ���� �����

d

dt
〈e−iHtψ, 1

2
Q2 e−iHtψ〉 = 〈e−iHtψ,Ae−iHtψ〉.

	� � �������
d

dt
〈e−iHtψ,Ae−iHtψ〉 = 〈e−iHtψ, [iH,A]e−iHtψ〉,

���� ������ ����� ���
d2

dt2
〈e−iHtψ, 1

2
Q2 e−iHtψ〉 ≥ θ.

 �� ���������� � �� � ������� � ������ �����
〈e−iHtψ,Q2 e−iHtψ〉 ≥ θt2 +O(t)

����
t ≥ 0.

�� ���� ���� � $ ��� ��� ����� ��� !��� �� � ���� ��� ��� �� ������ � ������ �� � ��$ ����
��$ ��

eiHtQ2 e−iHt
� ��� � �����

ψ
������ �� !������� �� ����� �����

θt2
# ���� � ����

�� ����� ��� �� ���� ���� ������ �� � ������ � ���� ��� � ���� � ������ � �� �� ����� � ��� ��
� ������ ������� ��� �������� �� � ����� ������� � ��� ���������� ���� ��� ����� �����
�� ���������� #

	���� �
 ���������� � ��� ���� ����� �$ ������� �� � ������ � ���� ��� ������� ����� ��
��� ���� ���� ���� ������� � �� � �� ���� ������ � ������ ��� ��� ���$ ���� ���� �� �����
�$ ������ � ��� �� ��� � ���� ��� �������� ������� ����� � ����������� ��� � ��� �� ���$ ����

 � ������ # ��� ���������� �������� 
 ����� ���� ���� ��  ��� ������� � #� # �� %
� &
����� ��� � �������� %&��& # ���� ����� ���� ��� �� ������� �� ��� ����� 
 ����� ������
�� � ���� ��� ��� ������������ ���������� � ���� ��� ���������� �� � ������ � ���� ��� ����
�� ����� �$ ������ ��������� �� ��$�� �� ����� ������� # �� �������� � ��� �������� ���
�������� 
 ����� ���$ ��� ������ � ��� ���� ��!������� � ���������� ����� ������� �������
��� ������ �� �� ������� # �� ��������� ���� ���� ����� �� ���������� �� � �����

e−iHtψ���� ��� � ������ � ���� ��� ������ 
 �� ���������
θ
�� � ��������� �� � ����� ������� � �����

���������� ����� ���� ���� �� �� ����� �� � ��� ������� ������� # ���� ��������� ��
������� �� ����� � �� �������� � � ��� �� ������ �� ���� ���� �$ ������ ����� ��� � ���
��� ��� �������� � ��� ��� �� �������� �� ����7����� # 	 � !���� ������� � �� � ������� ��
& ��$ ��� H ���

L2(Rn)
�� �� � ��� ������� �������

A
��� �������$ �� � ���� �� ���� ���� �

���� ��� �� ��������
Qj

��
Pj
� ��� � ������ � ���� ��� �� ���������� ���� � ������� ��

����� �� ���� � ������� ��� ������������ � �������� ��� �������� �� ���� ���� �$ ������ #
 �� ���� ��� 
 �� ������� �� ������� � �� ������� �� �� ������� ��� �� ������ � ���

� ����� � ���� ������� � �� ��� ���$���� ���� ����� ������ ���� �������� ��� ���� �� ��
������� 
 ��� ���$ ��� ������ ������ # �� �� ����� �� ��� ��
 �� ��� 
 ������� � ������������
����� ��� �� � ��������� �� � ����� ������� ����� ��� ��� ���������� �� ��� ������ ��

H��� ���� ��� 

A
������� ��� ������ # �� � ���� ��������� ��� ��� ���� ��������� �� ���� ���

���� �� ����� �� �� ������� �� �� ������� � �� � ������ ��� ������������ � ����� ������
$ ������� � ���������� �� � ��� � ����������� ��� !������ ������ �� ���$���� ���� ����� #



�� � ��� ���

� ��  ��� �����
� �� ����� ���� ���� � � �	��� ��
�

����������� ��� ������� �� ���� ������� ������� ���� �� � ����
m 6= 0

�� �� ���� 1
2��� ����� ���� � ������� ������ ��������� �� �������� � ��� ����� � �������� �����$ ��

� ��� �� ��������� ��������� # ���� � ���� �� ��������� �� ���� ��� ��������� �� � �� �
.��� � �� ��� � ����$ �� �� ������� �� ��!�������� ��������� � ��� ��� ���� �������� �� �����
� �������� ������ �� !��� � �������� � ~B(x1, x2, x3) =

(
0, 0, B(x1, x2)

) # �� �������
��� ����� ������ ���� � ������� �� & ��$ ���

L2(R3; C4)
��� � ��� ������� �� 	����

H0 := α1Π1 + α2Π2 + α3P3 + βm,

��
β ≡ α0, α1, α2, α3

���� ��� � ������� �� 	 ����� �� �� � �� ��� �� ��������
Πj := −i∂j −

aj(Q1, Q2)
���� ��� ���������� ��� ������������ � ��������� � ��� �� ��������� �������

~a(x1, x2, x3) =
(
a1(x1, x2), a2(x1, x2), 0

) ���
�����!������

B = ∂1a2 − ∂2a1
# �� ��������� ���������� �� � �������� ������� �����

�� ��� � ���� ����� �����
P3 := −i∂3

�� ���� ��
Π3

#
	 ��� �� ������� � ���� �������� �� ���$ ����� �� �� ������ �� �� ����� ��

H0
����

� �� �� �� � �����$������ ���� 
 � ��� ��� � ��� � �������� ���������
V
#  ��� �������� ��� � ��

�� ������� �����!��� ��������� ��� ������� ��� �� ������������ 
 � ������ � ���� ��������
�� ������� � � ��$ �������� ��� ��� � �� � ������� �� �� ����� � ��$ ����� �� �� ����� ���� ����
������� �� �� ������� �� �� ����� � ������� ��

H := H0 + V (Q)
���� ��� �����������

��
R
# ��� ����������� ������� ������ ��� ����� �� ������� ���� �� �� ����� ��� ������

�� � ��� �������
H0 := σ1Π1 + σ2Π2 + σ3m

� ������ ����
L2(R2; C2)

# ��� � �������
σj�������� ��� � ������� ��  �� �� �� �� �� ����� ��� ������

σ0
sym

��
H0 ��� �� ������� ���

�� ������ ��
H0 �� �� −H0 # �� ��� ����������� �� ��������� � ����������� ��������� ��

� ��� �������
H0 ����� ��� ����� � ��� ������� ������� 
 ����� ������� #

���� � �������� � ��� �������� ��� ��� ���� ����� �$����� � ����������� � ������ �� ����
���� � �� ����� � �������� ��� �������� ���� ���� � ������� �� ����� ��� ������

B0 6= 0
#

	 ��� �� ��� � �� ��� $ ��� ����� ��� � ������$ ��
σ0

sym

��� ��� 
 � ������$ �� ��� �������
±
√

2nB0 +m2
����

n = 0, 1, 2, . . .
# �� � ������� ��� �� � ����� �� ����� ������� ��� ����

����� ���� ��� ����� �� �� � ����������� ��� ����� �� ������� # �� �������� � � ���
�� ����� � �������� ������� ����

0

 � ������ � ��� �����������

(−∞,−m]
��

[m,∞)������������� 

σ0

sym

�� ����� ����� �� !������ ���� ������ ��!��� ����� ������������ #
 ��� �������� ��� � ���� ~B �� ����� � �������� ������� � ������� ���� �� �����

����� ��������� � ��� ��� ��� ��������� � �� ��� ������ ��� ���� ������ �����$ ��� # ����
����������� �� � �������� ������� �������

~a
�� �� !��� � �������� ���� ��� � ��� ����� ��

����� �$���� ���� �� � ��� ���������� # ���� ������
V

��� ��� �������� $ ����� ��
R3 
������� ���� ��� � �������

4×4
���� �������� # ���� ��� ������ ��� �� � ��������

V
� ����

�� �� 
 � ������ �� ��� �������� ��� �������� � ������ �� ������������ ���� �� ���������
��������� # �� � ������ �� ������������ �� � �������� ���� ��� ���� ������ ���������� � ����
��� ��� ���� �� � �������  ��� �� �� ��� ��� ����� #

� ��� ������� ������� ��������� ��� !��� ����� ��� ����� ��� � �����������

A :=
1

2
(H−1

0 P3Q3 +Q3P3H
−1
0 ).



��� � � 
� ����� �� �	 �������		 �� ��

��� ����� ����� �� � ����� ������� ��� ��� ������ ��� ��� ����������$ ��� ��
R

���
� �������������� ��� 


σ0
sym

� ���� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� ��� ������ ��� ���
�  �� ����������� # ��� ���� ����� �������� ���� �$����� ����� ���� ������� �

��� �� �� ����� � ������� ��
H

�� ������ ��
σ0

sym

��� ������� �� ������� �������
�� �� ���� ������ ���� �� �� � ������ � ������� ��� �� ��� ��� ������� ����������� 

σ0

sym

�
�$ � � ��� �������

H
� �� ��� �� �� ����� ���� ���� ������� ����

R \ σ0
sym

#
� ������ � �� �� ������� ������ ���� �� !��� ��� �� ����� � �������� ������� ���

���������� � ���� �� ��� ����� ��� ��� ������ ����������� � ������� �� ��� ������ ��
���������� # �� ��� ����� �� ��� ��� ���� ��� ��� ������� ��� �� ����� �� ����� � ��
������� � ���� �������� ������ ���� �� ����� ��� ���� �� ����� � ��

σ0
sym

# 	 ��� �� ���
�� ����� � �������� �������� �� ��� �� � � �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� �$����
�� ������ �����$ ��� ��� �������� ���� ����� ������� #  ��� ��� ������ � ��������� � ���
������� � ��� ���� ����� ���$ ���� �������� #

�� ������� � ��� �" ���#� �$ ��� ���������$ ���� ��� ��� ���!�� !� 
 �!����� !� � ��$��
������� !� ��$ ���� �$ ������� �$ ���#�� %�  �����$������ �! 	 ���� �� ������� . ��� ���
���$ �� � ������ ���� �! �������� ��������� ��������$!�$� �# ���� ���� � !� ����� �� ���
�������� !�$� 	�#�$�� �� � ��� �� ������ 
 ������ �

� ��  ��� ������ �� ����������

����������� ��� �� �������� �� ����7�����
H = −∆ + V (Q)

���� � ������� ��
& ��$ ���

L2(Rn)
���� ��� � ���������

V
���������� ��� �$������� �� ��������$$ �# �� ���

������������� �� ��� � ��������� ��� �� � ������� ��� ��� ���� ������������� ������� ���
� ��� ������ �����$ �� # �� ����� �� ������� ������ ��� ���� �� ���� � �������

R2 ��� �$������ �������
V (x1, x2) = V1(x1)V2(x2)

� ��� ���� !�������� ������� ���������
Vj

������
���

lim
xj→±∞

Vj(xj) = c±j .

� �������� �� ��� �� �������� � �������� ���� �� ����� � ��� ��$ ������ �� � ������ ��� �� ��
������� �� ����7����� 
 � ��������� ��������� �� � � �����
����� ��� � ��������� ��� �� ���
��������� ��� ����

0

 � ������ # � ������ � � ��� ������� ���� � ���� ��� ����$����� ��������$�

������ ���� �� !��� �� ��� ��� � ����$ �� �� � ���� 
 $ ��� ��� ������� �� ������� �� ��� �������
�� �� ������� ����� ����������� � ��� ��� �� �������� �� ����7����� ������� ������� #
	 � � ��� � �� !����� �������������� ��� ������� ��� �������� ������ ���� ������������
���� �� ���� ����� � ��� ����� ��� � ����$ ������� � ���� ������� � ��� ������� #

	 ��� �� ����� � �� �������� � � ���� ������ ���� ���������� ��� � ������ �� $ ����
���������� ���� ���� �� � �������� ��������� �� ��� ������� ��� ��� ����� �� ��� ���� �����
�$����� ���� �� ������� # ��� ������ ��� �� ���

n
���� ��������� � ����

n
���������� � ���

������ ���� �� ����� �� ��� �� �� ��� ��� � ��������� ���������� $ ������� � ��� �������
���� ������� #



�� ��� ��� ���

 ���
j = 1, 2

� ����������� ��� �� ��������
Hj± := −∆ + c±k Vj(Qj)

� ����
k ∈ {1, 2}����

k 6= j
� ���� �� �����#�� ����� �����#�� # � ��� ����������� ����� ��� ��� �� ��������

Hj± := −∆j + c±k Vj(Qj)
� ������ ���

L2(Rj)
� ���� �� �����#�� �$ ���$ �� # � ����� ���

� �������
j
����

Rj
������� ��� 
 � ������� �� �� �����$ ��

xj
��

R2 # �� ��� ��������� �� ���������� ��� ��� �� �������� ������������� �� ����������� �� ��� �� �������� ��������
�� ��� & �� ��������� ��$��� � ��� ����� �� �

H2± = −∆1 ⊗ 1 + 1 ⊗H2±

���� �� �������������� �� � ������� �� & ��$ ���
L2(R1) ⊗ L2(R2)

#  ���
H = −∆ +

V1(Q1)V2(Q2)
� ������ ������

τ(H)
� � ������$ �� !�� ��#��� � �� �������� ��� �������

������� ��� ������ �� �������� �������� ����� ��� ��� ������ �������
c+1 c

+
2

�
c+1 c

−
2

�
c−1 c

+
2��

c−1 c
−
2

# � ������$ ��
κ(H)

!�� ����#�� ������#�� ��
H

��� ������� ��� ������� �������
��

H
����� ��� ��� ������� ��

τ(H)
# ��� �������� �$ � ��� ���������� ���� �� �����

����� ����  ��� �������� � ��� ������� �������� ���� ����� ������!� 
 � �������� �� �������
��

H
�� 
 �� ������� �� �� ������� #

�� ��� ����� ��� �� �� ����� ���������
σess(H)

��
H

��� ��� 
 � ������ ��� �� ������
��� �� �������� ������������� # ��� ������ � �� ��� ���� ��� ���� ���������$ ��� � ���
����� ����� � ��� ������� � ���  ��� �$����� �

σess(H) = [σ0,∞)
��

σ0
��� �� � ��� � �����

������ ����������� 
 � ��� ��� �� ������ ��� �� �������� �������� # 	 � � ��� � ���� �����
��� ��� !��������

Vj
������� ���� ����� ��� ���� ������������� �� !���� 
 ������ � ���

��� � � �����
����� � ��� ������� ��� ���
d(1 + |x|)−(1+ε) ���� d, ε > 0

# ����� ��� ������
��� �� � ������ �� ���������� ���� ������� ��� ����� �� ������ ���� �� ����� �� ��
����� � # ���� ��� ������� ����� ��� ��� �����$ ���

τ(H)
��
κ(H)

���� ��� �����$ ���
�����$��$ ��� !��� �� � �� ��� ��� ������� ������� ��

H
� ������������ ��� 


τ(H)
����

�� �� ���� ������ ���� �� �� � ������ � ������� ��� �� ��� ��� ������� ����������� 

τ(H)

#
����� �� �� ����� ��

H
� ���� � ������� �� ��� �� �������� ��� �� ���������� �����

������ ��� �������� #
���� �� ������ �������� ���� ����� ������ ��� �� ������� �� �� ������� �� � ��� ����

����
H
� ��� $���� ���������� ����������� � ���� ��� #  �� ����� �� ��������� � ���� �����

��� ����� � ��������
V = V1V2

��� ��� ������� ���� �� � ������� �� ���� �� �� ���� $ ����
������ ������ �� � ������ ��� ����� ���!��� $ ���� ���������� #  ������ � ��� � ����$ ��� ��� �
� ����� ���� ������������� �� ����� $ ���� �� ���������� ���� ����� !��� �� ���������� �
�� $ ���� ����� �� ������� ���� ��� �� ��� ���� �� �� ���!��� � �� $ ���� � ������� � ���� ��
��������� � ��� ����� � �� �� � �������� ��� ���� ������������� ��� �������� �� �����
��� ��� ������ �������

c+1 c
+
2 , c

+
1 c

−
2 , c

−
1 c

+
2

��
c−1 c

−
2

� �� $ ���� �� �������� ����� ���� ���
������ ��������� 
 � ��� ��� ���� �� �� � ��� ������������ ��� �� ��� ����� � ��� ��� ���� ��
��������� �� ����� ������ # �� � ������� � ��� � �� $ ���� � ��� ����  ��� ����� ��� �� ������� �
����  ��� ������������� ��� ��$�� � ���� ������  ��� ��$�� ���� ��� ��������� � ��� �����
���� ��� ����� #

�� ��� ����� ��� ��� �������� ��������� ���� ������������� ������� �� ���������
� ���� !���� �� � ���� ����� ���� �� ����������� ������������ ��

e−iHtψ
� ��� ����

�������
ψ
��
L2(R2)

# ��� ������������� ��� ����� �� !������� �� ���� ��������� ���
������������ �� ����  ��� ���������� #  ��� �� !���� � ���� ������ � ������ ��� ���������
�� � ������� ��� ����� � � ������� �� & ��$ ���

L2(R2)
� �� ��������� ��� �������� ��� ������

��� ��� ������ ������������ ��� ������ ���� � ������� �� ���� � �������� {e−iHt}t∈R

#  ��



��� � � 
� ����� �� �	 �������		 � ��

����� �� � ���� ������ � ����� �����$ �� ���� ��� ����� ��� ��������� ������������� ���
���� �� ���� �� ���� ��� �������� ��

R2 �� ��� ��������� ����� ����� ��� ��� ������
������������ �� �� ��� � ��� ������� −∆ + c+1 c

+
2

#
��� ��� � ������� � �� ������ ����� ������������� ��� � ���� �� ���� ��� ����� � ��

������ �� !�� ���� !�� �� �����#�� � ������ ����� �����#� Pj
� ���

j = 1, 2
# ���� ��� ����

�$����� ��� ���� ����� � !���������� ������� �������� � 
 ������

f(P) = s− lim
t→+∞

eiHtf

(
Q

2t

)
e−iHt

�� �
���� ������ ��� !��������

f
������� ���

R2 �� � ����� ���� 
 � ������ # �� ����� � !������������� ������� ������ 
 �� �����$ �� � ��� ���� �� !�������� ���������� ���������
��� !�������� ���������������� # 	 ��� �� ���� ���� ����� � ��� ���� ������� �� �������
��������� ������� ������ 
 ��������� ������� ��

R2 ���� ������� �� ��������� �� L2(R2)��������� #
�� �� �� ��� ������� �������� ��� �� ����� � � ���� �� ����������� ��� ����

������� ��$ ��� ������� ��
R2 #  ��� ����� �� � ���� E++(P)

��
E+0(P)

��� ���� �������
�� ������� �� P ������� ������ ��� ����������$ ��� {(x1, x2) | x1 > 0, x2 > 0} ��
{(x1, 0) | x1 > 0} ��

R2 #  ���� � ��� ������������ E++(P)H ��
E+0(P)H ���� �������

���� ���� ������� ��� ��� ����� ��� ������� ������������� ��� ���� �� ���� �� ���� ���
�������� �� ��� ����� ����� ���� ��� ������� ���������� 
 � ����

e1
�� ������� ����������

���� ��� ���� �� ������ # �������� ������ � ��� ���� �� ������� � ������ � ��� �� �����������
E00(P)H � ������� ������ �� ����������$ �� {(0, 0)} ��

R2 � ��� ��� �� ����������� ���
����� ��� ��� �������� ������� ��

H
# ����� ��� ��� � ��� �������� �� H ��� ��� ���

� ������ ������������ �� ��� ���� ��� ����� ���� �� ������� # �� ��� ��� ������ �� �����
��� ����� �������� �
 �� ����� �� ��� ��� ��� ������� ��� ��� � ��� ������� �� �� � ������
������������ � ��� ��� ���������� �� � ������ � ���� ��� ���� ���������� #

�� �������� ���� � �� ����� ������������ �������� 
 ������� ��� � ��� ���� �������
���

ψ
��

E++(P)H � ���� ������� ��� ��
E+0(P)H � �� ��� � ����$ �� �� ������ ���� ��

�������
ψ0

�� H ��� ���
lim
t→∞

∥∥e−iHtψ − e−i(−∆+c+1 c
+
2 )tψ0

∥∥ = 0,

���� ������� ���
lim
t→∞

∥∥e−iHtψ − e−iH2+tψ0

∥∥ = 0.
�� !��� � ������ ��� �� �������� � ����� � ��� ������ �� ������ ����

ψ0

 ������ ��

ψ
���

������ ���� �� ����� �� ��� �� #
����� ��� ����������� ������������ ������� 
 ����� ��� ���� ��������� �� ����

� ��� � ���� ���� ���� ������� �� Hc(H)
� �� ��� ��� � ��� � �$���� �� ���� ������ ����� �

������� # �� ������� �� ������� �� �� ������� �� �� ������� ��� ����� ��  ��� � ����� 

���� ���� � � ��� �� � ����� ��������� #


# $����# ��	 �����#�
�� �������� � ��� �� � ��� ���������� �� ����� ����� � �� ���$���� ���� ����� � ��� ��

� ����� ��������� � ����� ��� ��� ������ # �� � ��� ��� ���������� ����������� ����������



�� ��� ���

� ��� �$����� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� �� �� ���� ���� �� � ������ � ���� ��� � ����
����� �� ������� 
 ��� � ������� ���$������ ���� ���� ���������� $������ ��� ��
����������� # ��� � ������� ��� ��� ����������� �� ������� �� ������� ����������� ���
��� 
������� �� ��� �� ���$ �������� � ��� � ������ ��� �������� ��������� �� #

����������� ���
C∗���������$�� A �� � ������$ �� ��� !�������� $ ������ �� ����

!��� �� ��� ��������� ���
Rn # � ��� ��� ������ ��� ����� ���$�� ���� ���$ �� ���� ���

������������ ��
Rn � � �����
����� ��� �� ϕ ���������� 
 A � ����� ϕ(·+ x) ∈ A � ��� ����

x ∈ Rn # � ����� ������ ������ �� ������������ ����� ���$�� ��� �� � �������� �� �������
��� � � ������������ � ��� !�������� �� ����� ���$�� ����� ��� ������������� �������� ���
� ���������

V
��� ���� �������� �������� ���� ����� �� ��� � ��������� ����������� #

 �� �� �������� �� 
��!��� � A ��� ���� ����� 
 ��� ���$��
C0(X )

� �� X ���
�� ������ ������� ��� ������� ��

C0(X )
��� � ������$ �� ��� !�������� ��������� ���

X ��� ������� ����
0

 � ������ # ������ ��� �� A ��� ������� � ����� X ��� �� ������

������� � �� ��� ��
C0(R

n)
��� ������ ���� A � ����� Rn � ���  ��� � ���� ������!����

�� ��� ������� ��� ���� X # 	 � � ��� � � ����������� �� A ���� ��� ������������ ��
Rn ������

��� ������ �������� ��
Rn ��� X #

� ������ ��� ������� !��� ��� �� X ��� ���� ���$ ��� ���� � ������� ��� ������������
��

Rn ��� ��� ��� ���� �� � �������� �� ������� �� �� �� ������� ��� �� �������� ��
����7�����

H := −∆ + V (Q)
����

V ∈ A # �� � �� � �� ���� ��� ����������$ ��� ��
X ��� ��������� ��� & �� ��������� ������������� � ��� ������ �� ����� ��� �� �� �����
��������� ��

H
� ���� %
��& �� %� ��& # � ��� ��� �  �� �� �������� ���� ����� ��� ���

��������� ������ � ��� �� ������� �� �� ������� # ������ !������ ������� 
 �������
�� ���� � ����� ����� ��� �� �� �� ������� ���

H0
���� �� ���� �������� ��������

ψ
�� H �

�� ������� � � ��� ���� ����� ��� ������� � ��� �� ��� ��������� # � ������$ �� X ��
�������� ���� � ����������� ����������� ��� ��������� ���� �� ������� � # �� � ������ ���
������� !��� ��� ����������� ��� ������� ���� �� ������� � #� # � ���� ������ ��� ���� ��
������� � #0 ��� � ���� ������� �� �� �� ��� & �� ��������� ������������� ��� ��� �����
� ��� �� ������� �� �� ������� #

��� ����������� !� � ����	 ����$
� ��� ������� �� �� � ������ ������������ �� � � ��� ��� ����� ����������� ���� ��

��� ����� � ��� �$����� �� ���� ������ ������������ �� � ����� ��������� # ������ ���
�� ��� ���������� � ������� ����� �� �� � ������ � ���� ��� �� �� ����� �� ��� ��� ��� ���
��� �������� �� ��� � � ����� ��� ������� �  ��  ��� � ����$ �� �� ������� � ��� �������
� ���� � ������ ������������ ���� �� ����� �$ ������ $ ������� � ��� ������ ��� �����
�������� ���� �� ��������� # �� ��������� �������� � ��� �$����� �� ���� ���� ��� ����� ���
�$ �����$ ��� �� ���������� �������� �� � ��� �� ���$ ���� 
 � ������ ����������� ���
��� ���� � ���� � �� �� � 
��! � 	���6 �� �� � �� 
����� #

����������� � ���� ��������

[1,∞) 3 t 7→ Φ(t) ∈ B(H),
���

��� ���� ���������� !� � ����	 ����$ # � ��$ �����$ �� Φ
��� ���� $ ����� � ��� �� ���� ���

���������
d < ∞ ����� ��� ‖Φ(t)‖ ≤ d

� ��� ����
t ∈ [1,∞)

# �������� ��� � �� ��



��� � � 
� ����� �� �	 �������		 �� �

�������� 
 ������� � ��� ��� �$ �����$ �� $ �����
Φ
� ��� ������� �� �� ��� ��� !����

s− lim
t→∞

eiHtΦ(t)e−iHt.
�0�

���� ����� ��� � ���� �������� ��� ���� $ ����� �� ���������$ �� �� ���� � ���� ���
������� $ ����� � �� � ��� ����� ������ �� !������ !� � ����$ ���	 [DΦ](t)

������ � ���
����

ψ,ψ′ ∈ D(H)
��� � ����������� �

〈ψ, [DΦ](t)ψ′〉 := i〈Hψ,Φ(t)ψ′〉 − i〈ψ,Φ(t)Hψ′〉 + 〈ψ, d
dt

Φ(t)ψ′〉.

����� ��������� �������� ���������� ��� �� ��� ������� ��� � ��� ����
ψ,ψ′ ∈ D(H)

�

d

dt
〈ψ, eiHtΦ(t)e−iHtψ′〉 = 〈ψ, eiHt [DΦ](t)e−iHtψ′〉.

 ��� ��� �$ �����$ �� �� ����������
Φ

$ ����� �� ���������$ �� �� ���� � ���� ���
������� $ ����� � ���� ������� ��� ��������� ��
 ����� � ��� ��� ������ � ��� ������� ��
�� ��� ���

s− limt→∞ eiHtΦ(t)e−iHt
# ���� ����� �� ��� �� ���� ��� ������� �$ �����$ �� ��

���������� $ �����
B
� �����!������ ∫ ∞

1 ‖B(t)e−iHtψ‖2dt ≤ c‖ψ‖2 � ���
c <∞ �� ����

ψ ∈ D(H)
� ����� ���

|〈ψ, [DΦ](t)ψ〉| ≤ ‖B(t)ψ‖2

���� ����
ψ ∈ D(H)

��
t ≥ 1

#  ���� �� ��� ��� �0� �� ���� # �� ������ � ��� ������ ��
����� �
 �� ����� ����� ��� �� ��� ���������� ���� ���� ���� ���� �� ����� � #0 #� #

� �������� �� �� ���� ���� �� ��� ����� �� ����� �������� 
 ������� �� ��������� �������

 � ��$ �����$ �� �� ����������

B
# � ��$ ��������� �������� �� ���� �� ���� �� � �������

������� ������ ��� ����� ���� �� ������ �� # ���� ����� �� ��� �� ���� ��� ��������� �$ ����
��$ �� �� ����������

Φ′ $ ����� �� ���������$ �� �� ���� � ���� ��� ������� $ �����
����� ���

〈ψ, [DΦ′](t)ψ〉 ≥ 〈ψ,B∗(t)B(t)ψ〉 ∀ t ≥ 1
��
ψ ∈ D(H).

�� �� ���� ����� ��� ���������
c <∞ ����� ��� ∫ ∞

1 ‖B(t)e−iHtψ‖2dt ≤ c‖ψ‖2 ���� ����
ψ
����������� 


D(H)
#  ������� � �� ������ � ��� ������ ��� ����� ���� �� �����

� #0 #� #
�� ��������� ��� �������� � ��� ���$ ����� �� ��� ���� ���� ����� ������� � #0 #� ��

� #0 #� � ���� ��� �$ �����$ ��� �� ���������� �� � ��� �� � ��� ����������� � �� ��� � ����$ ��
�� ��� ������ � ��� ������� �� �� � ������ ������������ �� � # �� ������� � #0 � ��� ��� � ���
���������� �� ����� ����� � ��� $���� ������� ���������� ��� ��� �� � �� �� ���������� ��
$ ����� �$ �����$ ��� �� ���������� #

�$ ������� �$ ���#�� �� ������ ��� ��������� ������ !�� ����7����� %� ������� . ���
��������� ��������� ��������$!�$� �# ���� ���� � !� ����� �� �� � �������� !�$� 
 # ���� �� �

� � ���� �$�� �



�� �� ��� ���

� �� � ����� � �� �� � ��

����������� �� ������ �� & ��$ ��� H ����� ��� � ������$ �� B(H)
��� �� ��������

��������� $ ����� ��� H # �� �������� ‖ · ‖ ��� �������� ��� ��� ��� ��� � ��� �� ���� � ���
�������� �� � ������� �� & ��$ ��� � ��� ����� ��� � ��� �� ���� � ��� ���� ���� �� B(H)

#
����

H
��
A
���� �� �������� ������� ����� � ������ ��� H # � ��� ���� ����� ���

H
���

�� ������
C1
u(A)

� � �����
����� ��� � ���� ��������

R 3 t→ eiAt (H − i)−1 e−iAt ∈ B(H)
�/�

��� ������$ �� �� ���� � # ���� ��� ������ ����� ��� ��� � ���������

E(J) [iH,A]E(J) ≥ θE(J)

���� ������� � ��� �� ���������� ������
J
��

R
�� ��� ������ ��

θ
�������� ��� � ������� #

�� ��� ��� ������ �� ��� ����� ��� �� ��������� �� ��� ������ �����
H

��
A

��� ����
!��$ �� � 
 � ���� � ��� !���� ��� �� ��������� � ���� ��� � ��� ������ �� ���� 
 � �����������
E(J) [iH,A]E(J)

# ���� ������ ���� ���$��� �����
a
��
t
# 	 ��� �� ���� ���� ������ ��

�� ������� � ���� ��� ������� ��� � ��� ������ ��� !�������� ������� ������
η

 ���� ���

����
J
�� � ��� ����

v < θ
� � ������ ����� �������� ��� ������� �

∥∥χ(A ≤ a+ vt)e−iHt η(H)χ(A ≥ a)
∥∥ → 0

� ���
t→ ∞ �1�

���!��� �� ��� ��
a
# ��� ���$ � ���

χ(A ≤ c)
��
χ(A ≥ c)

�������� ��� ���� �������
�� ������� ��

A
��� ��� �����������

(−∞, c]
��

[c,∞)
#

� ����������� �1� ����� ��� ��!��� ����� ��� �� �� ���������� �� � ���� ������
e−iHt���� �� �� ����� �� � ��� �������

A
# �� ���� � ������ ����� � ���� ��� ������� � ��� ���

��� ������ �������� ���� ��������� ������ �������� ���� �� ������� �� �� ������� �
��������� � ��� ��� ��������� ��������� 
 �� ���� ������ ������������ # ��� ������ �
�� ������� ������� � �� � ����� � ������ ���$ �� ��� ��� ������� �� �������$ ����� �����

H��
A

 �� ������ ������ ������ � �� ��� ���� � ���� ����$ ����� �� � ������ ����� �1� � ���

�������� ����� ���������$ ��� ��� ���� � #
�� ���� ���� ������ �� �� ������� ��� ������ 
 �� �����!��� ����� �� �� ���� ����

�$ ������ �� ��� ������� �������� ��� ��� ����$ �� � ��� �������� �� �������� �� ����7�����
���� � ������� �� & ��$ ��� H = L2(Rn)

# ����������� � ���
H

� ��� ������� −∆ + V (Q)����� � ��� ��� ���� �� ������ ������ �� ��$ � ��� ���
Rn � �� � ��� A �� ��������� ��

���� � ��� ����������� ���� H # ��� ��� ������� ��������� ���� ���� ���� ��� ������ �
H

��� �� ������
C1
u(A)

�� � ���������
E(J) [iH,A] E(J) ≥ θ E(J)

��� ������� � ���
�� ���������� ������

J
��

R
�� � ���

θ > 0
# � ��� ��� ������� ����� �� ��� �� ���� ���

������ �������� ��� � �������
υ���

�� �� �����$ �� ����� �� ��������
ψ
���� �� �����������

�� ������
E(J)H �� H ��� ��� � ��� ����

υ < υ���
� � ������ ����� �������� ��� ������� �

∥∥χ(|Q| ≤ υt)e−iHtψ
∥∥ → 0

� ���
t→ ∞.

�'�
� ��������������� �������� �� �� ���� ���� � ��� 
 ��� ������ ���� �� ���������

������� ��� � � ��� � ������ � �� ���$�$ ����� �� ������� � �����
e−iHtψ

���� ��� $ �� ��
������� 
 � ���� ��� �� ���� �� ����� ����� 
 �� � ������

υ
���� ����

0
� ��� �� �����
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t
������� ���� � ������ # �� �������� � �� ���� ����� ��� ��������� ��� �� �'� ��� ��

������ �� ��� �� � ������ �� ������������ � ���� $ ��� � ������� ���� �� ��� � ���� �����
������ �� ���� � ������ # �� ������ �� ��� �� ��� ������ ��

H
��� ���� ��� 
 � ��� �������

������� �
C∞(A)

���� �� ���� ��� ��� �� �����
����� � ���� �������� �/� ��� ������ ���
���������$ ��� � �� ������� ���

C1
u(A)

���� �� ������ #
�� ������� ��� ���� ������ ��� ��� �������� ������ ���� ��� ���� # � ������ ����� �'�

���$ �� �������� � ��$ ����� �� �� ����� ���� ���� ������� � ��� � ��� �������
H
# �� ��� �

���� �������� ��������
ψ
����������� �� ����������� ������� ������ �� �� ����� �����

���� ������� ��
H
� �� ���$�$ ����� �� ������� � �����

e−iHtψ
���� ���� �����$ �� �������

��
Rn � ������� �� ��� ������ ����

0
� ���

t
������� ���� � ������ # ����� �
 �� �����

��� $���� ��� ��� ���� ����� ����� ����� ��� ��������� �� # % � � ��� ������� � ���� � ������
� ���� ��� �� ���������� ��� �� ���������� ������� ���� �� ������ ��� # ��� ������ �
��� ���� ����� �$����� ���� �� ������� �� � ��� ������ � ��� �� � �� ��� ��� �� ���� �� ��
� ���������� �� � ��$ ����� �� �� ����� ���� ���� ������� # �� ������� � �� ���� �� �������
���� � �� ������ � ��� �� ����� ��� ��� ��!��� ����� ����� �� �� ������� �� ������� � �������
������������ ��� �������� � ����� ��� �'� ��� �� ������������ � ���� ������� ����� ���� #
�� �������� � ��������� ��� ���� �����!��� ������������ �� �������� ���� �� ���������
�� ��� ������

C1
u(A)

# � ������� ��� � ����� �������� ��� ��������� ��� ����
 ����� � ���
������ ��� ��� ����������� ������� � ��$ ����� �� �� ����� ���� ���� ������� # �� ����
���� ���� � ���� ��� � ��� !��$ �� ��� �� ��������� � ���� ��� � ��������� ���������� � ���
!���� ��� �� ������� � � ��$ �������� ��� ��� #

�$ ������� �$ ���# �� � �� �� �� ����� � ���� ������ !�� ������� ��� ������ ����� �������
��$!�$� �# ���� ���� � !� ����� �� �� � �������� !�$� 
$$���� � �$�� 
 ��$�����





�������� �

	 ���� 
� ����
�� � �� ��������

� ������� �� ��

��� ������
�� ��� ��� � � �� ��
��

"� �������� � ������� ����� ����� 1
2

�������� ��� �� �� ��
R3 �� �������� �! � �����$ ��

� ������ ���� �! �������� ��������� # �� � ����� �! ��� � ��.��� ��������� � .� � ��
����� � . ��� �� ���� �! ��������� ���� ��� � ������ ���� ��� ��� !��� ~B(x1, x2, x3) =(
0, 0, B(x1, x2)

) # �� ��� & ��$ ��� �����
L
2(R3; C4)

� ��� ��� �����$ �� ������ �� ������$ ��
$� ��� 	 ���� �� ������

H0 := α1Π1 + α2Π2 + α3P3 + βm,

.����
β ≡ α0, α1, α2, α3

��� ��� ����� 	����� �� �� � ������� �
m

�� ��� �������� ��������
� ��� �! ��� �������� ���

Πj := −i∂j−aj
��� ��� ��������� �! ��� � ������ ������������

. ��� � ������ � ��������
~a(x1, x2, x3) = (a1(x1, x2), a2(x1, x2), 0)

���� ��������
B =

∂1a2 − ∂2a1
# �����

a3 = 0
� .� ���� . ������

P3 := −i∂3
������� �!

Π3
#

�� ���� ��� �� .� ����� ��� ���$ ����� �! ������� ����� �! ��� �� ������ �!
H0

�����
� ����� ������ � �����$������

V
# � ��� ���������� �!

V
�������� ��� � ������� ��� ������� �

.� ����� ����� ��� �$ ����� �! ���� ��� ���������� �� ������ ��� ��� ��������� �!
��� � ���� �� ������ �!

H := H0 + V
�� ��������� �!

R
������� ����� �� ��� �� ���

��������6�� �� ������ �! ��� �� ������
H0 := σ1Π1 + σ2Π2 + σ3m

��
L
2(R2; C2)

# ���
� �������

σj
��� ���  �� �� � ������� ��� ��� ��������6�� �� ������

σ0
sym

�!
H0 �� ���

����� �! ��� �� ����� �!
H0 ��� −H0 # "� ������ ���� ��� �������� ���� ��� �������

��� ����������� �� ��� $ ���� ���� �! ��� � ������ ���� �� �������# ������������ � ���
� ��������� �! ��� .��� ��� ���� �� � ������� ���� ���� �! ��� ������������ � �� ������
H0 � ��� ���� ��� ��6� ��� ��� ���$ �� �! ��� ��

σ0
sym

# "� ��!�� �� %��& � %	�& � %
� �& �
%&�" & ��� %�� & !�� ������� ���� ��� �� ��� �� ������ �!

H0 � ��� ������� �� ��� �����������! �������� �������� � !�� ����� �� .���
B

�� �������� � � ������� �� ������� �� �������#
������������ ���� .��� ������ �� ���������� � ������ ��������� $� � # � ����� %� � &

��� ����������� ������� �� �� %�
 & # ��� $��� ��� .� ����� ���������� ��!�� �� ��� ������
��!������ !�� ��������� ��� ���������� # %�� ������ �! � �������� �� ������ ���$ ���





� ���� ���	 � � � � �	 ��� � ��� � ��	������

�� �� ����� 	 ���� �� ������� . ��� ��$ ������ � ������ ����� ���� ���� ���� � ���� ��
� �������� ��������� # %� ��� ����� ���� � �� ������� ��� ���� �� ������ �� %
� �& �
��� ��� �! � �������� �� ������ . ��� � � ����� ��������� ��� � !�. ������� �.�.���
������������� !�� �������� � �����$������ # "� ������ � ������ ���� ���� ����� ��
��� ����������� !�� 	 ���� �� ������� �! %� & � .���� �� �� ����7����� �� ������� ���
���������� # ��!����������� ��� ��������� ��������� �! ��� 	 ���� �������� �������� ��
!��� ���� ��� � ����$ �� � ������ ���������� �� ������ � ��� � �����$������ ���� ��� ���
 #� #� !�� �������� #

"�  ��� ��. � � ��� ������� ����������� �! ��� ���� ��� # ��� ���� ������ .� ������
��� � �� �������� �� ��� � ������ ���� ��� ����� � �����$������ . ��� �� ��� ���� �����
���� # & ���� .� ����� � ����

B
�� �

C(R2; R)
�!������� ��� ������ ��� ������ � ��������

~a = (a1, a2, 0) ∈ C(R2; R3)
� � �	 � ��� ��� �$������ $� � ���� �! ��� ����������� ���

%�� & # ��� ���������� $ ���. ������� ��� ��� ����$ �� � �����$������ # �� ��� ��������
���� � .� �������� ���� �� ��� ������ ��� � �� ����� ��� �� ��� ��� �������!������ ��� �
�������� # �� ��� ������ �

Mh(C
4)

������ !�� ��� ��� �!
4× 4

���� ����� � ������� ��� ‖ · ‖������� ��� ���� �! ��� & ��$ ��� ����� H := L
2(R3; C4)

�� .��� �� ��� ���� �!
B(H)

�
��� ��� �! $ ������ ������ �� ������� �� H #

N := {0, 1, 2, . . .} �� ��� ��� �! �������
���$ ��� #

ϑ
�� �� ��$ ������

C∞
(
[0,∞)

)�!������� ���� ����
ϑ = 0

����
0
���

ϑ = 1���� �������#
Qj

�� ��� �� ���� �������� �� ������ $� ��� ����������
xj

�� H � ��� ���
���������� 〈·〉 ������� ���� �� √

1 + (·)2 #
��"!����! � �� �� � ���

V
�� � � #���� �������$ �� ������ �$ H ���������! � ��� �$ ���� �$�

��
L
∞

(
R3;Mh(C

4)
) �

���
V

�� �� ��� �� ������� ��
lim
r→∞

∥∥∥ϑ
(〈Q〉
r

)
V

∥∥∥ = 0 �
���

V
�� ���������� �� ∫ ∞

1

∥∥∥ϑ
(〈Q3〉

r

)
V

∥∥∥ dr <∞ �
��� ���

V� �� �$
C1(R3; R)

� ���
x 7→ 〈x3〉(∂jV�)(x) �$

L
∞(R3; R)

� ��
j = 1, 2, 3,�� �$

V := V� I4
�� �������� ��

∫ ∞

1

∥∥∥ϑ
(〈Q3〉

r

)
〈Q3〉(∂jV )

∥∥∥
dr

r
<∞ � ��

j = 1, 2, 3.

���� ���� 	���������  # # #�$ � ���  # # #��� ���� !��� ��� �������� ���� � ���
����� ���� �� ������� �� �� �� ���

x3
��������� #

"� ��� �� � � ������� �� ����� ��� ���� ��� # ���
D(〈Q3〉)

������ ��� ��� ��� �! 〈Q3〉�� H � ���� ��� ��� ���� �$ �������� ������� �� !��
H

�� ��������� �� ���� � �! ��� � �����
����� K :=

(
D(〈Q3〉),H

)
1/2,1

������ $� ���� ������ � ������ %�
 & # ��� ����������� �
.� ������ ����

D(〈Q3〉s)
�� ��������� �� K !�� ����

s > 1/2
#

������
 � �� �( � 
 ��#� � ����
B

����$	 � ��
C(R2; R)

�$! ����
V : R3 → Mh(C

4)�� ��#$!�!� �� �� � �� �$� $��� �$! ��$ �� � �����$ �� �� � �#� �� � ��������$	 � �$! �
��$	 ���$	 � � ����� ���#�! � #$����$ � ���$

��� �� � ���$� �� ����#� �� �� � �� ������
H

�$
R \σ0

sym

�� �������! �� ��	 �$���# �� ��
� $��� � #���� ������ �$! � ��� $� ���#� #�����$ ���$� �$

R \ σ0
sym �



� �� � � � � ���	 	������	 ��� ��	 ��	�� ���	� ��	����� �

��� �� � �� ������
H

��� $� ��$	#��� ��$��$#�#� �� ����#� �$
R \ σ0

sym �
��� �� � ��� ���

limε→+0〈ψ, (H − λ ∓ iε)−1ψ〉 �� �� � � �� ����
ψ ∈ K�

#$�� ��� �� �$
λ�$ ���� ������� �#���� ��

R \ {σ0
sym ∪ σpp(H)} �

��� �$ ��� ������ ���� ���� �� $ � ��. !�� ���� � ������ ������� ���� # �� ���
�� ����� $�� ��� ������ ���� �! � ���6��� �������� � ������ ����

B0
� ��� ��� ����$ ��

� �����$������ ���������� �� 	��������  # # ��� � ��� ������ ���� ����� ����.�� ��
%�� & # "� ������ ���� �� ���� ���������

σ0
sym

�� ����� �� {±
√

2nB0 +m2 : n ∈ N} �.���� ��� ���� ���� ����� ��� � ����� �! ��� .���� ��� ��������  ���� ���� ��� # %� ���
����� ���� � �! |B(x1, x2)| → 0

�� |(x1, x2)| → ∞ � ��� ������ ���  ���� �� ��!��� �����
����� $ ���

(−∞,−m]
���

[m,∞)
$ ���� ��

σ0
sym

# "� ������ � ������ ��� ��� �� %�� &
!�� � ������� .��� �� � �����$������ �! � ������ 	���� �� ������� #

��� � � �
��� �� �� ��� ��� ��� 
�� ���
�� �� �� ������

� ZY  �� ���Z �Y�

��� �� ����� $� �������� ��� � ���.� ���� ��� # ��� �� ������
H0

�� ����������� ���!�
������� ��

D := C∞
0 (R3; C4)

%��� � ��� # � #& # ��� �� ������ �� ��������� . ��� ���� ���
��

0
��� ���� ��� ������� ��� ��������

(−m,m)
%�� � ��� # � #� & # ���� ��� �� ������

H−1
0

$ ����� ��
B(H)

� ��� ��� ���� �� ����� ��
D(H0)

# � ������� � ��� ��$ ���
H0D�� ����� �� H �����

D
�� ����� ��

D(H0)
�����.�� . ��� ��� ���� ��� � ��� � ���

H0�� � ��� ��� ������� !���
D(H0)

���� H #
"� ��. ��������� � �����$ �� �������������� �! ��� & ��$ ��� ����� H # "� ��������

��� ������� ������� �����!��� �����

F : D →
∫ ⊕

R

H12 dξ, (Fψ)(ξ) :=
1√
2π

∫

R

e−iξx3ψ(·, x3) dx3 ,
� #�

.���� H12 := L
2(R2; C4)

# ���� � �� �� ����� �������� �� � ������� �� ������ !��� H���� ∫ ⊕
R

H12 dξ
� .���� .� ������ $� ��� ��� � ���$ � �

F
#  � � � ��� ��� �������� � ���

�$����� ��� !� ���. �� ������ ������� ������������� �!
H0

�

FH0F
−1 =

∫ ⊕

R

H0(ξ) dξ,

.����
H0(ξ)

�� � ���!���� ���� �� ������ �� H12

����� ��
α1Π1 + α2Π2 + α3ξ + βm

��
C∞

0 (R2; C4)
# �� ��� !� ���. �� ��� ��� .� ���. ��� ���������� $ ��.��� ��� �� ������

H0(ξ)
��� ��� �� ������

H0 ���������� �� �������  # # �� ������� ��� ��� ������� �!
��� ������������ � �� ������

H0 ��� ���. � .�� ��� ������� −H0
���� ��� �� $ � �����

���� ������� #
��
��	 � �( �� � ��� �� ������

H0(0)
����$	 �$

D12 := C∞
0 (R2; C4)

�� #$������� ��#���
���$� �� �� � �� ������

(
m Π−

Π+ −m

)
⊕

(
m Π+

Π− −m

)



� ���� ���	 � � � � �	 ��� � ��� � ��	������

����$	 �$
C∞

0 (R2; C2) ⊕ C∞
0 (R2; C2)� �����

Π± := Π1 ± iΠ2 � � �� � �� ��� �� � � ��
���� �� ������� ��� �$

L
2(R2; C2)

�$! ��� ����$���� �� ���� ��!� ��$� �$
C∞

0 (R2; C2) �������� � � ��� � � �� ����� �� � � ��� �$ � �� $����$	 �#�
H0 � ����� �� � ����$! �$� �� #$�������

��#�����$� �� −H0
��� �� ��$ �� �����$ �! �� � ��$� �� �� � �������� ���!����#��#���$

���$�� ��� ����$ ��� � ��� � � ����� � �� ���� ���
H0(0)

�� ����$ ���� �� ���� ��!� ��$� �$
D12�$!

σ[H0(0)] = σ(H0) ∪ σ(−H0) ≡ σ0
sym .

� �������� �� ��� �� ���� � �������$ ���� ��$
σ[H0(ξ)]

�$!
σ0

sym � �$!��!� � ��
ξ ∈ R

� � �!��$� ��$ ���� ����
H0(ξ)

2 = H0(0)
2 + ξ2

�$
D

(
H0(ξ)

2
)

= D
(
H0(0)

2
)
� �� ����

σ[H0(ξ)
2] = σ[H0(0)

2 + ξ2] =
(
σ[H0(0)]

)2
+ ξ2 = (σ0

sym)2 + ξ2 ,
� #��

����� �� � �� ������ �� ����� ��� ���$ #��! � �� �� � ����$! ��#����� � � �$�� �� � �� ����#�
��
H0(ξ)

�� ���� ����� � ��� ���� ��� ��
0 � ��� ��� � � ���� � �� � �� ���� ����

σ[H0(ξ)] = −
√

(σ0
sym)2 + ξ2 ∪

√
(σ0

sym)2 + ξ2 .

� �� $�
µ0 := inf |σ0

sym| ������ �� ��		 �� �� ��#�� ��
m

����#��
H0 ��� $� �� ����#�

�$
(−m,m) � ��� ��� � � ����� � ���$ � ��� �� � !����� �$ ��	 ��� !�����������$ ��

H0 � �$�
���!��� 	 ���

σ(H0) = (−∞,−µ0] ∪ [µ0,+∞).
� #��

��� ���� �! ��� ������� �� ������� �� �.� ��������� ���� �� �� �������� . ��� ���
�� ������

H−1
0

#
��

� � �( �( � ��� ��� ����

n ∈ N� H−n
0 D

����$	� ��
D(Q3)�

���
P3H

−1
0

�� � ��#$!�! ���� ��!� ��$� �� ������ ��#�� ��
H−1

0 P3
�$

D(P3) � �$ �������
#���� H−1

0 H ����$	 � ��
D(P3) �


 ���� � ��� ���
ϕ
�
ψ ∈ D

# � ��� ��� �����!��� ����� � #� � ��� ���
〈
H−n

0 ϕ,Q3ψ
〉

=

∫

R

〈
H0(ξ)

−n(Fϕ)(ξ), (i∂ξFψ)(ξ)
〉
H12

dξ.

��. ��� � �����
R 3 ξ 7→ H0(ξ)

−n ∈ B(H12)
�� ���� ���������$ �� . ��� ��� �������

���� ������ �� −∑n
j=1H0(ξ)

−jα3H0(ξ)
j−n−1 # & ���� {∂ξ[H0(ξ)

−n(Fϕ)(ξ)]}ξ∈R

$ ��
���� �� ∫ ⊕

R
H12 dξ

# ���� ��� ��� � ��!��� �� ���������� $� ����� �. ��� ��������
$ ������� ������$������� ��� �$����

〈
H−n

0 ϕ,Q3ψ
〉

=

∫

R

〈
i∂ξ[H0(ξ)

−n(Fϕ)(ξ)], (Fψ)(ξ)
〉
H12

dξ.

�� !� ���. � ���� ∣∣〈H−n
0 ϕ,Q3ψ

〉∣∣ ≤ ����� #‖ψ‖ !�� ���
ψ ∈ D

# �����
Q3

�� �����������
���!�������� ��

D
� ���� ��� ���� ����

H−n
0 ϕ

$ ����� ��
D(Q3)

#
�$ � ��� $ ���������� �!

P3H
−1
0

�� � ����������� �! ��� ����� ���

ess sup
ξ∈R

‖ξH0(ξ)
−1‖B(H12) = ess sup

ξ∈R

∥∥∥∥
|ξ|

[H0(0)2 + ξ2]1/2

∥∥∥∥
B(H12)

<∞



� �� � � � � ���	 	������	 ��� ��	 ��	�� ���	� ��	����� �

��� �! ��� ������ ������� !��� ����� %��� �  ��� # � #0 � � #/& # ��� ��� ����� ����������
!� ���. $� �������� ���� ���� #

%�� � �� �$ ����� ���� �  ���� �
C1(R; C)

�!�������
f
. ���

f ′
$ ������ � ��� �� ������

f(Q3) ≡ f(Q3)I4
�� .���������� ��

D(Q3)
# ����

f(Q3)H
−n
0 D

�� � ��$ ��� �! H !��
����

n ∈ N
# ��� �������� ���� � ��� ��� !� ���. �� ���� �� ������ ��� ��� ����������

���� �� ��� ������ #
��

� � �( �- � ���

f
�� �$

C1(R; C)
� ���

f ′
��#$!�!� �$!

n ∈ N � ���$
���

iH−1
0 f(Q3) − if(Q3)H

−1
0

�� ��#�� �� −H−1
0 α3f

′(Q3)H
−1
0

�$
H−n

0 D �
���

P3H
−1
0 f(Q3) − f(Q3)P3H

−1
0

�� ��#�� ��
i(P3H

−1
0 α3 − 1)f ′(Q3)H

−1
0

�$
D �

���� ���� ���� � $ ���� ��
B(H)

# ��� ��������� .� ����� ������ ���� ���� ��������
$�

[iH−1
0 , f(Q3)]

��� $�
[P3H

−1
0 , f(Q3)]

#

 ���� � ��� %�� � ��� �$ ������ ���� ��� !� ���. �� �������� �� ��� ��

D
�

iH−1
0 f(Q3)H0 = −H−1

0 α3f
′(Q3) + if(Q3).

� #� �
��. � !��

ϕ,ψ ∈ D
���

η ∈ H−n
0 D

� ��� ���

〈ϕ, iH−1
0 f(Q3)η〉 − 〈ϕ, if(Q3)H

−1
0 η〉

= 〈ϕ, iH−1
0 f(Q3)H0ψ〉 + 〈ϕ, iH−1

0 f(Q3)(η −H0ψ)〉 − 〈f̄(Q3)ϕ, iH
−1
0 η〉

= − 〈ϕ,H−1
0 α3f

′(Q3)H
−1
0 η〉 − 〈ϕ,H−1

0 α3f
′(Q3)H

−1
0 (H0ψ − η)〉

+ 〈f̄(Q3)ϕ, iH
−1
0 (H0ψ − η)〉 + 〈f̄(Q3)H

−1
0 ϕ, i(η −H0ψ)〉,

.���� .� ���� ���� � #� � �� ��� ���� �������� !�� ��� ���� 〈ϕ, iH−1
0 f(Q3)H0ψ〉

# & ����
����� �� ���� � �������� � ���� ����� ��

ϕ
� ���� ����

|〈ϕ, iH−1
0 f(Q3)η〉 − 〈ϕ, if(Q3)H

−1
0 η〉 + 〈ϕ,H−1

0 α3f
′(Q3)H

−1
0 η〉| ≤ � ‖η −H0ψ‖.

���� ��� ������ ��� �� � ������ ����������� �! ��� ������� �!
H0D

���
D

�� H #
�$ � ���� �� � ���� ����� �! ��� ���� ���� ���� �� #

��Y ���� �[��Y �� YZ���Z
��� ��� �! ��� ������� ������� �� �� ����� �� ����������� �� ������ �������� ��

H0
#

�� $ � �� . ��� � ��� �$ ������ ����
Q3P3H

−1
0 D ⊂ H �� � ����������� �! ���� �  #� #� #

�� ������� ��� � ��� !��� �� ����������

A := 1
2 (H−1

0 P3Q3 +Q3P3H
−1
0 )

� #��
����� �� � .���������� ��������� �� ������ ��

D
#

� ���������! � �( �4 � ��� �� ������
A

�� ����$���� �� ���� ��!� ��$� �$
D

�$! ��� ����#��
�� ����$ ���� �� ���� ��!� ��$� �$ �$� ���� � �� 〈Q3〉 �



0 ���� ���	 � � � � �	 ��� � ��� � ��	������


 ���� � ��� ����� �� � ����������� �! � ����� �� ��������� �! ��������� ���!���� ��������
%�� � ��� # � #�/& ��� ���� �� ��� ���� �� {〈Q3〉, A,D} # �� ���� ���� ��  #� #� ���
 #� #� � ��� � ��� �$����� ���� !�� ���

ψ ∈ D
�

‖Aψ‖ =
∥∥(
P3H

−1
0 Q3 − 1

2

[
P3H

−1
0 , Q3

])
ψ

∥∥ ≤ � ‖〈Q3〉ψ‖
!�� ��� � �������� �

> 0
����� ������ �!

ψ
# ���� � !�� ���

ψ ∈ D
��� ��� �

〈Aψ, 〈Q3〉ψ〉 − 〈〈Q3〉ψ,Aψ〉 = i Im
〈
Q3ψ,

[
P3H

−1
0 , 〈Q3〉

]
ψ

〉

= iRe
〈(
α3P3H

−1
0 − 1

)
Q3ψ,Q3〈Q3〉−1H−1

0 ψ
〉
.

 !�. ���� ���������� ����� ������� � ���� ���� ���� �  #� #� . ���
f(Q3) = 〈Q3〉1/2

�
���� �� ��� !� ���. �� ���� �� � !�� ���

ψ ∈ D
� ����� �� ���� � �������� �

> 0
����� ������

�!
ψ
���� ����

| 〈Aψ, 〈Q3〉ψ〉 − 〈〈Q3〉ψ,Aψ〉 | ≤
� ∥∥ 〈Q3〉

1
2 ψ

∥∥2
.

� !�� �� .� ���. � ��� � ����� �������� �� ������ � #�� ��� ����� $ ��� ��� �����
$ �!��� !�� ��� ����� �! � ������ 	���� �� ������� #

X�Z ��� � ��ZZY Y���� ��Y ��Z
H0

"� ��. ����� ��� � ���� ��� �� ��� ��� ������ �!
H0

. ��� ���� ��� ��
A
# "� ������

����
D(H0)

∗ �� ��� ������� ����� �!
D(H0)

��� ���� ��� ��� ��� ���������� �����
��$ ������

D(H0) ↪→ H ↪→ D(H0)
∗ � .���� H �� ��������� . ��� ��� ��� ���� ������

��� � ���6 ���� ������� #
� ���������! � �( �5 � ��� �� � �#�!����� � ���

D(A) 3 ψ 7→ 〈H−1
0 ψ, iAψ〉 − 〈Aψ, iH−1

0 ψ〉
�� ��$!� #$��#��� �� �� � ��#$!�! � ��� !�� $ �! �� −H−1

0 (P3H
−1
0 )2H−1

0 ∈ B(H)�
��� �� � 	 ��#� {eitA}t∈R

������
D(H0)

�$�����$��
��� �� � �#�!����� � ���

D(A) 3 ψ 7→ 〈H−1
0 (P3H

−1
0 )2H−1

0 ψ, iAψ〉 − 〈Aψ, iH−1
0 (P3H

−1
0 )2H−1

0 ψ〉, � #0�
�� ��$!� #$��#��� �� � ��#$!�! � ��� �$ H �

�� ��� !��� �.��� �! %�
 & � ��� ������ ���� �! ��� ��� ��� ���� ����
H0

�� �! �����
C1(A)

���
C2(A)

���� ��������#

 ���� � ��� ��� ���

ψ ∈ D
� ��� ���

2
(
〈H−1

0 ψ, iAψ〉 − 〈Aψ, iH−1
0 ψ〉

)

= 〈[iH−1
0 , Q3]ψ,P3H

−1
0 ψ〉 + 〈P3H

−1
0 ψ, [iH−1

0 , Q3]ψ〉
� #/�

= −〈H−1
0 ψ, (α3P3H

−1
0 +H−1

0 α3P3)H
−1
0 ψ〉, � #1�



� �� � � � � ���	 	������	 ��� ��	 ��	�� ���	� ��	����� /

.���� .� ���� ���� ���� ��  #� #� ���  #� #� # �������� ��� � ��� ���

H−1
0 α3 = −α3H

−1
0 + 2H−1

0 P3H
−1
0

� #'�
�� �� �� ������ �������� ��

B(H)
# " ��� �������� � #'� ���� � #/� � ��� �$����� ���

��������
〈H−1

0 ψ, iAψ〉 − 〈Aψ, iH−1
0 ψ〉 = −〈ψ,H−1

0 (P3H
−1
0 )2H−1

0 ψ〉. � #��
�����

D
�� � ���� !��

A
� ��� ������ ��� �� �$������ $� �������# "� ����� . ����

[iH−1
0 , A]!�� ��� ��������� #

�$ � �����
D(H0)

�� ��� ��� ������� ���.� � ��� ��� �� ������ �� �$ ������ ���� �� ��
����� �� ���. ��� ���������� # ���

[iH0, A]
$ � ��� �� ������ ��

B (D(H0),D(H0)
∗)

���
�� ������ . ��� ��� ������ ��������� ��

D(H0)
�! ��� ��������� !���

ψ 7→ 〈H0ψ, iAψ〉−
〈Aψ, iH0ψ〉

������ !�� ���
ψ ∈ D(H0) ∩ D(A)

# ����
D(H0)

�� ��������� �����
{eitA}t∈R

�!
H0

�� �! �����
C1(A)

��� �!
[iH0, A]D(H0) ⊂ H %

 � ���� � �& # ����

�������� � #�� ��� %�
 � �� # 0 #� #�� & � ��� �$����� ��� !� ���. �� ���������� ����� ��
!��� ����� �� H �

−H−1
0 (P3H

−1
0 )2H−1

0 =
[
iH−1

0 , A
]

= −H−1
0 [iH0, A]H−1

0 .

����
[iH0, A]

���
(P3H

−1
0 )2

��� ����� �� �� ������� ��
B (D(H0),D(H0)

∗)
# ��� �����

��� ������ $ ����� ��
B(H)

�
[iH,A]D(H0)

�� �������� �� H #
��� ��� $ ���������� ��

D
�! ��� ��������� !��� � #0� !� ���. � $� �������� � #��

���� ��� � #� #� # ���� �! � #0� ��� $� ��� ���� ��� ����� �� ���� �  #� #� . ���
f(Q3) = Q3

#
���� ��� ��������� $� ���� ��� ������� �!

D
��

D(A)
#

"� ����� ���� �� ������ ��� ������� �� H �!
[iH0, A]

$�
T = (P3H

−1
0 )2 ∈ B(H)

#
%�� �������� �! ���� �� ������ �� ����

FTF−1 �� $ ������ �� ���������$ �� %��� �
 ��� # � #0& � ���� ��������� �

FTF
−1 =

∫ ⊕

R

T (ξ) dξ
. ���

T (ξ) = ξ2H0(ξ)
−2 ∈ B(H12).

�� ��� !� ���. �� ��������� � .� ��������� �.� !��������  �� �� ��� ����� �� �����
�� � � ��������� � ����������# � �� ��� ���� ����� � ����������� ���� $ ��� ���� . ���
����� �� ��� ����� ��������� %�
 � ��� # / #� #& #
��"!����! � �( �� � ���

H
�� � ���� ��!� ��$� �� ������ �$ � � ������ ����� H �$! ���#� �

����
S

�� � ���� ����� �� ������ �$
B

(
D(H),D(H)∗

) � ���
EH(λ; ε) := EH

(
(λ− ε, λ+

ε)
) �� �� � �� ������ � ��� �����$ ��

H
� �� �� � �$ ������

(λ− ε, λ+ ε) � ���$ � � �� �� �
λ ∈ R�$!

ε > 0� � � ���

%SH(λ; ε) := sup
{
a ∈ R : EH(λ; ε)SEH (λ; ε) ≥ aEH(λ; ε)

}
,

%SH(λ) := sup
{
%SH(λ; ε) : ε > 0

}
.

��� �� � ��� ����� �$ ���������� � ��� ����������
%SH(λ; ε′) ≤ %SH(λ; ε)

�� ��� .����
����

ε′ ≥ ε
�
%SH(λ) = +∞ �!

λ
���� ��� $ ���� �� ��� �� ������ �!

H
� ���

%SH(λ) ≥ 0



1 ���� ���	 � � � � �	 ��� � ��� � ��	������

!�� ���
λ ∈ R

�!
S ≥ 0

# "� ���� � ������ ���� �� ��� ���� �! �.� ���!���� ���� �� �������
H

���
A
�� H � . ���

H
�! �����

C1(A)
���

S := [iH,A]
� ��� !�������

%SH(·) �� ������� ��� !�������
%AH(·) ������ �� %�
 � �� # / #� #� & #

��� �� �������� �! ��� ������ ������� ������������� �!
H0

���
T
� ��� �$�����

!�� ���
λ ∈ R

���
ε > 0

�

%TH0
(λ; ε) = ess inf

ξ∈R
%
T (ξ)
H0(ξ)(λ; ε).

� #�

��. .� ��� ������ � ��.�� $ ���� !��
%TH0

(·) #
� ���������! � �( �� � �$� ���

%TH0
(λ) ≥ inf

{λ2 − µ2

λ2
: µ ∈ σ0

sym ∩ [0, |λ|]
} � #��

� ��� �� � ��$��$���$ ���� �� � �$� � #� ���� �$ ��� �� � �� ��
+∞ �


 ���� � "� � ��� �������� ��� ����
λ ≥ 0

#
��� ������ !��� � #�� ����

µ0 ≡ inf |σ0
sym| = inf{σ(H0) ∩ [0,+∞)} # ���� � !��

λ ∈ [0, µ0)
��� � #� #� # ���� �! � #�� �� ����� ��

+∞ � �����
λ
���� ��� $ ���� �� ���

�� ������ �!
H0

# & ���� � #�� �� �������� ��
[0, µ0)

#
���� �!

λ ∈ σ0
sym

� ���� ��� � #� #� # ���� �! � #�� �� ����� ��
0
# & �.���� � �����

T
��

� ������� �
%TH0

(λ) ≥ 0
# & ���� ��� �������� � #�� �� ���� �������� #

����� ���
0 < ε < µ0 < λ

# 	 ����� ������������ ���� ��� ��� ����� !��� �!
T (ξ)

���
��� �� ������ ������� !�� ��� �� ������

H0(ξ)
���. ���� !��

ρ ∈ R
���

ξ
���� � ��� ���

%
T (ξ)
H0(ξ)(λ; ε) = inf

{ξ2
ρ2

: ρ ∈ (λ− ε, λ+ ε) ∩ σ[H0(ξ)]
}
≥ ξ2

(λ+ ε)2
.

� #��

%� ��� ����� ���� ��� ���
%
T (ξ)
H0(ξ)(λ; ε) = +∞ �!

(λ− ε, λ+ ε) ∩ σ[H0(ξ)] = ∅
� ��� �

!�������

%
T (ξ)
H0(ξ)(λ; ε) = +∞ �! (

(λ− ε)2, (λ+ ε)2
)
∩ σ[H0(ξ)

2] = ∅.

���� � $� ��� �� ���� ������� �������� � #� � � #�� � ��� ���� ���� �$ ��������� ���
�������� � #�� � ��� �$����� ����

%TH0
(λ; ε) ≥ ess inf

{ ξ2

(λ+ ε)2
: ξ2 ∈

(
(λ− ε)2, (λ+ ε)2

)
− (σ0

sym)2
}
.

� #� �

���� ��� ��. ����
λ 6∈ σ0

sym

� �����
µ := sup{σ0

sym∩ [0, λ]} ��� ������
ε > 0

���� ����
µ < λ− ε

# ���� ��� ���������� � #� � ��� ���� ����

%TH0
(λ; ε) ≥ (λ− ε)2 − µ2

(λ+ ε)2
.

& ���� ��� �������� � #�� !� ���. � !��� ��� �$ ��� !���� �� .���
ε→ 0

#



� �� � � ��	 �	�� ���	� ��� ���� �� '

���
λ < 0

� ��� ���� ���� ���� ���� �� ��� ����������

%TH0
(λ) ≥ inf

{λ2 − µ2

λ2
: µ ∈ σ0

sym ∩ [λ, 0]
}
.

��� ����� �� ���� � ������ ����������� �! ��� �������� �!
σ0

sym

. ��� ���� ��� ��
0
#

��� �$ ��� ���� ������� ��� ���� ���� .� ���� � ������ � ����� ����� ��� � � ��� %TH0
(·) >

0
� ��

R\σ0
sym

# � ������� �� �� ��� ��
 �� �� �� ����� ����
%TH0

(λ) = 0
.�������

λ ∈ σ0
sym

#
�� !� ���. � ���� ��� �������� �� ������

A
���� ��� ����. �� �� �� ������ ��!��� ������

��
H0

�� ��� ��$ ���
σ0

sym

#

��� �� ��� � ���
�� �� � �� ����� ���

�� ��� ������ � .� �������� ��� ���!�������� �� ������
H := H0 + V

. ��� � � ��������
V���� $ ����� ��

L
∞

(
R3;Mh(C

4)
) # ��� ��� ��� �!

H
�� ����� �� ��� ��� ���

D(H0)
�!

H0
# "� � ���  ��� � ���� �� �� ��� �������� �! ��� ���� ������

(H − z)−1 − (H0 − z)−1��� � �� � ���� ������ .� �$���� ��� ������6����� �! ��� ��������� �� ������ �!
H
#

� ���������! � �- �� � 
 ��#� � ����
V

�� �� �� � �� �$� $��� � �� �$ � �� �� �
z ∈ C\

(
σ(H)∪

σ(H0)
) �� � !�" ���$��

(H − z)−1 − (H0 − z)−1 �� � ������� �� ������ � � � � �� ���� �$
������#��� �� ��

σess(H) = σess(H0) �

 ���� � ����� V �� $ ������ ��� �� ��� �� �������� �� �� ����� �� ����� ����

H0
�� �� �����

������� %�� � ��� # � #� #� & # & �.���� � ��� ���������� �!
~a
��� ���� ����

D(H0) ⊂ H1/2
loc%� � ��� #  #�& # & ���� ��� ������ ��� !� ���. � $� ����� ���� ���� #

��
��	 � �- �( � �$ �� � ��#!� �� �$ �$���	 �#� � ������ � �� � ����!�$	 �� �� ������� ��
� ��� � �#����� � ���� � ���#�� ��� ���� �� 
 ���������$ � �� �� � ����#� ���#� �$	 ���� �� � � ���
�#������$ �� �� �� � �� �$� $��� ��� �$�� ��� �� �� �� �� � � ��� ���� ��� ��

B
�$ � �#������

��$��� � ����� � ���� � ��$ �� ������ �$ �� � ���#��#��� �$ ��#�������
HSch := Π2

1+Π2
2+P 2

3 ≥
±B � �$ �� � � ���� ����� �� � ��#$������� �� �� ��� �#�$ �#� �� ��

H2
0 ≥ 2B · diag(0, 1, 0, 1)

�$!
H2

0 ≥ −2B · diag(1, 0, 1, 0),

�����
diag(· · · ) ���$!� � �� � !��	 �$�� � ����� � �� � � ���#� � ���� �� � � �	$ ���� � ��!

�� ��#$!�! � ��� ����� � �� � � ��� �$ ��#����� �$����� #� �� ����� � ���# �����$� �� �� � ��� �
diag(V1, V2, V3, V4)

� ���
V2 � V4

�� �� � � ��� ���� ��� �� �� � � �	$ ���� � ��! �$!
V1 � V3�� �� � �� �$� $��� �$ �� � ���	 �$�� � �$�� � �� �� � � �	$���� � ��! �� ��#$!�! � ��� ������ �� �

����$! �$ ��#����� ��� �� �� #��! �$! �� � ���� ��
V2 � V4

�$!
V1 � V3

��� �$ ������$	 �! �� �� ���� �� � #$$��#��� ��������� �� �� �� � � ���#������$� � �������! #� $�� �� �$ ��#!�
�� ��� ������ �$� �$ ���� ��� �� �

�� ����� �� �$���� � ��� ���� �$ �������� ������� �� !��
H
� ��� ��� �� ������ ��� �

�$ ������ ���� ��� # � ����� �� ��� ������ ��������� �!
H

. ��� ���� ��� ��
A

��� �� $ �
�������� # ��� ��� ���������� �!

C 1,1(A)
���

C 1,1(A;D(H0),D(H0)
∗)
� ��� !�� � ���

��� ��������� �� ��� ������ ���������� � .� ��!�� �� %�
 � ���� # �& #



� ���� ���	 � � � � �	 ��� � ��� � ��	������

� ���������! � �- �- � ���
V

�� � ��������$	 � �� � ��$	 ���$	 � � ���$����� ���$
H

�� ��
�����

C 1,1(A) �

 ���� � ����� {eitA}t∈R

������
D(H) = D(H0)

��������� � �� �� ���������� �� �����
����

H
$ ����� ��

C 1,1(A;D(H0),D(H0)
∗)

%�
 � ��� # 0 #� #� #�$ �& # ��� ��  ��� ��
������  #� #� #��� � �� ��� ������� $ ��� ���.� ����

H0
�� �! �����

C2(A)
� �� ����

H0�� �! �����
C 1,1(A;D(H0),D(H0)

∗)
# ���� �� �� ����� �� ����� ����

V
$ ����� ��

C 1,1(A;D(H0),D(H0)
∗)
# �� ��� ���������� ���� � .� ����� ��� %�
 � ��� # / #� #1& �

.���� ��� ���� ����
V

$ ����� ��
C 1,1(A;D(H0),D(H0)

∗)
# ��� ���������� ������ !��

���� ������� ��� �$������ �� � ����� ��� ��� ���� $ ���. # �� ��� �������� ���� � ���
����� !� ���. � $� %�
 � ��� # / #� #/& � .���� ��� $ � ��� ���� $ ������ �! � ����� ��� � ����� �
��� � ��� �� � $ ���. #

��� "� � ��� ����� ���� {eit〈Q3〉}t∈R

�� � � � ����� ����� $ ������
C0

����� ��
D(H0)��� ��

D(H0)
∗ # ���� �  #� #� #��� �. ���

n = 0
���

f(Q3) = 〈Q3〉
� ��� ���� ����

H0�� �! �����
C1(〈Q3〉)

# �������� ��� � $� �� ���� ��� ��� ���� �� ����  ���� �� ���� �$ �
�! ��� ����! �!  ��� �������  #� #� � ��� ���. � ���� {eit〈Q3〉}t∈R

������
D(H0)

�������
��� # �����

H0e
it〈Q3〉 − eit〈Q3〉H0

� ������ ��
D
� �� ����� ������������ �� ��� �� ������

tα3Q3〈Q3〉−1eit〈Q3〉 ∈ B(H)
� ��� ��� ���� ‖eit〈Q3〉‖B(D(H0)) ≤

����� #〈t〉 !�� ��� t ∈ R
�

� ������ � � ����� ��� $ ���� �! ���
C0

����� ��
D(H0)

# �� �������� {eit〈Q3〉}t∈R

�������
�� � � � ����� ����� $ ������

C0
����� ��

D(H0)
∗ # ��� ��������� �! ����� C0

������
��� ������� ������ ��� ������ ��

D(H0)
��� ��

D(H0)
∗ ���� �������� � $ ��� ��� ���� ��

������� $� 〈Q3〉
#

���� ����� {eitA}t∈R

������
D(H0)

��������� � ��� � �� ���� �������� ���
C0

����� �$�
������ $� ����������� ��

D(H0)
��� ���� ���

C0
����� ��

D(H0)
∗ �$������ $� �������#

��� �������� �! ���� �! �����
C0

������ . ��� $ � ������� $�
A
# ���

D
(
A;D(H0)

)
:=

{ϕ ∈ D(H0) ∩ D(A) : Aϕ ∈ D(H0)}
$ � ��� ��� ��� �!

A
��

D(H0)
� ��� ���

D
(
A2;D(H0)

)
:= {ϕ ∈ D(H0) ∩ D(A2) : Aϕ,A2ϕ ∈ D(H0)}

$ � ��� ��� ��� �!
A2 ��

D(H0)
# "� ��. ����� ���� 〈Q3〉−1A

��� 〈Q3〉−2A2 � ������ ��
D

(
A;D(H0)

)
��� ��

D
(
A2;D(H0)

) ���� ��������� ������ �� �� ������� ��
B

(
D(H0)

) # !��� ��� �
���������� ����� ������� � ��!��� �� ��

D
��� ���� �� �� ���� �  #� #� � ��� � ��� �$�

����� ���� 〈Q3〉−1A
��� 〈Q3〉−2A

��� ���� �������� ����� ��
D

�� ��� � �� �������
S1���

S2〈Q3〉−1 ��
B(H)

� .����
S1

���
S2

��� � � ����� ���� ��
H−1

0

�
P3H

−1
0

�
α3

���
f(Q3)

!�� $ ������ !��������
f

. ��� $ ������ ����������� # �����
D

�� � ���� !��
A
�

����� ���������� ���� �� �� ��
D(A)

# & ���� ��� ��� ��
D(A2)

�
〈Q3〉−2A2 =

(
〈Q3〉−2A

)
A = S2〈Q3〉−1A = S2S1 .�� ����������� � 〈Q3〉−1A

��� 〈Q3〉−2A2 ��� ����� ��
D(A)

��� ��
D(A2)

���� ���������
�� �� ������� ��������� �� �� �� ���� � �!

H−1
0

�
P3H

−1
0

�
α3

���
f(Q3)

!�� $ ������ !����
�����

f
. ��� $ ������ ����������� # � ������� � ��� ������ �$ ������ ���� ����� �� �������

��� ����� �������� $ ���� ��
B

(
D(H0)

) # ���� � �� !� ���. � ���� 〈Q3〉−1A
��� 〈Q3〉−2A2��� ����� ��

D
(
A;D(H0)

) ��� ��
D

(
A2;D(H0)

) ���� �������� �� ��� � �� ������� $ ��
��� �� ��

B
(
D(H0)

) #
����� �� �������� ��� �� ������

(〈Q3〉−1A)∗
$ ����� ��

B
(
D(H0)

∗
) # ��. � !��

ψ ∈
D(H0)

∗ ���
ϕ ∈ D

(
A;D(H0)

) � ��� ���
〈(〈Q3〉−1A)∗ψ,ϕ〉 = 〈ψ, 〈Q3〉−1Aϕ〉 = 〈〈Q3〉−1ψ,Aϕ〉, � #��
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.���� 〈 · , · 〉 ������� ��� ������� $ ��.���
D(H0)

���
D(H0)

∗ # ����� 〈Q3〉−1 �� �
��� ��� ������� !���

D(H0)
∗ �� ��� ��� ��� �! 〈Q3〉

��
D(H0)

∗ � �� !� ���. � !��� � #��
���� ��� ��� ��� �! 〈Q3〉

��
D(H0)

∗ �� �������� �� ��� ��� ��� �!
A

��
D(H0)

∗
(���

������� �! ��� �� ������
A
��

D(H0)
�� ����� �� ��� �� ������ −A ��

D(H0)
∗
) #

��� � ��� ����������
r‖(〈Q3〉 + ir)−1‖B(D(H0)∗) ≤

����� # !�� ���
r > 0

�� �$������
!��� �������� � #� � . ���

f(Q3) = (〈Q3〉 + ir)−1 #
�� � ���� � ����

V
�� � �������� �������� ��������� # ���� ��� !� ���. �� ��������

�� ��� �� !��� ����� ��
D

�

2 [iV,A] = −Q3(∂3V )H−1
0 −H−1

0 Q3(∂3V )+
[
iV,H−1

0

]
Q3P3+P3Q3

[
iV,H−1

0

]
,

� #0�
. ��� [

iV,H−1
0

]
=

∑3
j=1H

−1
0 αj(∂jV )H−1

0

# � ��� ���� �  #� #� #��� � ��� ��� ���� ���
���� �.� ���� � �� � #0� ��� ����� �� !��� ����� ��

D
��

2Re

3∑

j=1

H−1
0 αjQ3(∂jV )P3H

−1
0 − 2 Im

3∑

j=1

H−1
0 αj(∂jV )H−1

0 α3P3H
−1
0 .

�� !� ���. � ����
[iV,A]

� ������ �� !��� ����� ��
D
� �� ����� ������������ �� �� �� ������

��
B(H)

# � �. ���
ϑ

$ � �� �� 	��������  # # # ���� � ������ ����� ������ ���� ���
��� ����� !��� �!

[iV,A]
�$������ �$ ��� ��� ���� ����

∥∥∥ϑ
(〈Q3〉

r

)
[iV,A]

∥∥∥ ≤ � 3∑

j=1

∥∥∥ϑ
(〈Q3〉

r

)
〈Q3〉(∂jV )

∥∥∥ +

�

r

!�� ���
r > 0

��� ��� � � ������� ��������� � ��� � #
 � � ������ � ����������� � ��� �$����� ����

��

� � �- �4 � ��
V

������ �� �� � ��� ��� ���� �� ������� � �� ��� �� �$
A

�� ��$� #	 �����
H

�$
R \ σ0

sym �

 ���� �  ��� �������  #� #� ��� ���� ���� $ ���

H0
���

H
��� �! �����

C 1,1(A)
# ��������

���� � ��� �� ������
(H + i)−1 − (H0 + i)−1 �� ������� $�  ��� �������  #� # � ���

%TH0
> 0

��
R \ σ0

sym

��� ��  ��� �������  #� #/ # & ���� ��� ����� !� ���. � $� %�
 �
��� # / #� #' �  ��� # / #� #0& #

"� ��� ������  ��� ��� ����! �! �������  # #� #

 ���� �� ������� � �� �� � ����� A �� �������� ��

H
��

R \ σ0
sym

$� ���� �  #� #� �
��� ���������� ��� ��� �$ � !� ���. $� ��� �$ ������ �������� �� ������ � ����� %�
 �
��� # / #� # � ��� # / #� #�& #

��� ��� ���� �$ �������� ������� �� �������� �$������ � �� %�
 � ��� # / #� #& �� �� �
������� �� ���� � �! ��� � ������ � ������ ����� ���� ������ . ���

D(A)
��� �! ��� ���

����� # ����� $ ��� ��� ��� �������� ������ � ��� � �� ��� %�
 �  ��� # / #� #� & !�� ���
���������� ���� ��

(D(〈Q3〉),H)
�� �� ��� ������ ��� ��� # �� ����� �� ����!� ��� ���

�������� �! ���� ���� ������� � ��� ��� �� ����� ���� !�� ����
z ∈ C \ σ(H)

��� ���
�������

(H − z)−1
D(〈Q3〉) ⊂ D(A)

�� ��� # & �.���� � �����
D(〈Q3〉)

�� �������� ��
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D(A)
$�  ��� �������  #� #� � �� �� ��
 ����� �� ����� ���� !�� ����

z ∈ C \ σ(H)
���

�� ������
(H−z)−1 ������

D(〈Q3〉)
��������� # ��. � �����

D(H) = D(H0)
�� ��!� �������

��� $� ��� ���� {eit〈Q3〉}t∈R

����  ��� �������  #� #� ���� ��� ������ ��� !��� %�
 �
��� # 0 #� #� #���& ����

H
�� �! �����

C1(〈Q3〉)
� .���� ��� ���� ��� �������� ���������� �!

D(〈Q3〉)
%�
 � ��� # 0 #� #� #�$ �& #



�������� �

����� ����� 
� ����
�� � ��
��������� ����
��
��

� �� ������
�� ���

�� ���� ��� �� .� ����� $ � ���������� �� ��� �� ������ ��� ��������� ������ �! ��� �
����������� ����7����� �� �������

H = −∆ + V
�� ��� & ��$ ��� �����

L2(Rn)
# 

������ ������ !�� ��� �� ����������� ���������� �� ����� ���� �� � $�� ������� �������
���������� ��� ������� .��� ������� �� # ��� � ��� !�� ��� ��� � ��� $ ��� �������� � ��
. ��� �� ���$� ��� � �$ ��� ���$ ��� ���� % �� & � %�& & � %�� & ��� %	
 &� # ��� �� ����
� ������ %
��& ��� %� � & !�� ��� �� ������ �������� �! ������ ����������� ������ � � %	�&
!�� ��� ��������� ������ !�� ������ � . ��� ������� ������� ����������� �� ��� ��!� ���
���� � ��� %& �& ��� ��!������� ������� !�� � ������� �������� �! ����7����� �� �������
. ��� � ��������� ����� ������ �! |x| # & ��� ������� ��� � �! ���������� �� ���������� # ��
�� ������ ��������$ ����� ��� � ���������

V
��� �� ��� ��� �� ������� ���������� !�� ����

�����$ �� # ��� ��� ������� ����� �� ������� � ��� �� ������ ��� ��������� ������ ��� $ �
���� ������ �������� # � ������� � ����� ��� �������� �� ��� ���������� ���� ������ �!
������ �� ����� �� ��������� � .� ��� ��� ���� �� ��� �� ����� ���� ��� �������� ��� �! �
������ ������#

��� �� ���������� ��� !��� �.��� . ��� � ���� �� ����� �� # "� �������� ��� �� ������
H = −∆ + V

��
L2(R2)

� . ���
V (x1, x2) = V1(x1)V2(x2)

� ��� !��
j ∈ {1, 2} � Vj ��

� ���������� ���� !������� ������ ��
R

.���� ��� ��� ���
c±j

�� ±∞ ��� ��������
�� ����� ��� ��� �� � ���������� .��# "� ���� ���������� & �� ��������� ��� �� �������
Hj± = −∆ + c±k Vj

� . ���
j, k ∈ {1, 2} $��

j 6= k
� ��� �������� & �� ��������� ���

�� �������
Hj± = −∆j + c±k Vj

����� ��
L2(R)

# ���� ��� ��������� �� ������ �!
H�� ��� ����� �! ��� �� ����� �! ��� !��� ���������� & �� ��������� # ��� ����������

�! ��� �������� & �� ��������� ��� ��� ���$ ���
c+1 c

+
2 , c

+
1 c

−
2 , c

−
1 c

+
2 , c

−
1 c

−
2

������� ���
��� �! ������� ��� # �! ��� �������� ���

κ(H)
�� ������ �� ��� ��� �! ����� ������� ���

��� �! ��� ���������� �!
H
� .� ����� � � ����� ����� ��� ��� ������ � ��� ����

�$ �������� ������� �� ��
R \ κ(H)

� ��� ���� �� ��� �$ ����� �! ���� ����� ����������
�� ������ # ��� ��� ��������� � ��� �� � ��� ��� � ��������� ���������� ��� �� ��� �
�������� ��������� # �������� � ����� �� ��� �$ �� ������ ���������� ��$ ����� �!

L2(R2)

�
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. ��� ���� ��� ��
H

��������� ���� ��� � ������� �������� �!
R2 # "� ��� ��� ��� ����

��� ���������� ��� ������ �� ������� $� ��� �� ������ −∆ + c+1 c
+
2

� ��� ���� ���� �����
. ��� $ � �������������� !��� # ��� ����� � ��� ���� �� ��� ��� � ������� ������ �������� ��
��� �! ��� �� �� .���� ��� �� ���� ��� � ��������� ������ # �� ���� ������ .�� �� ����
$ ����� �������������� ���� ����� .���� #

���� ������� �! � ����$ �� ������ �� !�� ��� ���������� ��� ������ �� ��� �! ��� ����
���� !�� ��� ���� ��� ��� �! ��� �������� �! ����������� ������ � # �� ����� �� ������� ���
���������� $ ���� ���� �! �  ���� ��������� ����� � ��� ��� �� ���. ���� �� ��� ����� �
����� ������6����� # �� ���� � �� �� ���� ��� ���� ������� !�� �$���� �� ���� ��!��� �����
�� ��� ����� ����� �������� # �� ��� ���� ���� ����� �� � ��� ���������� ���� ���� �! ���
�������������� !��� ����� � ����� ��� �� ��� � ������� �������� � .���� !�� ��� ����������
����� ����� ����� � ��� ���������� ���� ���� ��� � 6��� ��������� # ���� ���������������
. ��� $ � ���� !�� ������!��� ��� ��������� ������ #

��� �� $����� ������$ � ��� � ����� ������ �� � �� # ��� ��� �� ������ �������� � .� � ��� ��
��� ��� � ����� �! ��� �������� �� ������ �� ��� ���$���� !��� �.��� ������� �� $�
" #% # � ���� �  # ������ �� � ����� ��� � # 
������� %�
 & # �� ���� �������� � ���
� ��� �$ � ��� �! ��� ������ �� � �∗���$���$�� C

�! ��� ��� �! $ ������ ������ �� �������
�� ��� � & ��$ ��� ����� H # ���� �∗����$�� �� ������� ������� �� ��� ����������# ���
�� �������

H
����� ������������� ��� ���� ���!�������� �� ������� �� H �
 ������ ��

C
�

� ��� ��� ���� ����� (H − z)−1 $ ����� ��
C

!�� ��� ���� ��� ���$ ��
z
. ��� ����6���

�� � ����� ���� # "� ���� ���� ���� ��� ������ ���� ���� � ����� �! !�������� ������ ��
Rn ��� �� � ������� ��� � �! ���������� �� ���������� . ��� � ��������������� �!

Rn � ������ �� .���� ��� ����� !�������� ��� �� � ���������� �� ������� # "� ��!�� �� %� & �
%
��& ��� �� %� � & � %� ��& �! � # � �̆����� !�� � ���������� � !�� ��� � ������ ������� ���
��� �� ������� ��� !�� ��� ��� �! ������� �������� �� �������� . ��� �� ������ �������� #
��� ��� ��������� ������� ��� ������� �! 	 # 	 ���6 �� �� � ��� � # 
����� ������� ��
%	
 & � �������� 0 #0 ��� 0 #/ � �� !� ���.�� # ������� ���������� ����� ���� ��� ������
. ��� ��� ���� �! ��� � ���������� �$ �����$ ��� ��� . ��� � ��������� �! ����� ��������
$� ��� ��� �� �! 
 #� # 
��! %
�& # ��� ������� �! � ���� �� ��� � �� �� �� ���� ������ ���
���������� ��� ��� ���������� �������� �� ���� !�� ��� ��������� �! ��� .��� �� �������
��� ��� ����! �! ���������� ���� �������� #

�� ��� ������ .� ����� �������� � ���������
V

���� ����
limxj→±∞ V (·) �� ��� !��

����
j ∈ {1, . . . , n} �� � �����$ �� ����� � ��� ���� ���� ��������$ ����$����� # ���� �����

�� � �������
n
���� �������� �������6����� �! ������� ���������� ���������� �� %	�& ���

%
�& # ��� ��������� ��������������� �!
Rn �� ��� ��������� ������� �!

n
������ �!

��� �.��� ���� ���������������
R := {−∞} t R t {+∞} �!

R
# & ���� ��� �� �����

R
n

:= R1 × · · · × Rn
���� ���������� ������� ���� �� ���� �! ��� �����$ ���� ����.��

. ��� ��� ������� ��� � ���� ��� ���
C(R

n
)
������ ��� ���$�� �! ���������� ���� ���

!�������� ��
R
n # ���� ���$�� �� ��������� ��������� . ��� � ��$���$�� �!

BCu(R
n)
�

��� $ ������ ���!��� �� ���������� ���� ��� !�������� ��
Rn # ��� ������� ����������! ��������� � ��������� ��  ���� �� 	�������� � #� #� # & �.���� � ��� �� ������� � ������

���� ��� ���� ���� ��� �!
C(R

n
)
�� � �� ���� ��������� � �������� #

"� ��������� ��� � ��������� .���� ��� ������ !�� ��� ������ ��� �! ��� ���� ��� #
��� L $ � ��� ��� �! ��� �� �����������

α = {αj}nj=1

. ���
αj

��� �� ������ �� {−1, 0, 1} #



� �� � � �� �� ����� �

����� �� ���� � ���������� �������� $ ��.��� L ��� ��� �������6�� ��� �����!���� �! ��
n
���� �������� ��� ����$ � # ������ � ��� ��� �����!���

R
α

:= R
α1

1 ×· · ·×R
αn

n

(. ��� ���
���������� ����

R
0
j = Rj

���
R

±1
j = {±∞j}

) �� � �������6�� !��� �!
R
n # ����.��

. ��� ��� ������� ��� � ���� ��� �������� �� ������� ���� ������ ��
Rα :=

∏
{j|αj=0} Rj

��
�� {0} # "� ���$ � ��6� $� |α| ��� ��� ������ �! ��� ������ �����

Rα # ��� |α| 6= 0
� ���

Hα
������ ��� & ��$ ��� �����

L2(Rα)
��� ��� H2

α

$ � ��� ����� ��$ � ��� ����� �! �����
�.� ��

Rα # ���� ����� �� ��� ��� ��� �! ��� ��� ���� �� ������
∆α :=

∑
{j|αj=0} ∆j

# �!
α = o := (0, . . . , 0)

��� !�� ����� ��������� ��� ���� �
Ro = Rn � Ho = H � H2

o = H2 ���
∆o = ∆

# �� ��� �� ����� ����� |α| = 0
� ������ ����

R
α �� � ������ �! ��� ��� ����$ � �

.� ���� $� ���������� Hα = H2
α = C

#
��� ��� !�������

V ∈ C(R
n
)
� ��� �����������

V α �� ��� ��� �����!��� R
α �� ���������

. ��� �� ���� ��� �!
BCu(R

α)
# %�� ������� ���� ��� ����������

V α(x)
. ���

x ∈ Rn ����� ����$ ����� � ����� # ������ � ��� ���$��
BCu(R

α)
�� ����������� ��������� . ���

� ��$���$�� �!
BCu(R

n)
� ��� ���� ���� ��� ����� �� �� �� ��� �����$ ���

xj
!�� .����

αj = 0
# � ��� ��������� !�� ��� ��������� � ��������

V
��� �����������

V α �!
V

�� ���
��� �����!���

R
α ���� �� ���� �� � �������6�� ����� ��� � 	�������� � #� #�� # ���� .� � ��

���
Hα := −∆ + V α ���

Hα := −∆α + V α � ��� !��� �� $ ��� � ���!���� ���� �� ������
�� H . ��� ��� ��� H2 ��� ��� ������ � ���!�������� �� ������ �� Hα

. ��� ��� ��� H2
α

#
���

σp(·)
������ ��� � ���� �� ������ �! ��� ���!���� ���� �� ������ # " ��� ��� ��������$

� �� ����$��$
H ≡ Ho = −∆+V

� ��� ���������� �.� �� ����� ���� � ��� ��� �! ������� ���
τ(H) = ∪α6=o σp(Hα)

� ���
κ(H) = ∪α∈L σp(Hα)

� ��� �������� ��� �!
H
#

�� ����� ��  ��� � ������� ����������� �! ��� �� ������
σ(H)

�!
H
� ��� � ��� ������ �!

��� � �������� . ��� ���� ��� �� ��� ��������
A
�! ��������� ��� �� $ � ��� ���� # "� ��!��

�� ������� � #� !�� ��� ����������� �! ���� ��� ������ (�������� ��� ��������� �! ��� �����
C1,1(A)

) ��� �� ������� � #� !�� ��� �������$ ����� . ��� ��� ��������� ����������# �! G �� �
� ����� ����� � ��� ���� �� . ������ ‖·‖G

# ��� .������ ��$ � ��� ����� Hs
t

�� ��� �������
�! ��� ���.���6 ����� ��

Rn . ��� ���� ��� �� ��� ���� ‖·‖Hs
t

= ‖(1+P 2)s/2(1+Q2)t/2·‖ �.����
Pj := −i∇j

�
j ∈ {1, . . . , n} � ��� ��� ���������� �! ��� � �� ����� �� ������

���
Qj

�� ��� �� ������ �! �� ���� �������� $� ��� �����$ ��
xj
# �!

t = 0
� .� ���� �� �� ��

���� ����� #
������
 ( �� �� � ���

H = −∆ + V
� ���

V
� ��������$ ����$����� ���$

��
σess(H) =

[
min|α|=n−1 inf σ(Hα),∞

) �
�#��� ��� ���� ��

V
�� �� �����

C1,1(A)� � ���
A

�� � 	 �$������ �� !������$�� �� �$
���

τ(H)
�$!

κ(H)
��� �����! ��#$����� ����� �� � ��	 �$���# �� ��

H
$�� ����$	 �$	 ��

τ(H)
��� �� � $��� � #���� ������ �$! ��$ ���#� #���� �$�� �� ���$�� ��

τ(H)�
����

H
��� $� ��$	#����� ��$��$#�#� �� ����#� �

��� � �� ����
δ > 0� �� ��� �� ����

c <∞ �#�� ���� |〈ϕ, (H−λ±iµ)−1ϕ〉| ≤ c‖ϕ‖2
H−1

1/2+δ� �� �� �
ϕ ∈ H−1

1/2+δ

�$! #$�� ��� �� �$
λ

�$ ���� ������� �# ���� ��
R \ κ(H)

�$!
�$
µ > 0 �



0 ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

"� ������� ���� ����� �� ���� � ������� ������� ������� �! ��� ��� ���� �$ ��������
������� �� �� ���� � �! � ���� ������ %�
 & # ��� ������� �! ���� ������ .� �� ��� ����
���� �������� ��� ���� ������� #

��� �� ������ ���� ��� ���������� ���� ���� P !�� � ������ ������$ �� $�
H

�� �$�
������ �� ��� ��� ��

limt→+∞ eiHt Q2te
−iHt �� � �����$ �� ����� # ����� ��� ��� ��

t → −∞�� ���� ������ ��� ���� � .� �� ��� �������� �� # "� ������ $� Pα
��� ���������� ��������

�$������ !��
Hα

# ��� !� ���. �� ��������� �!
Rn �� ���!� � !�� ��� ����������� �! ���

�� ����� � ����$ �� ������ �� �! ��� ���������� ��� ������ # ��� ����
α ∈ L � .� �����

Zα := {x ∈ R
n

∣∣ xj = 0
�!
αj = 0

���
αjxj > 0

�!
αj 6= 0}.

"� ����� ����� ���� !��
α 6= o

� ��� ���� ���� �! H . ��� ���� ��� �! ����� ����������
���� ���� ��

Zα
���� �� ���������� ��� ������ ������� $� ��� & �� ��������

Hα
# ���

���� ���� ��� � .� ���� �� ��� ��� ���� ��� � ��������
V

���������� ��� ��� ��� �� �������
�� � ���������� .��#  ���� ������� ��������� ��  ���� �� ������� � #/ � �������� �� #��� #

�!
C

�� ��
m

���� �� �! �������� ���!���� ���� �� ������� �
m

� � ������� ������� � .�
������ $�

E
Ξ
(C)

��� �� ������ ���� ������ ������� ����� �� ��� ��$ ���
Ξ ⊂ Rm # "�

���� ��� ��� ��������
Ep(B)

!�� ��� ��������� ���� ������ �� ��� ��$ ����� �������
$� ��� ����������� �! � ���!�������� �� ������

B
#

������
 ( �� �( � ���
V

�� � ��������$ ����$���� �� �����
C1,1(A)

������ ��$	 �� ���� �� ���
A

�� � 	 �$������ �� !������$� � �� �$ � �� ����
α ∈ L�

�� �� � �� ������
Ω+
α :=

�−limt→+∞ eiHte−iHαtE
Zα

(Pα)
�� ����� �$! ��� ��$	 � ���Ω+

α�� ��#�� ��
EZα

(P)H �
��� ��

β 6= α� �� �$ ���
Ω+
β

�� �����	 �$�� �� ���
Ω+
α �

� #��� ��� ��� �� � !����� �#�
⊕

β 6=o

���
Ω+
β

���$� �� � �����# ���� ��$��$#�#� �#������ �� H � ��� ���� ��� ��
H �

���� �� H �� �!�$��� �! � ��� ( ⊗
{j|αj 6=0} L

2(Rj)
)
⊗Hα � �� � �� ������ � ��� �����$

E
Zα

(Pα)
�� ��#�� �� (⊗

{j|αj 6=0}E{y∈R|αjy>0}(Pj)
)
⊗ Ep(H

α) �
��� �� ������ ���� ��� ���� �������

E
Zα

(P)
������� ��� �� ��� ���� �������

P+(E)���� ������� �� ��� ������������ �! %	�& # �� �������� . ��� ���� ���� �� � .� � ������ ���
������ .��� �! � # 	 ��� ��� ��� ��� � # �!��� �� �� ��� ���� �! � �����$ �� ��������� � ����
%	�& # ����� ���� ��� ��� �������$ �� $�� ��� ���������� ���� �������� �� ���� ������
���� ���� ����� �� �� � ���������� � �����$����� �! �

L∞�!������� .���� ��� ���� �� ��
�� ��� �����$ ��

xn
��� ��� ��� ��� ��� ��

xn → ±∞ #
�� ������� � #� .� ������$ � ��� ���$���� !��� �.��� ��� ��� � ����������� �� ���

��� ������ �!
H

. ��� ���� ��� �� ��� �������� �� ������ # ��� ���$�� ������� �� ���
��������� ���������� �� ���������� �� ������� � #� � .���� ��� ���� �������� ��������� ��
����������� # �� �������  ���� ��� � ��!��� ������ �� ��� ��������� �� ������ # �� �����
�� ���� . ��� ������ ���� � ��������� � ��� � �������������� ��� ������ # ������� � #� ��
������� �� ���� ���� ��� # 	 �������� � #� #� �������� ��� ����������� �! � �������6�� �����
�! ��������� � ��������� � .���� ��������

C(R
n
)
# ��� �
 ������� �! ��� ������� �����



� �� � ��	 �� �	��� �� ���� 	 ���� /

��������� & �� ��������� �� ��� � �������� ���$�� �� ������ # ��� � ����� ����� ��� ���
��� ��� ���� �$ �������� ������� �� ��� ���$ ������ �� ������� � #� � .���� ��� ����! �!
������� � # # ��  ���� # ��� ���� �.� �������� ��� ��������� �� ��� ��������� ������#
������� � #0 ����� . ��� ��� ���������� ���� ���� P ��� ��� � �! ��� ���� ������ # �� �������
� #/ � .� ��� �� �� ��������� ��� .��� �� ������� ��� �� ����� ������� � # #� #

"� ��� ��� ������������ . ��� �.� �$ ���������� # ��� � ��� ��� �������� ��� ���
���������� $ ��.��� ��������� ��� � �$ ��� & �� ��������� #  ������ ��� �������� !��
��� �� ������ ��� ��������� ������ �! ��� !��� �� �� ��� ���� �� ���� ������� �� !�� ���
������ � � ��������� .���� ��� $ ��� ��������� ��� �! � �$ ��� ��� � ��� ���� �� ����� �����
�! ��������� � ��������� ��� �! � �$ ��� � ��������� # ������ � �� ��� !��� ����� �! �������
�6�� � �$ ��� ������ � ���� ������� � # �! %	
 &� ���� ���������� ������� ��� �� � ������
������� �� � ����� ��� �������� �! ��$ ������ �!

Rn .���� �����!� ��� � ������������
��������� � �� ��� ����� ���� � �� ��������� � ��������� � ���� ���� ������� �� 6��� ���
� �����$ �� ������ ������ �� ��� � ���� ��� �! ��� � ��$ ������ �!

Rn �! ��.�� ��� ������� #
��� ������ �$ ��������� �� ���� ��� ��
 �� ����� ��� �� ��� ���������� ������� ��� ���
�� �.� ��� ������� � � ��������� .���� �� ������ � ������6�� # �����!��� ���� � ���� �� � ���
���$��� ��� �! � ���� ���� �������� # ��� ����������� � .� ���� �������� ��� � ��������
����� ��� �! ��������� � ��������� �� �������� � #� � � #� ��� � #/ #

� �� ��� � �	���� �� ���� �����

��� �� �������� � ���!���� ���� �� ������
H

�� � & ��$ ��� ����� H # ��� �� ������ ���
��� ��������� �� ������ �!

H
��� $ � ��������� �� ���� � �! ��� ���������� !���������

����� ��� ��

σ(H) = {λ ∈ R
∣∣ �! η ∈ C0(R)

���
η(λ) 6= 0,

����
η(H) 6= 0},

σess(H) = {λ ∈ R
∣∣ �! η ∈ C0(R)

���
η(λ) 6= 0,

����
η(H) 6∈ K(H)}.

�!
C
�� � �∗���$���$�� �! B(H)

� ����
H

�� ���� �� $ � �� �����! ��
C

�!
η(H) ∈ C

!��
���

η ∈ C0(R)
#  ��
 ����� ��������� �� ����

(H − z)−1 ∈ C
!�� ��� �

z ∈ C \ σ(H)
#

��� �$ ��� ��������� �� � �� ����� ���� �! ��� !� ���. �� ���� �$ ������ !��� �.��� �
��"!����! ( �( �� � �� 
 ���!�������� �$ �����$ �� �
 ������ �� � �∗����$�� C

�� �
� #$����$�� ����# �#� ��� �$	 ���# � �$

C � � ��� � ∗ �� ��� ����
H : C0(R) → C � ���

$������$
η(H)

� �� � �� #��! �$����! ��
H(η) �

��� �� � �� ������
σ(H)

�� �� � ��� �������
H

�� �� � ��� �� ���� ���# ��
λ

�#�� ������� �$����
η ∈ C0(R)

�$!
η(λ) 6= 0� �� �$

η(H) 6= 0 �
���� ��

π : C → C ′ �� � ∗ �� ��� ���� ���� ��$ �� � �∗ ���	 ����� �$!
H

�� � � ��� ��!� ��$ �
���������� �� �����! ��

C � �� �$
π(H) : C0(R) → C ′ � 	 ���$ ��

η
(
π(H)

)
:=

���
m

��� k
�(# '�!���	# ���#"#(! 
 �# �#���# &�

C0(R
m)

��# !#� � � ��� ������)�)! ��%'�# �)������!��
R

m
���	#("��" �� �#(� �� �������



��� &�

Ck
c (Rm)

��# !)&!#� ��
C0(R

m)
� �

k
��% #! ������)�)!��

���#(#����& �# �)������! �� ��%'��� !)''�(� * ��( ��� � ��& #(� !'��#! H
��� G 
 B(H, G) �#���#! ��#

������ !'��# � � &�)��#� ���#�( �' #(���(! �(�% H
��

G 
 B(H) := B(H,H)
��� K(H)

�! ��# ��#�� � �
��%'��� �' #(���(! ��

H
*



1 ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

π
(
η(H)

)
� �� � � ��� ��!� ��$� ���������� �� �����! ��

C ′ � �� ��� � �� ��� �� �� �!
H����#	� π �

�� ��� ������ .� ����� ���� �� . ���� � ������� !�� ∗��������� $ ��.��� �.� �∗����$��� #
"� ������ ��� � ���������� ������� �� ��� � ����� ����� ��� ��� ��!�� �� %�
 & !��

������� ��� � ���!���������� ������������ # ��� {Wt}t∈R

$ � ��� ������� ���� �� H�������� $� � ���!���� ���� �� ������
A
# ��� ���

B ∈ B(H)
� .� . ����

B ∈ C1(A)
�!

��� � �����
R 3 t 7→W−tBWt ∈ B(H)

�� �������
C1 # �! �� �� � ����� ��

C1 �� ����.� . ����
B ∈ C1

u(A)
# �� ����� �� ����

B ∈ C1(A)
� .�  ��� � ������� ����� �� ���

����������
[B, iA] ∈ B(H)

#
 ���!�������� �� ������

H
�� H �� �� �����

C1(A)
(���� #

C1
u(A)

) �!
(H − z)−1 ∈

C1(A)
(���� #

(H − z)−1 ∈ C1
u(A)

) !�� ��� � � ��� ���� !�� ��� �
z ∈ C \ σ(H)

# ���
G $ � ��� ��� ��� �!

H
����.�� . ��� ��� ���� ���� ��� ����� � ���� �� �� ��!�

��������� $� ��� ���� {Wt}t∈R

# "� ������ $� G∗ ��� ���� ����� ��� $� {W ∗
t }t∈R

���
�������� �

0
����� �$������ $� ������� !��� ��� ������ �! ��� ���� ���������� �� G #����

H
�� �! �����

C1(A)
�! ��� �� �� �! ��� � �����

R 3 t 7→ W ∗
t HWt ∈ B(G,G∗)

��
�������

C1 ���� %�
 & � ������� 0 #� #� � # �� ���� ���� � ��� ����������
[H, iA]

$ �����
����$ ������ �� B(G,G∗)

#
" ��� ���

H
�! �����

C1(A)
� ��� ���������� ��� !��������

%AH
���

%̃AH
������ ��

R. ��� ������ ��
(−∞,∞]

$�

%AH(λ) = sup{a ∈ R
∣∣ ∃ η ∈ C∞

c (R)
� #� #

η(λ) 6= 0
���

aη2(H) ≤ η(H)[H, iA]η(H)},
%̃AH(λ) = sup

{
a ∈ R

∣∣ ∃ η ∈ C∞
c (R)

���
K ∈ K(H)

� #� #
η(λ) 6= 0���

aη2(H) +K ≤ η(H)[H, iA]η(H)
}
.

��� � ���� ������ �! ����� !�������� . ��� $ � ������ ����� �� � ��� ������� � #� #�� # ���
� �#��� � �� ��

H
� ��� ���� ��� ��

A
��
µA(H) := {λ ∈ R | %AH(λ) > 0} # ����� ��� .���

�! � ����� �%� � & � %� ��&� � �� �� ���.� ����
H

��� ���� �� ������ ���� ������ �� ����
��� # �� ������� ���

H
��� �� ��������� ��

µA(H)
��� � ����� �� ���������� ��� ������

���������� � � ��� ���� �$ �������� ������� �� ��� $ � ������ �� �� # ���� ����������
��������� �� �� !� ���. � � !�� ��� � � ��� ���� !�� ��� �

z ∈ C \ σ(H)
�

∫ 1

0
‖W−t(H − z)−1Wt +Wt(H − z)−1W−t − 2(H − z)−1‖dt

t2
<∞.

�� #�

�! �� �� ��������� �� �������� �
H

�� ���� �� $ � �! �����
C1,1(A)

#  ���� �� ��� ����������
�! G ����� ����

Wt
� �� ���������� �������� ��� ���� ������� 0 #� #� �! %�
 &� �� ����

∫ 1

0
‖W ∗

t HWt +W ∗
−tHW−t − 2H‖G→G∗

dt

t2
<∞,

.���� ‖ · ‖G→G∗
�� ��� ���� �! B(G,G∗)

#
�� ��� ��� ��������� �

H
�� ����� �� −∆ + V

�� H = L2(Rn)
. ��� ��� ��� H2 ���� ��$ � ��� ����� �! ����� �.� ��

Rn # ��� ������� ���� {Wt}t∈R

�� ��� ���� �!



� �� � ��	 ����	��� �� �	��� �� ��	 	��	 ���� ��	 ��� �� '

��������� � .���� ������ H2 ��������� # ����� W ∗
t ∆Wt = e2t∆

� �� ���� ����� ������ ���. �
���� ��� �� ������ −∆

�������� ���
C1,1(A)

���������� # & ����
H

�� �! �����
C1,1(A)

�!
V

��
∆

�$ ������ . ��� �������� $ ���� ���� ���� ��� ��� �� �! �����
C1,1(A)

# "� �����
������ ��� � ���������� ������� �� ���� ��������� �� ���� � ������ #
��"!����! ( �( �( � ���

U : H2 → H �� � ��$ ��� ���� ����� �� ������ �
�� �� ��� ����

U
�� � � ����� � �������� �� �� � � ���#���$ ��� � ��� [

[U,A], A
] !�� $�!

�$ �� � � ��� ���� ����� �$
Rn �� ��$��$#�#� � �� �� � ��� ���	� �$!#��! �� H2 �

��� �� ��� ����
U

�� � �������� � �������� ��
[U,A] ∈ B(H2,H−1)

�$! �� �� ���
�� �� �� � � #$����$

ξ ∈ C∞(Rn)
� ���

ξ(x) = 0
�� |x| ≤ 1

�$!
ξ(x) = 1

�� |x| ≥ 2�#�� ����
∫ ∞

1

∥∥∥∥ξ
(
Q

r

)
[U,A]

∥∥∥∥
H2→H−1

dr

r
<∞.

���� �� ��� ����
U

�� � ���������� � �������� �� ∫ ∞
1

∥∥∥ξ
(
Q
r

)
U

∥∥∥
H2→H

dr < ∞ � ��
��� �

ξ ∈ C∞(Rn)
�#�� ����

ξ(x) = 0
�� |x| ≤ 1

�$!
ξ(x) = 1

�� |x| ≥ 2 �
�� �� ���.� �� %�
 & ���� �� ��� ����� ����� �

U
�� �! �����

C1,1(A)
# ����� ����������

��� ���!� � �� ����� �� ��������� ����� ��� �! ��������� � ��������� �! ���� ����� # "� �����
���� ��� � ��� ��� � �� ���� � ���� �� ��� ��� �! ������� � #� #

� �� ��� ����� ��� � �	���� ��� ��� ���� �� � � ����
�

�� ���� ������� � .� ����� ��� ��������$ ��	 ���� C
.���� ����������6�� �� ��� � �����

��� & �� ��������� ����� ������������� # ��� ���� ������ . ��� $ � �� ��������� ���� �� ���
����� ����!� # ��� �� � ��� �$ ����� ���� L �� ��������� ����.�� . ��� ��� ��������� �! �
����� ��� �������� � . ��� ������ ���� ���

o
�
β ≤ α

�!
R
β ⊂ R

α #
β < α

����� ������
������� � ��� .� . ����

β l α
�!
β < α

���
R
β ⊂ R

γ ⊂ R
α ��� ���� ���� ������

γ = β��
γ = α

# ���
j ∈ {1, . . . , n� � ��� (β − α)j

$ � ����� ��
βj − αj

# %�� ��� ������������
����

β ≤ α
�! � .�������

αj 6= 0
� ����

βj = αj
� ��� ����

β l α
�! ��� �� �� �!

β ≤ α��� ����� �� ������� ��� ����� �!
j
���� ����

(β − α)j 6= 0
# %�� ���� ������� ���� |α|�� ����� ��

n− ∑n
j=1 |αj |

#
�� ��� ������ � .� ����� ���� ��� � �$���� �! �������� �

R
α . ��� ������ ������ �

��� �����!��� �!
R
n �� ��� ���� ������ ��������� ������� �!

Rj
!�� ���

αj = 0
�� |α|���� �������� ��� ����$ �� # ��� �������

C(R
α
)
. ��� $ � � ��.�� ������ �� � �∗����$�� �� ����.� � �� �� � ��$���$�� �!

C(R
n
)
. ��� ���� ���� ��� ����� �� �� �� ��� �����$ ���

xj!�� .����
αj = 0

# &�.���� � �� ����� ���� � ��� ������ � ���� �� �������� ��� ��$ �����#
� �!��� ������

C
� .� ���� ���6� ��� � ���� ���� ������ �! ��� �$ ����� ���$��

C(R
n
)
# ��� ����

α ∈ L � ��� �� ���. ��� ���������� �! ��� ��� �����!���
R
α �����

��� ������� ������ Uo �!
Rn ��

R
n $� ������������ # ���

y ∈ R
� ���

Uy : R → R. ���
Uy(z) = z + y

�!
z ∈ R

���
Uy(±∞) = ±∞ � $ � ��� ��������� ��

R
�! ���

����������� $�
y
��

R
# �����

R
n ������

R1 × . . .× Rn
� ��� ������ �! ��� ���� ��

R
n

��� $ � ������ ���������. ��� �
[Uox(z)]j = Uxj (zj)

!�� ���
z ∈ R

n ���
x ∈ Rn # ���



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

{−∞} � {+∞} ���
R
��� ��������� ����� ���� ��� ��� �������

Uy
� ��� �����!���

R
α

�� ��������� # ������������� ���� ��$���$��
C(R

α
)
�!
C(R

n
)
�� ���$ �� ����� ��� ������

�! ������������ # ������ � ��� ���� Uo �! ��� ��� ������� � ������� � ��������������
�! ��� ����������� ���� $� ∗������ ������� � �! C(R

α
)

� !��
f ∈ C(R

α
)
�
x ∈ Rn ���

z ∈ R
α � (Uox(f)

)
(z) = f

(
Uox(z)

) # �� ������� ��� � �� ��� ���� ��� ���$ ����� �!
C(R

n
)
�����

Uo � ��� ��� ������ ��� ���$ ����� �! ��� �∗����$�� C(R
α
)
����� Uα � .���� Uα �� ���

������� ����� ������ �!
Rα ��

R
α #

��� ���� ��$���$��
C(R

α
)
�!
C(R

n
)
� ����� �� ���� � � �������

πα : C(R
n
) 3 f 7→ πα(f) ≡ fα ∈ C(R

α
)

 ���� $� ����������� �!
f
�� ��� ��� �����!���

R
α # ���� � ������� �� ��������� ����� ���

��������
πα ◦Uox = Uox ◦πα

�� �������� !�� ���
x ∈ Rn # ��� C0(R

n)
$ � ��������� . ��� ���

����� �! !�������� ��
C(R

n
)
.���� ��� �� �� �� ��� $ �������

R
n \Rn #  ������� ������

��� �! � ������� �
πα

��� �� ��� ������ !������ � ⊕αlo πα : C(R
n
) → ⊕αlo C(R

α
)�� � ��������� � ������� . ��� ������ ����� ��

C0(R
n)
# ���� ����� �� ���� � �������

��� ������ � �������
π : C(R

n
)/C0(R

n) ↪→ ⊕αlo C(R
α
).

�� #��
"� ��. ������!�

C(R
α
)
. ��� ��� ��$���$�� �! B(Hα)

��������� �! ��� �� ����
� �������� �� �������

f(Q)
. ���

f ∈ C(R
α
)
#
C0(R

α∗)
������� ��� ��� �! �� �������

h(P ) := F∗
αh(Q)Fα

. ���
h ∈ C0(R

α)
��� .���� Fα

�� ��� ������� �����!��� �� Hα�.� ���� ��������� ��� ���� �!
Rα . ���

Rα �����! � #  !�. ���� ���� !��� ��� ������
�! ������� �������� ��� ���� �� ��� ������ # "� ��!�� �� %
��& � �������� � ��� � !��
�� ����� ��. �� ���� ��$ � ��� �� �������� . ��� �� ������ �������� # ���� ��!������ ��������
��� � ������� ���������� ��� ��� ��� �������� ���� ��� #

%�� ������
Cα :=

〈
C(R

α
) · C0(R

α∗)
〉 � ��� ���� ������� �� B(Hα)

�! ��� ���
�! ����� ��� � �! ��� !���

f1(Q)h1(P ) + . . . + fN (Q)hN (P )
. ���

fk ∈ C(R
α
)
���

hk ∈ C0(R
α)
# �� �� ���.� �� %
��& � ������� � # � ����

Cα
�� � �∗����$�� � ��� ���$ ������!

C(R
α
)
����� Uα �� ���� ��������� # � ������� � ���� ���$�� �� ���� ������ �� ���

������� �������
C(R

α
) o Rα � .���� �� ������ �$ �������� �� ���� � �! ��� ������ �!

������������ ��
C(R

α
)
# �� ��� �� ����� ����

α = o
� .� ���� �� ���

C := Co
# "� �����

 ��� �� ���� � � #� # ������� ����������� �! ���� �∗����$�� �� ���� � �! �����$ �� ��� ���
�� �������# "� ���� � ������ ��� !� ���. �� ���.� ��������� �

K(H) =
〈
C0(R

n) · C0(R
n∗)

〉 ∼= C0(R
n) o R

n.
�� #��

	�� �� ��� ��$ ����� �!
C(R

α
)
����

C(R
n
)
��� ��� ���$ ����� ����� Uo � ��� � ��

!��� 〈
C(R

α
)·C0(R

n∗)
〉 � .���� �� � �∗���$���$�� �! C ���� ������ ��

C(R
α
)oRn # ���

Rα⊥ ������ ��� ��������� ���� ��� ��� �!
Rα ��

Rn #  ��� ������� � #� �! %�� & �������
����

C(R
α
)oRn �� ���� ������ ��

[CoRα⊥
]⊗ [C(R

α
)oRα]

# & ���� � �! H �� ���������
. ���

L2(Rα⊥
)⊗Hα

� ��� �∗����$�� 〈
C(R

α
) ·C0(R

n∗)
〉 �! $ ������ �� ������� �� H ��

���� ������ �� ��� �∗����$�� C0(R
α⊥∗)⊗Cα

�! $ ������ �� ������� ��
L2(Rα⊥

)⊗Hα
#

����� ��� � �������
πα

�� ��������� � ����� �� ���� � ������ � �������

Πα :
〈
C(R

n
) · C0(R

n∗)
〉
→

〈
C(R

α
) · C0(R

n∗)
〉



� �� � ����	��� ��� ���� �� � � 

���� ����
Πα[f(Q)h(P )] = fα(Q)h(P )

!�� ����
f ∈ C(R

n
)
��� ����

h ∈ C0(R
n)
#

�������� ��� � �����
C0(R

n)
�� � ���$ �� ����� �!

C(R
n
)
� ��� ������ ������ �! �������

��������  ���� ��� ��������� ���� ������� �

[C(R
n
) o R

n]/[C0(R
n) o R

n] ∼=
[
C(R

n
)/C0(R

n)
]

o R
n.

���� �� #�� � �� #�� ��� ��� � ���� ������� � ���������� �$ ��� � ��� �$����� �

C/K(H) ∼=
[
C(R

n
)/C0(R

n)
]

o R
n

↪→
[
⊕αlo C(R

α
)
]

o R
n ∼= ⊕αlo

[
C(R

α
) o R

n
]

∼= ⊕αlo

〈
C(R

α
) · C0(R

n∗)
〉
.

�� #� �
��� ���� ���� ��� ������ � ������� �� ������� $�

Π
# ��� �!

Θ
�� ��� ��������� ���� ������

C → C/K(H)
� ����

Π◦Θ = ⊕αlo Πα
#  ���� � ��. ����

H
�� � ���!���� ���� �$ �����$ ��

�
 ������ ��
C
# ����

σess(H)
�� ����� ��

σ[Θ(H)]
� .����

Θ(H)
�� ��� �� �� �!

H
��

��� ���� �� ���$�� # ����� �� ��� ������ � ������� ��������� ��� �� ������ � .� ���� �

σess(H) = σ
(
Π

(
Θ(H)

))
= σ

(
⊕αlo Πα(H)

)
=

⋃

αlo

σ
(
Πα(H)

)
,

�� #��

��� ���� �������� $ ��� ����� $ ������ ��� �� ������ �! �� �$ �����$ �� �
 ������ �� �
����� ������ ��� �� ��� ����� �! ��� �� ����� �! ��� ���������� # ��� �� � ������ ����
��� � ��� ���� ���� ��� .��� ������� �$������ �� %� � & #

� �� �������� � �� ����� ���

����7����� �� ������� −∆ + V
��
L2(Rn)

�
 ������ �� ��� �∗����$�� C
��� ������

��������$ # �!
V
�� � ���� ���� ��� �!

C(R
n
)
� ��� ������� ����� & �� �������� �� ��������� #

���� �� ������ ���� $� ���� ��� ���� ��� ������

(−∆ + V − z)−1 =
∞∑

k=0

(−∆ − z)−1[V (z + ∆)−1]k

.���� �� ���� ��������� !�� |=z| ���� ����� # �� ����� �� ���� . ��� ������ ����
� ��������� � ������� ��������� ���� ��� ���� �� $ � �$������ # ���� ������� �� ��������
������� �� ���� �������� #

�� ��� ������ � .� ����� �!��� ��� ��� � ������������� !��������
ξ
��
C∞(R)

������
!� ��

ξ(y) = 0
�!
y ≤ 1

���
ξ(y) = 1

�!
y ≥ 2

# ��� ������� ���� . ��� $ ���� � �$� ����
������� �� ��� ��� � ���� � � .� ���� ���� ����� ����� �����������$ � #$����$� # ��� �� ���
���� � $ ������ �� ������

B
�� � �� ��������� �!

ζ(Q)B
�� ������� !�� ���

ζ ∈ C0(R
n)
#

"� ������ ���� !�� ����
αl o

� ����� �� ���� ������� ���
j
���� ����

αj 6= 0
# & ����

α ·Q�����
αjQj

��� �����!���
ξ(α ·Q)

�� .���������� !�� ��� !�������
ξ
��

R
# "� �����

. ��� � ��. ����������� �!
C
#

��

� ( �4 �� � �� � ��� �� ������ �$
C

�� ��� ����������



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

��� 
 ��� ��������� �� ������
B

����$	� ��
C

�� �$! �$�� �� �� ��� �� ��� �$ ����� �����
�����������$ � #$����$

ξ
�$! � � �� ��� {Bα}αlo

�#�� ����
Bα ∈

〈
C(R

α
) ·C0(R

n∗)
〉

�$!
limr→∞

∥∥∥ξ
(
α · Qr

)
(B −Bα)

∥∥∥ = 0 � � �������� ���� �� ������
Bα

�� #$��#�
�$! ��#�� ��

Πα(B) �

 ���� � �� �� ���� �� #�� ��� �$ ������ ���� ��� �������

ζ(Q)[f(Q)h(P )]
$ ����� ��

K(H)
!�� ���

ζ, h ∈ C0(R
n)

��� ���
f ∈ C(R

n
)
# �����

C
�� ��� ���� ������� �! ���

������ ����� �������� $� �������� �! ��� !���
f(Q)h(P )

��� ����� K(H)
�� ����

������ �
ζ(Q)B

�� ������� !�� ���
ζ ∈ C0(R

n)
��� ���

B ∈ C
# ���� ������ �� #

$ � "� ��. ����� ��� ��� �� �! � ���� �! ��� # ��������
f ∈ C(R

n
)
���

α ∈ L # ����� �$ ����� ����
f = fα + (f − fα)

� .����
fα ∈ C(R

α
)
���

(f − fα)
$ ����� �� ���

�����
Jα

�! !�������� �!
C(R

n
)
.���� ��� ����� �� 6��� �� ��� ��� �����!���

R
α # �� �

��� ���
C(R

n
) = C(R

α
) + Jα

� ���
Jα

�� ������ $�� ��� ������ �! ��� � �������
πα�! ��� ���� ���� ������� # �� ���� ����� � # �! %
��& � ��� ���

C = 〈C(R
α
) · C0(R

n∗)〉 + 〈Jα · C0(R
n∗)〉,

.���� 〈Jα · C0(R
n∗)〉 �� ��� ������ �! ��� � ������� Πα

# � �. !�� ���
B ∈ C

� .� ���
Bα := Πα(B) ∈ 〈C(R

α
)·C0(R

n∗)〉 � ���� B−Bα
�� �� ���� ��� �! 〈Jα·C0(R

n∗)〉 # �! αlo
�

�� �� ���� �� ��� ���� !�� ��� ���������� ������6����� !�������
ξ
� {

1 − ξ
(
α · Qr

)}
r≥1�� �� ������ �� ��� ���� !�� ���� ����� ��� ����

limr→∞

∥∥∥ξ
(
α · Qr

)
(B −Bα)

∥∥∥ = 0
#

�� �� ����� ��� � �! � ���� �� ��� � ��� �� ��������� � ��������� �! ����� �������
�� ��� ����������# ���

ξ0(y) := 1 − ξ(y) − ξ(−y) !��
y ∈ R

� ��� !��
x ∈ Rn ���

ξα(x) :=
∏

{j|αj 6=0} ξ(αjxj)
∏

{k|αk=0} ξ0(xk)
# ���

ε > 0
� ����� �� ����

r′ > 0
���� ����

!�� ���
r ≥ r′

��� ���
α l o

� ∥∥∥ξ
(
α · Qr

)
(B −Bα)

∥∥∥ < ε
2(3n−1)

# ��� ����
α l o

� �����
�� ����

Nα <∞ �
fαk ∈ C(R

α
)
���

hαk ∈ C0(R
n)

���� ���� ‖Bα−∑Nα
k=1 f

α
k (Q)hαk (P )‖ <

ε
2(3n−1)

# �������� !�� ����
β 6= o

� ������
α(β)

���� ����
α(β) l o

���
β ≤ α(β)

# �����
ξβ (Q) ≤ ξ (α(β) ·Q) ≤ 1

��� ����� L ��������
3n

���� ���� � ��� �$�����
∥∥∥∥∥∥
B − ξo

(
Q

r′

)
B −

∑

β 6=o

Nα(β)∑

k=1

ξβ

(
Q

r′

)
f
α(β)
k (Q)h

α(β)
k (P )

∥∥∥∥∥∥
< ε.

�� ��� ������������� �!
B
�
ξo

(
Q
r′

)
B

$ ����� �� K(H)
� ��� ����� ��

C
� ��� ����

���� �� ��� ��� $ ����� ��
C

$� ������������ # �����
C
�� ���� ������ � ��� ��� ����

B ∈ C
#

� � ��� ����
αl o

� ��� ���������� �!
Bα

�� ���.� $� ���� �� ��� !� ���. �� ������
���� � �!

C
$ ����� �� 〈C(R

α
)·C0(R

n∗)〉 ��� �������� limr→∞

∥∥∥ξ
(
α · Qr

)
C

∥∥∥ = 0
� ����

C = 0
# �� ��� ���� � ����� � ����

C 6= 0
��� !�� ���� ������ ��� �� ��

α = (1, 0, . . . , 0)
#

������
ϕ ∈ H ���� ���� ‖ϕ‖ = 1

���
Cϕ 6= 0

# �� ��� ������� � ����� �� ����
r ≥ 1

����
���� ∥∥∥ξ

(
Q1

r

)
C

∥∥∥ < 1
2‖Cϕ‖

� ��� �� ∥∥∥ξ
(
Q1

r

)
Ce−iyP1ϕ

∥∥∥ < 1
2‖Cϕ‖

!�� ����
y ∈ R

#
��� � ����� ��� ���� ���� �! 〈C(R

α
) · C0(R

n∗)〉 ������� . ��� ��� ������� �� ������



� �� � ����	��� ��� ���� �� � ��

e−iyP1
�
y ∈ R

� � ��� ��� ∥∥∥ξ
(
Q1

r

)
Ce−iyP1ϕ

∥∥∥ =
∥∥∥ξ

(
Q1

r + y
r

)
Cϕ

∥∥∥ → ‖Cϕ‖ ��
y → ∞ �

� ������������� . ��� ��� �������� ����������# & ����
C = 0

#
��

� ( �4 �( � ���

H
�� � ���� ��!� ��$� �� ������ �$ H � ��� !�� ��$

D(H)
�$! ���

�#� � ���� � �� ����
α l o� �� ��� �� �� �� � ���� ��!� ��$� �� ������

Hα
�$ H� �� �����! ��

〈
C(R

α
)·C0(R

n∗)
〉
� � ��� !�� ��$ ��#�� ��

D(H) � 
 ��#� � ���� ���� � �� ��� � ����� �����
�����������$ � #$����$

ξ
�$! ����

αl o�

lim
r→∞

∥∥∥∥ξ
(
α · Q

r

)
(H −Hα)

∥∥∥∥
D(H)→H

= 0.

���$
H

�� �� �����! ��
C

�$!
Πα(H) = Hα

��$ �� � � �$�� �� � �� $����$ � �� ��� �

 ���� � ��� R := (H − z)−1 ���

Rα := (Hα − z)−1 !�� ��� ����
z ∈ C \ R

��� ����
αl o

# �����
Hα

�� �
 ������ �� ��� ��$���$�� 〈
C(R

α
) ·C0(R

n∗)
〉 �!

C
�
Rα

$ ����� ��
C
��� ���� �� ��� ��������� � �� � �� �! ���� � � #� # # ����

R
�� ��� ��������� ����� !��

���
ζ ∈ C0(R

n)
�
ζ(Q)Rα ∈ K(H)

���
R−1
α R

�� $ ������ $� ��� ������ ���� �������
%� �& #

�������� ��� �
∥∥∥∥ξ

(
α · Q

r

)
(R−Rα)

∥∥∥∥ ≤ c

{∥∥∥∥ξ
(
α · Q

r

)
(H −Hα)R

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
[
ξ

(
α · Q

r

)
, Rα

]∥∥∥∥
}

.����
c = max{‖Rα‖, ‖(H − Hα)R‖}

# ��� � ��� ���� �� ��� � #� #� # � �� ��
0
��

r → ∞ $� ���������� # ��� ��� ������ ���� � ��� ��� �� ��� ��� ���� ������� 〈
C(R

α
) ·

C0(R
n∗)

〉 ∼= C0(R
α⊥∗) ⊗ Cα

���������� �� ������� � #� ��� ������ ���� � � #� �! %
�&
�� � ���������� ��������� !�� ���� � �! ��� !��� [

ξ
(
α · Qr

)
, g(α · P )

] . ���
g ∈

C0(R
α⊥

)
# �� ���� !� ���. � ����

limr→∞

∥∥∥
[
ξ
(
α · Qr

)
, Rα

]∥∥∥ = 0
� ��� ��� �
 ������� �!

H
��

C
�� �$������ . ��� ���� � � #� # ��� ��� �$ ��������� � ��� $ �!��� 	��������

� #� # #
"� ���� ���� �$������ ����

Πα

(
(H − z)−1

)
= (Hα − z)−1 !�� ���

z ∈ C \ R
# ���

���� ������ ��� �! ��� ���� � !� ���. � !��� ��� ������� ��
C0(R)

�! ��� ������ �����
�������� $� ��� ��� �! !�������� {(· − z)−1 | z ∈ C \ R} #

"� ��.  ��� ��� ������ ��������� �! ��� � ��������� ����� ������������� � ��� .�
����� ����� ��  ��� ������� � #� #� ��� �
 ������� ��

C
!�� ��� ������� ����� ����7�����

�� ������� # %�� ������� ���� �!
V

$ ����� ��
C(R

n
)
� ��� !��������

V α ���������� ��
��� !� ���. �� ��������� ��� ������ $�� ��� ������������ �!

V
�� ��� ��� �����!����

R
α #

��"!����! ( �4 �- � 
 � ���� � #$����$
V : Rn → R

�� � ��������� � �������� ���������
�� L� �� �� ��� �� �� �� � ��� ������$ �� � ���� � #$����$� {V α}α∈L � � ���

V o ≡ V
�$!

V α : Rα → R� �#�� ���� � �� ����
α ∈ L �

��
V α(Q)

��
∆α ���#$!�! � ��� �������� ��#$! ���� ���$ �$ ��

���
limr→∞

∥∥∥ξ
(
(β − α) · Qr

) (
V α(Q) − V β(Q)

)∥∥∥
H2

α→Hα

= 0
� �� ����

β l α
�$!

��� � ����� ����� �����������$ � #$����$
ξ �



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

��� ������ ��������� � ���� ���� !�� ����
α ∈ L � ��� !�������

V α ������ ��
Rα ���������� ��� ���������� ��� ���

V β . ���
β l α

�� ��� ���� ‖ · ‖H2
α→Hα

# ��� ��
�$ ����� ���� ���� � ' #� #1 �! %�
 & ��� ���� ���� �!

V
�� � ��������� � �������� � ����

V α(Q)
��

∆
�$ ������ . ��� �������� $ ���� ���� ���� ��� � ��� ��� �� ���� !� �� ���� . ���

��� ���� ‖·‖H2→H
������� �! ��� ���� ‖·‖H2

α→Hα

# "�  ��� � ������ ������ ����� ��
�! ���� � ��������� #
���
��� ( �4 �4 � ���

V1
$ � � $ ������ ���� !������� ��

Rn ���� ���� !�� ����
αl o

�
����� �� ����

V α ∈ L∞(Rα)
�����!� ��

lim
r→∞

sup
x∈Rn

∣∣∣ξ
(
α · x

r

) (
V1(x) − V α(x)

)∣∣∣ = 0

!�� ��� � ���������� �� ����6����� !�������
ξ
# ���

V2(Q)
$ � �

∆
�$ ������ �� ������

��������� $ ���� ���� ���� ���� ���� ����
limr→∞

∥∥∥ξ
(
|Q|
r

)
V2(Q)

∥∥∥
H2→H

= 0
# ����

V o := V1 +V2
�� � ��������� � �������� # ������ � ���

β ∈ L . ��� |β| = n−2
��� ���

α,α′$ � ��� �� �� �.� �������� ���� ���� �! L ���� ����
βlα

���
βlα′ # ��� j, j′ ∈ {1, . . . , n}$ � ���� ����

(β−α)j 6= 0
���

(β−α′)j′ 6= 0
# ���� ��� ��� ����� ���� {V α|xj=βjn}n∈N��� {V α′ |xj′=βj′n

}n∈N

��� �.� ������ ��������� ��
L∞(Rβ)

.���� ������� �� ���
��� � ���� ��� ��������

V β � # ���� �������� ���� �! 	�������� � #� #� ��� ��. �������
�������� !��

α = o
��� !�� ����

αl o
# ��� ��� � ��� ������ ��� ���� $ � ��� ���� ����

�� ����� �� ��������� ������������
V β !�� ���

β ∈ L ��� �� ����� ���� ��� ����������
�! 	�������� � #� #� ��� �������� #

��� ��� ��� � ����! ��� ��� � ����� ���� � .� ��������� ��� ��� �������� Lα := {β ∈
L | β ≤ α} #
� ���������! ( �4 �5 � 
 ��#� � ����

V
�� � ��������$ ����$ ����� ���$

H = −∆ + V
��

� ��������$ � �� ����$��$ �$!
Πα(H) = −∆ + V α � �� ����

α ∈ L �

 ���� � ����� ��� ����! �� � ��!��� �� $� ��������� ���� ��� ������� L � ��� �� � ��� ���������� ��� � ��������� # ��� ����

α ∈ L ��� ����
β ≤ α

� ���

παβ : C(R
α
) 3 f 7→ παβ (f) ∈ C(R

β
)

$ � ��� ��������� � �������  ���� $� ����������� �!
f
�� ��� ��� �����!���

R
β � ��� ���

Πα
β

$ � ��� ������ � �������
Cα → 〈C(R

β
) · C0(R

α∗)〉 �����!���
Πα
β [f(Q)h(P )] =

παβ (f)(Q)h(P )
!�� ����

f ∈ C(R
α
)
��� ����

h ∈ C0(R
α)
# �!

α = o
� ����

Πα
β

��
����

Πβ
# �� ���� ������ � ��� ������ ��� �! ��� ���� ������� ����� � �!

V α �� � ���������
� �������� �������� �� ��� ������� Lα � ���� Hα = −∆α + V α �� �
 ������ ��

Cα
���

Πα
β(Hα) = −∆α + V β !�� ����

β ∈ Lα #��� �� ������ ���� !�� ����
α ∈ L � V α �� � ��������� � �������� �������� �� ��� �������

Lα # �� ��� �� ����� ���� |α| = 0
�
V α �� � ���� ���$ �� �

Hα = V α ���
Hα �� �������

�
 ������ ��
Cα

� .���� �� ���� ��
C
# ��� ��� ����

α
� |α| 6= 0

� .� � �� ��. ����� � ����
��� ���������� �! ��� ���� ������� ��� ������ !�� ����

Hβ . ���
β l α

��� .� ����� ��
!��

Hα # " ��� �� ���� �! ��������� ��� !�� ���� ������ �! ��������� � .� ������
α = o

#



� �� � ��	 � � ���	 	���� ��	 ��

�� ����� � ���� !�� ����
β l o

�
Hβ �� �
 ������ ��

Cβ
# ���

j ∈ {1, . . . , n} ����
����

βj 6= 0
# ���� ��� �� ������ −∆j ⊗ I + I ⊗ Hβ ��

L2(Rj) ⊗ Hβ
�� �
 ������ ��

��� �∗����$�� C0(R
∗
j) ⊗ Cβ

���� %�
 & � ������� 1 #� #�� # �������� ��� � �! .� ������!�
L2(Rj)⊗Hβ

. ��� H � ���� ��� �� ������ −∆j⊗I+I⊗Hβ �� ����� �� −∆+V β � .����
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H �
���� �� � �# ��� ��� �� �� � ������ � ��� � ��� ����� ����� �������� �� ��#�� �� �� � �# ��� ���

���$$ �! �� �� � ��	 �$������� ��
H �

����� ��� ��� ��
t → −∞ ��� �� $ � ���� ��� ��� ������� .� ���� �� �� ��� ��������

�� # ��� ������ ������� �� ������� �� ��� ����! �! ���� ���� ������� ��� �����!��� � �� ����



� �� � ��	 � ��� � ����� �	� ����� �'

�����. ��� ������ � �� �� ��.��� ����� �� ���� ��� � ��������
V

�������� ��� ��� ������� #
��� ����!� ���� ��� � ���������$ �� ���$ �� �! ���������� ������������ � .���� . ���
�! ������ ��� $ � ��������� �� !� �� ������� # "� ����� . ��� ��� � �������������� �� ���
��������� ��� . ��� � ��������� ���� � ���� . ��� $ � ���� !����� ��$ ���������#

��� �� �������� �� �� ������������� � �����
Φ : [1,∞) 3 t 7→ Φ(t) ∈ B(H)

# �!
����� �� ���� ��� � ��������

c < ∞ ���� ���� ‖Φ(t)‖ ≤ c
!�� ���

t ≥ 1
� ����

Φ
�� ����

�� $ � � ��#$!�! �� ������������� � ����� # "� . ����
Φ ∈ BC1

(
[1,∞),B(H)

) �! ���
� ����� �� $ ������ ��� �� �������$ �� �� ���� . ��� $ ������ ���������� # ���

m
$ � ���

�������� ������ ���
t ∈ [1,∞)

# ����
Φ

(�� $� � ����� �$��� �! ��������
Φ(t)

) $ �����
��

Lm
(
(1,∞), dt

) �! ‖Φ(·)‖ ∈ Lm
(
(1,∞), dt

) � ��
o(t−m)

�!
limt→∞ tm‖Φ(t)‖ = 0

�
�� ��

O(t−m)
�!
tm‖Φ(t)‖ ≤ c < ∞ !�� ���

t ≥ 1
# "� ��� ����

Φ
�� �$ ��	 ��������$	 �� � ����# ���$ �. ��� ���� ��� ��

H
� �! ����� �� ���� � ��������

c < ∞ ���� ����
∫ ∞
1 |〈e−iHtϕ,Φ(t)e−iHtϕ〉|dt ≤ c‖ϕ‖2 !�� ���

ϕ ∈ H #
��� ����

α ∈ L .� ����� ��� �� �� ��$ ��� �!
Rn �

Yα := {x ∈ R
n

∣∣ αjxj > 0
!�� ���

j
. ���

αj 6= 0}.
�!
αlo

.� ���� ��� ��� � ��� !�� ����� ��������
Y ±
j := {x ∈ Rn

∣∣±xj > 0} . ���
j
��� ���

��� ±  ���� $� ��� �� ��
αj 6= 0

# ��� �� � ��� �� �$� ���� $�� ���� ���!� � �$ ��������� #
��� ����

α ∈ L ��� ����
f ∈ Cc(R

n)
. ��� ���� ��� ��

Yα
����� �� ����

δ > 0
����

���� ∏
{j|αj 6=0} ξ

(
αj

xj

δ

)
f(x) = f(x)

!�� ��� ���������� ������6����� !�������
ξ
���

���
x ∈ Rn #
�� ��� ������ � �� ���� ��� ������� � �������� � ��� !��������

η, f, . . .
��� ����� �� �� $ �

���� #
��

� ( �� �( � ��� ����

η ∈ C∞
c (R)� ����

j ∈ {1, . . . , n}� ����
α ∈ L �$! �� �

t ≥ 1��� � � �� ��� �$	 ������ �$�� ��� ��#��
�� ��

f
�� � �� ��� !�" ���$������ � #$����$ �$

Rn � ��� ��#$!�! !���������� �� ��!�� ��
� �$! �� �� �$ [

η(H), f
(
Q
2t

)]
(H + i) ∈ O(t−1)�

��� ��
f ∈ C2

c (R
n)

� ��� �#�� ��� �$
Y ±
j � �� �$

η(H)f
(
Q
2t

)
∇jV (Q)η(H)

����$	 � ��
L1

(
(1,∞), dt

)
�

���� ��
f ∈ Cc(R

n)
� ��� �#�� ��� �$

Y ±
j � �� �$

[Pj , η(H)]f
(
Q
2t

)
����$	� ��

o(t0)
�$! ��

L1
(
(1,∞), dt

)
�

��� ��
f ∈ Cc(R

n)
� ��� �#�� ��� �$

Yα � �� �$
f

(
Q
2t

) (
η(H) − η(Hα)

)
∈ o(t0)�

�� �� � �� ������
(Pj + i)Qjη(H)(1 +Q2)−1/2 ����$	� �� B(H) �

��� ����! �! ���� ���� � ��  ���� �� ��� �� ����� # ��� �� ��.���� � ������ ����
��� ������ ��� �� �������� �� �� ��� ���������� ����

V
$ �

∆
�$ ������ . ��� ��������

$ ���� ���� ���� ��� # �� ���� . ��� ��� � ��� ��� �� ���� ����� ��� � ����������� ����
���������� ����� ���� �� �����$ �� ���� ��� # � ��� ������ ���� ��� �! ���� ��� � ��� $ �
!���� �� %� & #



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

��� ���� �� ������������� � �����
Φ ∈ BC1

(
[1,∞),B(H)

) .� ����� ��� � ��� �$ �
���	 !���������

DΦ
� ���

ϕ,ψ
�� H2 ���� ��� ��� �!

H
� ���

t ≥ 1
� ����

〈ψ,DΦ(t)ϕ〉 := i〈Hψ,Φ(t)ϕ〉 − i〈ψ,Φ(t)Hϕ〉 + 〈ψ, d
dt

Φ(t)ϕ〉. �� #/�
%�� ������� ���� 〈ψ, eiHtDΦ(t)e−iHtϕ〉 �� ����� �� d

dt〈ψ, eiHtΦ(t)e−iHtϕ〉 !�� ����
ϕ,ψ ∈ H2 # �! � !�� ����

t ≥ 1
�
DΦ(t)

�� ����� ������������ �� � $ ������ �� ������
�.� ���� ��� ��� � �������� !�� ���� �� ������� � � ��� �! ����� �� ���� ��� � ��������
c < ∞ ���� ���� ‖DΦ(t)‖ ≤ c

!�� ���
t ≥ 1

� ���� .� . ����
Φ ∈ BC1

H

(
[1,∞),B(H)

) #
�� ��� ��� ���������

Φ(t)
. ��� �!��� $ � �����

η(H)f
(
Q
2t

)
η(H)

. ���
η ∈ C∞

c (R)
���

f
� $ ������ !������� ������ ��

Rn # ���� � ��
 ����� ��������� ���� ����
Φ ∈

BC1
H

(
[1,∞),B(H)

) �� ����
f ∈ C2(Rn)

��� ���� ��� � ��� ����� ������� ����������� �!
f
���� � $ ������ ������� #
 � � �������� �� ��� ������������ � .� ����� ����� ������� ���������� ����� ���� #

��� ���� ���� ��� � .� ��� ��. �.� �������� ���� ��� ���� . ��� $ � ���������� ���� �����!�
��� $ � !���� �� ��� �� ����� � #
��

� ( �� �- � ���

Φ ∈ BC1
(
[1,∞),B(H)

) �� � ���� ��!� ��$� �� ����������# �! � �� �
� �$	 � 
 ��#� � ���� �� ��� �� ��� ��� � ��#$!�! �� ����������# �! � ��� �$	� B,L,F � � ���
L ∈ L1

(
(1,∞), dt

) �$!
F

�$ ��	 ����� ���$	 �� � ����# ���$ � �#�� ���� �$� �� �� � � �� ��� �$	�� � �$ ��#������� �� ������ �! � �� �� �
t ≥ 1

�$! ����
ϕ ∈ H2 �

±〈ϕ,DΦ(t)ϕ〉 ≥ 〈ϕ,B∗(t)B(t)ϕ〉 + 〈ϕ,F (t)ϕ〉 + 〈ϕ,L(t)ϕ〉.
���$ �� ��� �� ����

c <∞ �#�� ���� ∫ ∞
1 ‖B(t)e−iHtϕ‖2dt ≤ c‖ϕ‖2 � �� �� �

ϕ ∈ H2 �
��

� ( �� �4 � ���

Φ ∈ BC1
(
[1,∞),B(H)

) �� �$ �� ����������# �! � ��� �$	 � �$! ���
H1

�$!
H2

�� �� � ���� ��!� ��$� �� ������� �$ H �� !�� ��$ D1
�$! D2

���� �������� �

 ��#� � ���� �� ��� �� ��� � � $��� �$ ��	 �� N �$! ��� � ��#$!�! �� ����������# �! � ��� �$	�
Ek, Fk

�$!
L

�#�� ���� � �� �� �
ϕ ∈ D1 � ψ ∈ D2

�$! �� �
t ≥ 1 �

|i〈H2ψ,Φ(t)ϕ〉 − i〈ψ,Φ(t)H1ϕ〉 + 〈ψ, d
dt

Φ(t)ϕ〉| �� #1�

≤
N∑

k=1

‖Ek(t)ψ‖‖Fk(t)ϕ‖ + ‖L(t)‖‖ψ‖‖ϕ‖.


 ��#� � � #��� ��� ��� ����
L

����$	� ��
L1

(
(1,∞), dt

) �$! ���� �� ��� �� � ��$���$�
c <

∞ �#�� ���� � �� ����
k ∈ {1, . . . , N}�

∫ ∞
1 ‖Ek(τ)e−iH2τψ‖2dτ ≤ c2‖ψ‖2 � �� �� �

ψ ∈ D2�$! ∫ ∞
1 ‖Fk(τ)e−iH1τϕ‖2dτ ≤ c2‖ϕ‖2 � �� �� �

ϕ ∈ D1 � ���$ �−limt→∞ eiH2tΦ(t)e−iH1t�� ���� �
�� � ��� �! ��� ��� ���������

H1
���

H2
��� ����� ��

H
� ��� �����!��� �� #1� ��

������ $�� |〈ψ,DΦ(t)ϕ〉| #��� ���� ���� � �������� �.� ������ ���� ������� ������ � �� �� �� �������� �����
� ���� # ���� ��� ������ ����� ��� ����� ���������� ���� ��� � ��������

V
$ �

∆
�

$ ������ . ��� �������� $ ���� ���� ���� ��� # �� ������� �� ����� ��� �������� �! ��� ����
���� ��� �$������ �� %	
 & #



� �� � ��	 � ��� � ����� �	� ����� � 

�� ������� ��� � ��������� $ ���. ��� .��� ��� ������ � ������ �� ���$� � ���
���� ���� �! ������� !�������� ��� ��� ��� ����� ��� ���� ��� ����!� #
��

� ( �� �5 � ��� ����

η ∈ C∞
c (R)� �� ��� �� �� �� � ��$���$�

cη > 0
� ��� �� � � ��� ����

����
�� � �� ����

f ∈ C∞
c (R)

� ��� �#����� �$
(cη,∞)� �� ��� �� �� ��

c < ∞ �#�� ���� � ��
�� �

ϕ ∈ H� ∫ ∞

1

∥∥∥∥f
( |Q|

2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥∥
2 dt

t
≤ c‖ϕ‖2,

��� ��
f

�� �
C∞ �� #$����$ �$

R
� ��� �#����� �$

(cη ,∞)
�$! �#�� ����

f = 1
�$ �

$��	� ��#����! �� ∞� �� �$
� − lim

t→∞
eiHtη(H)f

( |Q|
2t

)
η(H)e−iHt = 0.

�� #'�


 ���� � "� �� � ���$ ��
c′η ∈ R

���� ���� ����
η ⊂ (−∞, c′η)

��� � !�������
η̃ ∈

C∞
c

(
(−∞, c′η)

) �����!���
η̃η = η

���
0 ≤ η̃ ≤ 1

# "� ���
c′′η

$ � � � ������� ��������
���� ����

supj ‖χ(−∞,c′η ]
(H)Pj‖ ≤ c′′η/n

� .����
χ

I

�� ��� �������������� !������� �! ���
��������

I
# "� ��. �� ��� ��������

cη
���� ����

cη > c′′η
#

�� ��� ��� ����! �! �� � ������
f̃ ∈ C∞

c (R)
. ��� ������� ��

(cη,∞)
��� ����

����
f̃f = f

���
0 ≤ f̃ ≤ 1

# ���
t ≥ 1

� ���
Φ(t) := η(H)F

(
|Q|
2t

)
η(H)

. ���
F (s) =

∫ s
−∞ f2(τ)dτ

# ����
Φ ∈ BC1

H

(
[1,∞),B(H)

) ��� ��� ���

−DΦ(t) =
1

t
η

{ |Q|
2t
f2

( |Q|
2t

)
− 1

2
P · Q|Q|f

2

( |Q|
2t

)
− 1

2
f2

( |Q|
2t

)
Q

|Q| · P
}
η.

�� ����
i)

�! ���� � � #0 #� � ��� ��� ����� ����

η̃(H)P · Q|Q|f
2 + f2 Q

|Q| · P η̃(H) = f

{
η̃P · Q|Q| f̃ + f̃

Q

|Q| · P η̃
}
f +O(t−1).

%�� ������ �!
c′′η

��� ���� ���� −c′′η ≤ 1
2

{
η̃P · Q

|Q| f̃ + f̃ Q
|Q| · P η̃

}
≤ c′′η .

�������� ��� ���
��� |Q|

2t f
2
(
|Q|
2t

)
≥ cηf

2
(
|Q|
2t

) � ��� ����� −DΦ(t) ≥ 1
t ηf{cη − c′′η}fη +O(t−2)

# �����
cη−c′′η > 0

��� $� �$ ���� �� ���� !�� ���
ϕ ∈ H �

η̃(H)ϕ
$ ����� �� H2 � ��� ������ ����� �� ���� �� $ � � ����������� �! ���� � � #0 #� #

$ � ���
f
�� �� �� �� ��� � ���

f̃ ∈ C∞
c (R)

. ��� ������� ��
(cη ,∞)

$ � ���� ����
f̃ f ′ = f ′

���
0 ≤ f̃ ≤ 1

# ���
r ≥ 1

���
Φr(t) := η(H)f

(
|Q|
2rt

)
η(H)

��� �$ ����� ����
Φr

�� �� �� ������������� � ����� $ ���� �� ��
BC1

H

(
[1,∞),B(H)

) #  � �� �� �$ ��� �
��� ���� ����

DΦr(t) =
1

t
ηf̃

{
1

2r
η̃P · Q|Q|f

′ +
1

2r
f ′
Q

|Q| · P η̃ −
|Q|
2rt

f ′
}
f̃η +O(t−2).

 �� ���� � $ ��.��� $������� ��� ���� $ ������ ����� �������� �!
t
!��

t ≥ 1
# �� $� ���

� ���� ���� � � #0 #� ��� $� ���� �� ��� ��� ��� �� ������� �! �−limt→∞ eiHtΦr(t)e
−iHt #



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

�� ��� �� ���. ���� ���� ��� �� �� 6��� �!
f
�������� ��� ���������� �! �� # ������ � ���

� �� ���� ������
f̃ ∈ C∞

c (R)
. ��� ������� ��

(cη,∞)
��� ���� ����

f̃ f = f
# ����

$� �� ����� �� ����
c <∞ ���� ���� !�� ���

ϕ ∈ H �
∫ ∞

1

∣∣〈ϕ, eiHtΦr(t)e
−iHtϕ〉

∣∣ dt
t

≤ ‖f‖L∞

∫ ∞

1

∥∥∥∥f̃
( |Q|

2rt

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥∥
2 dt

t

≤ c‖ϕ‖2.
���� ��� ���� ����

limt→∞〈ϕ, eiHtΦr(t)e
−iHtϕ〉 ���� $ � 6��� !�� ���� ϕ ∈ H � ��� �����

. − limt→∞ eiHtΦr(t)e
−iHt = 0

$� � � ����6����� #
� � ���

f
�����!� ��� ��� ������� ��� ��� ����� � �� �������� ����

f ′ = g2 !�� ��� �
g ∈ C∞

c (R)
# ���

f̃ ∈ C∞
c (R)

. ��� ������� ��
(cη,∞)

$ � ���� ����
f̃ f ′ = f ′

���
0 ≤ f̃ ≤ 1

#  � �� �� � ��� ���� ����

DΦr(t) =
1

t
ηg

{
1

2r
η̃P · Q|Q| f̃ +

1

2r
f̃
Q

|Q| · P η̃ −
|Q|
2rt

}
gη +O(t−2r−2)

≤ −
(
cη −

c′′η
r

)
1

t
ηf ′η +O(t−2r−2) ≤ O(t−2r−2).

�������� ���� ���������� �� ��� !��� �� ��������

eiHtΦr(t)e
−iHt = eiHtoΦr(to)e

−iHto +

∫ t

to

eiHτDΦr(τ)e
−iHτdτ

. ���
t ≥ to ≥ 1

� ��� �$����� ��� �� ������� �! ��� �
c <∞ ���� ���� !�� ���

ϕ ∈ H2 �
0 ≤ 〈ϕ, eiHtΦr(t)e

−iHtϕ〉 ≤ 〈ϕ, eiHtoΦr(to)e
−iHtoϕ〉 + c‖ϕ‖2t−1

o r−2.
�� #��

���� ���� � �� ��� � #� #� # �! �� #�� ��� ����� ������ �!
t
��� ���� �� 6��� ��

r
��������� #

����� ��� �� ������� �! � − limt→∞ eiHtΦr(t)e
−iHt .�� ���.� �� $ � � ��� ������������ ��

�� #�� ��� �� ����
� − lim

r→∞

(� − lim
t→∞

eiHtΦr(t)e
−iHt

)
= 0.

�� #�

��. ���
Φ1(t) = Φr(t) + Φ̃r(t)

. ���
Φ̃r(t) := η

{
f

(
|Q|
2t

)
− f

(
|Q|
2rt

)}
η
# ����� ���

!������� {
f (·) − f

(
·
r

)} ��� ������� ���� ��� ��
(cη ,∞)

!�� ���
r ≥ 1

� ��� ��������
�� #'� �� �$������ $� �������

r
���� ����� ��� $� ���� �� #� ��� ��� ���� �� �! �� #

�� �� ����� ��� . ������ ����� �� �� ���������� ��������� !��
f
� ������ ��� ����

!�������
g ∈ C∞

c (R)
���� ���� ����

g ⊂ (cη ,∞)
��� ∫ ∞

−∞ g2(y)dy = 1
� ��� ���

F (x) =∫ x
−∞ g2(y)dy

# �!
f
�������� ��� ��� ������� �! ��� � ����

f − F
�������� ���� �! �� � ���

�� #'� !� ���. � $� ���$ �� �� ��� ���� ��� �! �� ��� � � #
�� ��� ��� � ���� � � � ������� ���������� �! ��� � �����

Rn 3 x 7→ 1
2x

2 ∈ R. ��� � ��� � ������� ��������� �� �� # "� ��!�� �� %
�& ��� ��� ������� �� %	
 & !�� ��� ����
������������� ���� �� ��� � �$ ��� ���$ ��� # ���

δ > 0
� ���

m
δ
∈ C∞(R)

$ � � ����
������ !������� ���� ����

m
δ
(y) = 1

2δ
2 �! |y| ≤ δ

���
m

δ
(y) = 1

2y
2 �! |y| ≥ 2δ

#
"� ���

r
δ
(x) :=

∑n
j=1mδ

(xj)
!��

x ∈ Rn # %$ ����� ����
r

δ

�� �
C∞�!������� ��

Rn

. ���
∂2
jkrδ

(x) :=
∂2r

δ
∂xj∂xk

(x) = 0
�!
j 6= k

���
∂2
jjrδ

(x) ≥ ξ2
(
−xj

2δ

)
+ ξ2

(xj

2δ

) !�� ���
���������� �� ����6����� !�������

ξ
��� ���

x ∈ Rn #



� �� � ��	 � ��� � ����� �	� ����� ��

��

� ( �� �� � ��� ����
η ∈ C∞

c (R)� ����
j ∈ {1, . . . , n} �$! ����

f ∈ C∞
c (Rn)

� ���
�#����� �$

Y ±
j � �� ��� �� �� �� � ��$���$ �

c <∞ �#�� ���� � �� �� �
ϕ ∈ H�

∫ ∞

1

∥∥∥∥f
(
Q

2t

)(
Pj −

Qj
2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥∥
2 dt

t
≤ c‖ϕ‖2.

�� #��
�#��� ��� ���� � − lim

t→∞
f

(
Q

2t

)(
Pj −

Qj
2t

)
η(H)e−iHt = 0.


 ���� � ��� �� �� � ���$ ��
c′η ∈ R

���� ���� ����
η ⊂ (−∞, c′η)

��� � !�������
η̃ ∈ C∞

c

(
(−∞, c′η)

) �����!� ��
η̃η = η

���
0 ≤ η̃ ≤ 1

# ���
cη

$ � ��� � ������� ��������
��� ����� ��

η
 ���� $� ��� ���� ���� ���� � #

�� ��������
h ∈ C∞

c (R)
���� ����

h(|x|)f(x) = f(x)
!�� ���

x ∈ Rn ���
h(y) = 1�!

y ∈ [0, cη + 1)
# ���

δ > 0
���

t ≥ 1
� ���

L(t) :=
1

2

(
P − Q

2t

)
· ∇r

δ

(
Q

2t

)
+

1

2
∇r

δ

(
Q

2t

)
·
(
P − Q

2t

)
+ r

δ

(
Q

2t

)
,

���
Φ(t) := η(H)h

(
|Q|
2t

)
L(t)h

(
|Q|
2t

)
η(H)

# %�� ��� ����� ����
Φ

�� � ���!���� ����
���� ��� �!

BC1
H

(
[1,∞),B(H)

) ��� ����

DΦ(t) = η{Dh}Lhη + ηhL{Dh}η − ηh∇V (Q) · ∇r
δ
hη

+
1

t
ηh

[
P − Q

2t

]
T

∂2r
δ

[
P − Q

2t

]
hη +O(t−3),

�� #��
.����

∂2r
δ

�� ��� � ����� �! ������ ����������� �!
r

δ

# �� ����� �� $ � �$ �� �� ��� ���� �
� #0 #� � .� �$���� ��. ��� � ����� ���� !�� ���� ���� �! �� #�� #

��� � ���������� ����� ������� � ���� ��� ����� �� �� �! ���� � � #0 #� � ���. ����
η{Dh}Lhη + ηhL{Dh}η ��� $ � ��. ������ ��

1

t
ηg

( |Q|
2t

)
Ψ(t)g

( |Q|
2t

)
η +O(t−2),

.����
Ψ
�� � $ ������ �� ������������� � ����� ���

g
$ ����� ��

C∞
c (R)

��� ��������
��� ���������� ����

g ⊂ (cη ,∞)
���

g(y)h′(y) = h′(y)
!�� ���

y ≥ 0
# ��� ������ ��� ��

�! ��� ���� ���� ���� � ��� ���� ���� ��� ���� 1
t ηgΨgη

�� ������$ �� ���� ��� ��� ������ #
"� ���� �$ ����� ����

h2∇jrδ

$ ����� ��
C∞
c (Rn)

��� ��� ��� ���� ��� ��
Y −
j ∪ Y +

j

#
�����!��� � ���� ��� �! ���� � � #0 #� � ��� ����

ηh∇V ·∇r
δ
hη

$ ����� ��
L1

(
(1,∞), dt

) #
� ������� ��� ���� ������ �!

r
δ

��������� $ �!��� ���� ���� � ��� �� ����

ηh

[
P − Q

2t

]
T

∂2r
δ

[
P − Q

2t

]
hη ≥ ηh

(
Pj −

Qj
2t

)
ξ2

(
±Qj

4δt

)(
Pj −

Qj
2t

)
hη

!�� ��� ���������� ������6����� !�������
ξ
��� ����

j ∈ {1, . . . , n} # ���� � $� ��� �������� � � #0 #� . ���
B∗(t)B(t) = 1

t ηh
(
Pj − Qj

2t

)
ξ2

(
±Qj

4δt

) (
Pj − Qj

2t

)
hη
� ��� �$�����

���� ����� �� ����
c <∞ ���� ���� !�� ����

j ∈ {1, . . . , n} ��� ���
ϕ ∈ H �

∫ ∞

1

∥∥∥∥ξ
(
±Qj

4δt

)(
Pj −

Qj
2t

)
h

( |Q|
2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥∥
2 dt

t
≤ c‖ϕ‖2.

�� #� �



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

�����
f
��� � ������� ���� ��� ��

Y ±
j

� .� � �� ��
j
���

δ
���� ����

ξ
(
±xj

2δ

)
f(x) =

f(x)
!�� ���

x ∈ Rn # ���� ��� � ��� ��������� �! ��� ���� � �� � ���� �� ����������� �!
�� #� � ��� �! ��� ����� ��� [

Pj , h
(
|Q|
2t

)]
∈ O(t−1)

#
$ � ���

t ≥ 1
� ���

Φ(t) := η(H)

{
Pj −

Qj
2t

}
f

(
Q

2t

)
η̃2(H)f

(
Q

2t

){
Pj −

Qj
2t

}
η(H),

��� ������ ����
Φ

$ ����� ��
BC1

H

(
[1,∞),B(H)

) # %�� ��� ����� ����

DΦ(t) = −2

t
Φ(t) − η∇jV fη̃

2f

{
Pj −

Qj
2t

}
η − η

{
Pj −

Qj
2t

}
f η̃2f∇jV η

+
1

2t
η

{
Pj −

Qj
2t

}{(
P − Q

2t

)
· ∇f + ∇f ·

(
P − Q

2t

)}
η̃2f

{
Pj −

Qj
2t

}
η

+
1

2t
η

{
Pj −

Qj
2t

}
f η̃2

{(
P − Q

2t

)
· ∇f + ∇f ·

(
P − Q

2t

)}{
Pj −

Qj
2t

}
η.

& �� �� �� � ��� ��� ��� �! ���� � � #0 #� � .� �� ����� ��� � ����� ���� !�� ���� �! �����
���� � #

��� ������ ��� ��� ����� ���� � �� ��� � #� #� # $ ���� ��
L1

(
(1,∞), dt

) $ ������
η∇jV fη̃

���
η̃f∇jV η

��� ������$ �� �� ���� ��� ��� ��� ����� !������ ��� ����
$ ������ ����� �������� �!

t
!��

t ≥ 1
# ��� � !������ ���������� ����� ������� $����

�� ���� � � #0 #� ���. ���� ��� ���� �.� ���� � �! ��� � #� #� # ��� $ � ��. ������ ��
1

2t
η

{
Pj −

Qj
2t

}
g

(
Q

2t

)
Ψ(t)g

(
Q

2t

){
Pj −

Qj
2t

}
η +O(t−2),

.����
Ψ

�� � .��� ������ $ ������ �� ������������� � ����� ���
g
�� �

C∞
c (Rn)

�
!������� . ��� ���� ��� ��

Y ±
j

��� �����!���
gf = f

# %�� ��� ��. ��� ����� ���

1

2t

∣∣∣∣〈ψ, η
{
Pj −

Qj
2t

}
gΨg

{
Pj −

Qj
2t

}
ηϕ〉

∣∣∣∣

≤ c

t

∥∥∥∥g
{
Pj −

Qj
2t

}
ηψ

∥∥∥∥
∥∥∥∥g

{
Pj −

Qj
2t

}
ηϕ

∥∥∥∥
!�� ��� � � ������� ��������

c <∞ ��� ���
ψ,ϕ ∈ H #

����� ��� ���� −2
tΦ(t)

�������� � ��� ���� ����� ��� � .� ��� ��� �� ���� � � #0 #�
. ���

Ek = Fk =
√

c
tg

{
Pj − Qj

2t

}
η
# �� ��� �� ���� ������� ��� � ��� ������ ��� �!

��� ������� ���� � .� �$���� ��� �� ������� �! � − limt→∞ eiHtΦ(t)e−iHt
# �� !� ���. �

���� ��� ��� ��
limt→∞

∥∥∥η̃(H)f
(
Q
2t

)(
Pj − Qj

2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥
�� ���� !�� ����

ϕ ∈ H #
�� ��������

η̃(H)
�� ��� ���� . ��� ��� ���� �! �� ��� ���� �! ���� � � #0 #� � .� ��

����
limt→∞

∥∥∥f
(
Q
2t

) (
Pj − Qj

2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥
�� ���� !�� ����

ϕ ∈ H # ��� ���� ��� ��
��� �� $ � ����� �� 6��� $ ������ �! �� #�� #

"� ��. ����� ��� �� ������� �! ��� ���������� ��������# %�� � ���� ���������
�� � ����� �! !�������� . ��� ��� � �� ����� ���� ����# ���

F
$ � ��� ��� �! ��� !��������



� �� � ��	 � ��� � ����� �	� ����� ��

f ∈ C∞
c (Rn)

���� ���� � !�� ����
j ∈ {1, . . . , n} � ����� �� ���� � ����$ ������� �! ���

��� �����!���
xj = 0

�� .����
f
���� ��� ��� ��� ��

xj
# %�� ��� ����� ����

F
�� �����

��
C0(R

n)
#

��

� ( �� �� � ��� ����
f ∈ C0(R

n)� �� � � �� ��� �$	 ��� �� �� ���� �
� − lim

t→∞
eiHtf

(
Q

2t

)
e−iHt.


 ���� � �� ������� �� H �! ��� ��� �! ������� �! ��� !���
η2(H)ϕ

. ���
η ∈ C∞

c (R)
���

ϕ ∈ H � �� �� ����� �� ����� ���� � − limt→∞ eiHtf
(
Q
2t

)
e−iHtη2(H)

�� ���� � .���� ��
���������� $� �� �! ���� � � #0 #� . ��� ��� �� ������� �!

� − lim
t→∞

η(H)eiHtf

(
Q

2t

)
e−iHtη(H).

�� #��

�����
F
�� ����� ��

C0(R
n)
� ����� �� ���� �� ���� �! ��������� �� ����� �� ����

f ∈ F# ���
t ≥ 1

� ���

Φ(t) := η

{
1

2

(
P − Q

2t

)
· ∇f

(
Q

2t

)
+

1

2
∇f

(
Q

2t

)
·
(
P − Q

2t

)
+ f

(
Q

2t

)}
η.

%�� �$ ������ ����
Φ ∈ BC1

H

(
[1,∞),B(H)

) ��� ���� � ��� ������ �� �� #�� �

DΦ(t) = −η∇f · ∇V (Q)η +
1

t
η

[
P − Q

2t

]
T

∂2f

[
P − Q

2t

]
η +O(t−3).

�� #0�

��� ����
j ∈ {1, . . . , n} �∇jf

$ ����� ��
C∞
c (Rn)

��� ��� ��� ���� ��� ��
Y −
j ∪Y +

j

# ����
$� ��� �! ���� � � #0 #� ��� � ��� ���� �� ��� � #� #� # �! �� #0� $ ����� ��

L1
(
(1,∞), dt

) #
��� ������ ���� �� ����� ��

n∑

j,k=1

1

t
η

(
Pj −

Qj
2t

)
gj

(
Q

2t

)
{∂2

jkf}gk
(
Q

2t

)(
Pk −

Qk
2t

)
η,

.���� ����
gj

$ ����� ��
C∞
c (Rn)

� ��� ���� ��� ��
Y −
j ∪Y +

j

��� ��������
gj∇jf = ∇jf

#
�� ��� ���� ���� � � #0 #� ��� $� ���� ��� � ��� ������ ��� �! ���� � � #0 #0 � ��� �$�����
��� �� ������� �! � − limt→∞ eiHtΦ(t)e−iHt

# ��� ��� ������ ��������� �! ���� � � #0 #0
��� ���� ���� ���� ��� �� �� ����� �� �� #�� � .���� �����!��� �� ���� #

 ���� � !�� � .���� ����
f
�� � ���� ��� !������� $ ���� �� ��

C0(R
n)
# �� . �����

f = f1 + if2
. ���

f1, f2
�.� ����

C0(R
n)

�!�������� � ��� ��� !��� ��� ���� ���� ���� �
��� �� ������� �! �−limt→∞ eiHtf

(
Q
2t

)
e−iHt

� .���� .� ������ $�
P(f)

# �����
P(fg) =

P(f)P(g)
���

P(f̄) = P(f)∗
!�� �.� ���� ��� !��������

f, g ∈ C0(R
n)
� ��� � �����

P : C0(R
n) → B(H)

�� � � ������� $ ��.��� �.� �∗����$��� # ���
BO(Rn)

$ � ���
������ �∗����$�� �! $ ������ ����� !�������� ��

Rn # "� ��� ���� � �������� {fk}k∈N��
C0(R

n)
�� ��#$!�! �� ��$���	 �$� �! ��� ��� ��

limk→∞ fk(x) ≡ f(x)
�� ���� !�� ����

x ∈ Rn ��� |fk(x)| ≤ c
!�� ��� � ��������

c < ∞ ����� ������ �!
k
���

x
�
f

$ �����



�0 ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

���� ��
BO(Rn)

� �� � %�
 & � ������� 1 # #� # �� �� ���� ������ �� ���� ��!������ ���� ���
� �������

P
��� � ������ �� ������� �� � � �������

P̃ : BO(Rn) → B(H)
���� ����

� − limk→∞ P̃(fk) = P̃(f)
�! {fk}k∈N

�������� $ ������ �� ��
f
#

���
χ

Ξ

������ ��� �������������� !������� �! ��� ����� ���
Ξ ⊂ Rn ���

1IΞ :=

P̃(χ
Ξ
)
# ����

1I
�

Rn ⊃ Ξ 7→ 1IΞ ∈ B(H)
������ ���� � ���� ������������� � ������ ��

Rn # �� ��� ���� ���� � .� ����� ����� ����
1IRn

�� ��� �������� �� ������ �� B(H)
� ���

�����!���
1I

$ ���� �� � �� ������ ������� ��
Rn # �� � �! P :=

∫
Rn x1I(dx)

�� ���
n
���� ��

�! �������� ���!���� ���� �� ������� �� H ������ ���� $�
1I
� ���� �������

P(f) = f(P)
#

���
n
���� �� P �� ������ �� ������ ��� ���������� ���� ����#

��

� ( �� �� � �� ��� � ��� �����$ ����# �! � ���#��
1I

������ �� �� � �������$
1IRn = I ���� ��� ����

η ∈ C0(R)
�$! ����

f ∈ C0(R
n)

�$� ���
[η(H), f(P)] = 0� � ��� �� �

����� ����� �������� P ���� #��� � ��� �� � � �� ����$��$
H �


 ���� � �� ��� f ∈ C∞
c (R)

$ � ���� ����
f = 1

�� � ����$ ������� �!
0
# ���� � �����

{
f

(
|·|
r

)}
r≥1

�������� $ ������ �� �� ��� !�������
Rn 3 x 7→ 1

� ��� ��������
1IRn = I

�� �������� �! � − limr→∞
� − limt→∞ eiHtf

(
|Q|
2rt

)
e−iHt = I

#
���

η ∈ C∞
c (R)

���
r ≥ 1

# � ��� �� �! ���� � � #0 #� � ��� �$ ������ ����
� − lim

t→∞

{
I − eiHtf

( |Q|
2rt

)
e−iHt

}
η2 =

� − lim
t→∞

eiHtη

{
I − f

( |Q|
2rt

)}
ηe−iHt.

��� � #� #� # �� 6��� !��
r
���� ����� ���� ����� ��

η
� $� ��� ������ ��������� �! ���� �

� #0 #� # & ���� �− limr→∞
�− limt→∞

{
I − eiHtf

(
|Q|
2rt

)
e−iHt

}
η2(H) = 0

# ����� ��� ���
�! ������� �! ��� !���

η2(H)ϕ
. ���

η ∈ C∞
c (R)

���
ϕ ∈ H �� ����� �� H � ���� �������

��� ����! �! �� #
$ � ��� ����! ����

[η(H), f(P)] = 0
!�� ����

η ∈ C∞
c (R)

��� ����
f ∈ C∞

c (Rn)
��

������ �$������ . ��� ��� ���� �! ��� ������ ��� �� �! ���� � � #0 #� # ��� ��������� ���
!� ���. � ���� $� ������� �!

C∞
c (Rn)

��
C0(R

n)
��� ������� �!

C∞
c (R)

��
C0(R)

#
��� ��� � ������ ��� �� ������� ������ � �$ �� �� �������� ����� ���# �� �� � �������� ���

����������� �! ��� � ����� ����� ��� �$������ �� ������� � #� # "� � ���� ��� ���� ���
C1
u(A)

���������� �!  ��� ������� � #0 # �� �������� �� ����� �� !� �� � ��� ���������� �!
 ��� ������� � #� #� # ��� �� ������ ����

κ(H)
�� � ������ ������$ �� ��� .���� ��������

��� ������� ��� ��� ��� ���������� �!
H
#

��

� ( �� �8 � ��� ����
η ∈ C∞

c

(
R \ κ(H)

)
� �� ��� �� ����

εη > 0
�#�� ���� � �� ��� �

c <∞ �$! �� �
ϕ ∈ H�

∫ ∞

1

∥∥∥∥χ[0,εη ]

( |Q|
2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥∥
2 dt

t
≤ c‖ϕ‖2.


 ���� � ��� η̃ ∈ C∞
c

(
R \ κ(H)

) $ � ���� ����
η̃η = η

���
0 ≤ η̃ ≤ 1

# ���
θ :=

minλ %
A
H(λ)

!��
λ ∈ ����

η̃
# �� !� ���. � !���  ��� �������� � #� #� ��� � #� #� ����

θ
��

�������� �������� ��� ����
η̃(H)[iH,A]η̃(H) ≥ θη̃2(H)

#



� �� � ��	 � ��� � ����� �	� ����� �/

"� ��. ��
εη

���
ε′η

���� ����
0 < εη < ε′η <

θ
2n

(
supj ‖η̃(H)Pj‖

)−1 # ��� ����
η̃(H) = 0

�� �������� $ ������ ��� ������ ��� �� ���� ���� ��� # �!
B(0, δ)

������� ���
�� �� $��� ��

Rn �! ������
0
��� ������

δ > 0
� ���

f ∈ F
$ � ���� ���� ����

f ⊂ B(0, ε′η)���
f = 1

��
B(0, εη)

# ��� ����
f̃ ∈ C∞

c (Rn)
. ��� ������� ��

B(0, ε′η)
$ � ���� ����

f̃ f = f
���

0 ≤ f̃ ≤ 1
# ���

t ≥ 1
� ���

M(t) :=

(
P − Q

2t

)
· ∇f

(
Q

2t

)
+ f

(
Q

2t

) ���
Φ(t) := η(H)Mη̃(H)

A

t
η̃(H)M∗η(H).

��� ������ ��� �� �! ���� � � #0 #� ������� ����
Φ
�� � $ ������ �� ������������� � ���

��� # � ������� � ��� ��� ������ ����� ����
Φ
�� �� �������$ �� �� ���� . ��� $ ������

���������� # �� !� ���. � ���� ����
Φ ∈ BC1

H

(
[1,∞),B(H)

) # �� � ��� �� ����� ���� ���
& �����$ �� ���������� �!

Φ
�

DΦ(t) = −η∇f · ∇V η̃A
t
η̃M∗η − ηMη̃

A

t
η̃∇f · ∇V η

+
1

t
η

[
P − Q

2t

]
T

∂2f

[
P − Q

2t

]
η̃
A

t
η̃M∗η +

��

+ηMη̃

{[
iH,

A

t

]
− A

t2

}
η̃M∗η +O(t−2).

�� #/�
�� ����� �� $ � �$ �� �� ��� ���� � � #0 #� .� �$���� ��. ��� � ����� ���� !�� ���� �!
����� ���� � #

�����
f ∈ F

� ��� ������ ��� ��� �! ���� � � #0 #� ��� ���� ���� ��� � ��� �.� ���� � ��
��� � #� #� # �! �� #/� $ ���� ��

L1
(
(1,∞), dt

) # ��� � !������ ���������� ����� �������
�$���� �� ���� � � #0 #�� ���. ���� ��� ����� ��� ��� !����� ���� � �� ��� � #� #� # �!
�� #/� ��� $ � ��. ������ ��

n∑

j,k=1

1

t
η

(
Pj −

Qj
2t

)
gj

(
Q

2t

)
Ψjk(t)gk

(
Q

2t

)(
Pk −

Qk
2t

)
η

+O(t−2) +
1

t
L1

(
(1,∞), dt

)
,

�� #1�
.����

Ψjk = (∂2
jkf)η̃At η̃M

∗η̃+ η̃Mη̃At η̃(∂
2
jkf)

�� � $ ������ �� ������������� � �����
��� ����

gj
$ ����� ��

C∞
c (Rn)

� ��� ��� ���� ��� ��
Y −
j ∪Y +

j

��� ��������
gj∇jf = ∇jf

#
�� ��� �� ���� � � #0 #0 ���� ������� � ��� ���� ���� ��� � ��� ���� �! �� #1� �� ������$ ��
���� ��� ��� ������ #

��� ��� � !�� ���� �� ��� � #� #� # �! �� #/� ��� ��� ����� ����

ηMη̃

[
iH,

A

t

]
η̃M∗η ≥ θ

t
ηMη̃2M∗η =

θ

t
ηMM∗η+O(t−2)+

1

t
L1

(
(1,∞), dt

)
,

�� #'�
.���� ��� �������� ��� $ ��� �$������ . ��� ��� ���� �! �� ��� ���� �! ���� � � #0 #� #
�������� ��� � �����

A = 1
4(P ·Q+Q ·P )

� ��� ���� ���� �$� �������� ��� � ���
f̃
��

��� ���� !�� ��� ������ ���������� �
∥∥∥∥f̃ η̃

A

t
η̃f̃

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥f̃ η̃P · Q

2t
η̃f̃

∥∥∥∥ +O(t−1) ≤ n sup
j

{
‖η̃Pj‖

∥∥∥∥f̃
Qj
2t

∥∥∥∥
}

+O(t−1)

≤ nε′η sup
j

‖η̃Pj‖ +O(t−1),



�1 ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

.���� �� ���� ���� θ
2 +O(t−1)

# �� !� ���. � ����

−1

t
ηMf̃ η̃

A

t
η̃f̃M∗η ≥ − θ

2t
ηMM∗η +O(t−2)

��� ����� ��� ��� ���� �

ηMη̃

{[
iH,

A

t

]
− A

t2

}
η̃M∗η ≥ θ

2t
ηMM∗η +O(t−2) +

1

t
L1

(
(1,∞), dt

)
.

�� #���

���� ��� ����������
(a + b)(a + b)∗ ≥ (1 − ν)aa∗ + (1 − 1

ν )bb
∗ � ����� !�� ���

ν
. ���

0 < ν < 1
��� ������� ���� �����

ν = 1
2

�

ηMM∗η ≥ 1

2
ηf2η − η

{
P − Q

2t

}
· ∇f∇f ·

{
P − Q

2t

}
η.

�� #� �

%�� ��� ����� . ��� ���� � � #0 #0 ���� ��� ���� 1
t η

{
P − Q

2t

}
· ∇f∇f ·

{
P − Q

2t

}
η
��

������$ �� ���� ��� ��� ������ # ���� $� �������� �� #� � ���� �� #��� � $� ��� ���� ����
���� � � #0 #� . ��� ��� ����

B∗(t)B(t)
����� �� θ

4tηf
2η

��� $� ��� �� ���� ������� ���
���� ���� ����� ���� � ��� �$����� ��� ��� ����� ���� �� #

�� ��� ���� ���� � � .� ����� ���� ��� ��$ ����� �! H �! ��� ������ . ��� 6���
���������� ���� ���� �� ����� �� ��� ��$ ����� ������� $� ��� ����������� �!

H
#

��

� ( �� ��� � ��� ��$	 � ��
E

{0}
(P)

�� ��#�� �� �� � ��$	 � ��
Ep(H) �


 ���� � ����� � ��� ϕ ∈ H ���� ����
Hϕ = λϕ

# ��� ����
f ∈ C0(R

n)
���

t ≥ 1
� ��� ���

∥∥∥∥e
iHtf

(
Q

2t

)
e−iHtϕ− f(0)ϕ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥e
i(H−λ)tf

(
Q

2t

)
ϕ− f(0)ϕ

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
(
f

(
Q

2t

)
− f(0)

)
ϕ

∥∥∥∥ .

��� � #� #� # ����� �� 6��� ��
t
��������� � ��� �����!���

f(P)ϕ = f(0)ϕ
� �� ������������

ϕ ∈ E
{0}

(P)H # �����
Ep(H)

���
E

{0}
(P)

��� ������ ��$ ������ � �� !� ���. � ���� ���
ϕ ∈ Ep(H)H $ ����� ��

E
{0}

(P)H #
��� �� ��. ���. ����

E
{0}

(P)H �� ��������� �� ��� ���������� ��$ ����� �!
H . ��� ���� ��� ��

H
# �� ���

ϕ ∈ E
{0}

(P)H � ���� f(P)ϕ = f(0)ϕ
!�� ����

f ∈
C0(R

n)
# �� �� ����� �� ����� ���� 〈ψ,ϕ〉 = 0

!�� ���
ψ

�����!���
η(H)ψ = ψ. ���

η ∈ C∞
c

(
R \ κ(H)

) # ���
εη

$ �  ���� $� ��� ���� ���� ���� � � ��� ���
f ∈

C∞
c (Rn)

. ��� ���� ��� ��
B(0, εη)

$ � ���� ����
f(0) 6= 0

# "� �$ ����� ���� � −
limt→∞ ηeiHtf2

(
Q
2t

)
e−iHtη = 0

����� ��� ��� �� �� ���� ��� ����� ����� �� ����
c < ∞

���� ���� ∫ ∞
1

∥∥∥f
(
Q
2t

)
η(H)e−iHtυ

∥∥∥
2
dt
t ≤ c‖υ‖2 !�� ���

υ ∈ H # "� ������ ����

〈ψ,ϕ〉 =
1

f2(0)
〈ηψ, f2(P)ηϕ〉 =

1

f2(0)
lim
t→∞

〈ηeiHtf2

(
Q

2t

)
e−iHtηψ, ϕ〉 = 0.



� ��� � ��� � ����� �����	 �		�� �'
� �� � �� ���� �� ��� � ������

�� ���� ���� ������� � .� ����� ��� �� ������� �! ��� � �����$ �� ������ .��� �� �������
��� � �� � $��������� � �$���� ��� ���������� ���� �������� # ��� ���� ���� ��� � .�
����� � � ����� ����

V
�� � ��������� � �������� ���� ����

H = −∆ + V
�� �! �����

C1
u(A)

� ��� ������ �� ����
V

�������� ��� �������� ���
∫ ∞

0

∥∥∥∥ξ
(

(β − α) · Q
r

)(
V α(Q) − V β(Q)

)∥∥∥∥
H2

α→Hα

dr <∞ �� #���
!�� ����

α ∈ L � ���� β l α
��� ��� � ���������� �� ����6����� !�������

ξ
# ���� ����

���������� � ���� ���� ���� !�������
V α ����� �� ��� ���������� ��� ��� �� � ������

���� .��#
��� �� ���. ���� ��� �$ ��� ��� ������� ��� ��
 ����� !�� ��� �� ������� �! ��� ����� �

����� ���� ���� !�� ���� �� ������
Hα # ������ � ��� α, β ∈ L ���

j ∈ {1, . . . , n} $ � ����
����

β l α
�
αj = 0

���
βj = ±1

# �� ���� � ���������
V β ���� ��� ��� ��� ��

xj
� ���

���� ∇jV
α(Q)

�� !��� ���� ����� ��
iPj

(
V α(Q) − V β(Q)

)
− i

(
V α(Q) − V β(Q)

)
Pj
#

���� ��� � ���� �� ����� ������� � ���� ���� �$ ��������� ��� ��� ���������� �� #��� �
���. ���� !�� ����

j
���� ����

αj = 0
�

∫ ∞

0

∥∥∥∥ξ
(
±Qj
r

)
∇jV

α(Q)

∥∥∥∥
H2

α→H−2
α

dr <∞.
�� #���

��� �� ������ ���� �� ��� �� ����� ����
α = o

� �� #��� �� ������ $�� �� #0� # �� � !�� ����
α ∈ L � V α �� � ��������� � �������� �������� �� Lα .���� �������� �� #��� ��� ���� ����
Hα = −∆α + V α �� �! �����

C1
u(A

α)
��� � ���� � � #� #�� #  ���� ������� ��� ���� ��

 ��� ������� � #0 # ��� �����!��� $ � ������ !��
Hα � . ��� ��� �� �� �������� ���� ���

������� ����� ���������� �������� Pα �� � |α|���� �� ������� �! �
n
���� �� # ��� ��� ����

α = o
� .� ���� ��� �������� P ������� �! Po #

� ������� � � ������ ����������� �! ���� � ' #� #1 �! %�
 & �� ���� �! ��� �������� ���
�� #��� �� ����� �� � ���� ���� ��������� �� ���� �������� . ��� ��� ���� ‖·‖H2→H

�������
�! ��� ���� ‖ · ‖H2

α→Hα

# �� !� ���. � ���� �� #��� �� !� �� ���� . ��� ��� ���� ‖ · ‖H2→H−2������� �! ��� ���� ‖ · ‖H2
α→H−2

α

# "� ������ !������� ��� ���� �� #��� �� ���� �����
�������� !��

k
���� ����

αk 6= 0
������

V α ���� ��� ��� ��� �� ��� �����$ ��
xk

� ���
����

V α �� � ��������� � �������� �������� �� L # & ���� � ����� Hα = −∆ +V α �� �! �����
C1
u(A)

� ��� ���������� �!  ��� ������� � #0 # ��� !� �� ���� . ���
Hα

������� �!
H
� ��� ���

�������� ���� �! ��� ���� ���� ������� ��� $ � ��. ������ �� ���� � �!
Hα

# ��� Pα ������
��� ���������� ���� ���� �$������ !�� ��� �� ������

Hα
# ��� �������� $ ��.��� Pα

���
Pα . ��� $ �  ���� ����� �� #

��� �� � ������ ���� ����� �� ��� ���������� !�� .���� ��� ��������� �� #��� ��� ������
$ � ������� #
���
��� ( �� �� � �!

V
�� ��� ��� �! � � ����� � ��������

Vm
����������� �� ����� ��

� #� #� ��� �! � ���������� � ��������
V��

�����!���
limr→∞

∥∥∥ξ
(
|Q|
r

)
V��(Q)

∥∥∥
H2→H

= 0!�� ��� � ���������� �� ����6����� !�������
ξ
� ���� �� #��� �� ����� �������� �������� # 

��� ���� ���������� �� �$������ �! �� ����� �� � #� #0 ����
Vj

������� ��� ��� ��� �� � ������
���� .��# �� $ ��� ���������� ��� ��� ������� �! ������� � � # # ��� � # #� ��� !� �� ���� #



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

� ���������! ( �� �( � ���
V

�� � ��������$ ����$���� �#�� ����
H = −∆+V

�� �� �����
C1
u(A) � 
 ��#� � � ������� ���� �� � ��$!����$ �� ���� �� ������ �! � �� �$ � �� ����

α ∈ L��� � � �� ��� �$	 � ��� �� ������� �� �� ��
W+
αo :=

� − lim
t→+∞

eiHαte−iHtE
Yα

(P),

W+
oα :=

� − lim
t→+∞

eiHte−iHαtE
Yα

(Pα).

����� �� ������� ������ � �� � �������$�
W+
oαEΞ

(Pα) = E
Ξ
(P)W+

oα

�$!
W+
αoEΞ

(P) = E
Ξ
(Pα)W+

αo

�� #�� �
� �� �$� � ���� �#����

Ξ
��
Yα �


 ���� � �� ����� �� ����� ��� �� ������� �!
W+
αo

� �� �� ����� �� ���. ���� !�� ����
η ∈ C∞

c (R)
��� ����

f
�� � ����� ��$ ��� �! ���

C0(R
n)

�!�������� . ��� ������� ��
Yα
�

��� ��� �� � − limt→∞ eiHαte−iHtf(P)η2(H)
�� ���� #

�� ���
f ∈ F

$ � ���� ���� ����
f ⊂ Yα

# ���
t ≥ 1

� ���

M(t) := f

(
Q

2t

)
+ ∇f

(
Q

2t

)
·
(
P − Q

2t

) ���
Φ(t) := η(Hα)M(t)η(H).

%�� ��� ����� ����
Φ

$ ����� ��
BC1

(
[1,∞),B(H)

) # ��� �� ����� � !�� � .���� ����
��� ��� �� � − limt→∞ eiHαtΦ(t)e−iHt

�� ���� # ���� ��� �$ ������ ���� ��� ��� �����
��� � ��� �

lim
t→∞

eiHαtη(Hα)M(t)η(H)e−iHt = lim
t→∞

eiHαtη(H)M(t)η(H)e−iHt

= lim
t→∞

eiHαtη(H)f

(
Q

2t

)
η(H)e−iHt = lim

t→∞
eiHαte−iHtf(P)η2(H),

.���� .� ���� ���� ������������ ��� �! ���� � � #0 #� � ��� ������ ��������� �! ���� �
� #0 #0 ��� ��� ����������

f ∈ F
� ��� ������ ��� �� ������� �! ��� ���������� ��������

P # ���� ��� �� ������� �! �− limt→∞ eiHαte−iHtf(P)η2(H)
!� ���. � !��� ��� �� �������

�! � − limt→∞ eiHαtΦ(t)e−iHt
� ��� ��� ������ . ��� $ � ����$ ������ $ ���. . ��� ��� ����

�! ���� � � #0 #� #
$ � %�� ��� ����� ����

iHαΦ(t) − iΦ(t)H +
d

dt
Φ(t) = −iη(Hα)

(
V (Q) − V α(Q)

)
Mη(H)

+η(Hα)

{
−∇f · ∇V +

1

t

[
P − Q

2t

]
T

∂2f

[
P − Q

2t

]}
η(H) +O(t−2).

�� #���

����� ∇jf
��� ���� ��� ��

Y −
j ∪ Y +

j

� ��� ����
η(Hα)∇f · ∇V η(H)

$ ����� ��
L1

(
(1,∞), dt

) ���� ����! �! ���� !��� �� ��� ���� �� ���� �! ��� ������ ��� ��� �! ���� �
� #0 #�� # %�� �$ ������ ���� ��� ���� 1

t η(Hα)
[
P − Q

2t

]
T

∂2f
[
P − Q

2t

]
η(H)

�� �� #��� ��
����� ��

n∑

j,k=1

1

t
η(Hα)

(
Pj −

Qj
2t

)
gj

(
Q

2t

)
{∂2

jkf}gk
(
Q

2t

)(
Pk −

Qk
2t

)
η(H),

�� #�0�



� �� � ���	� �� � 

.���� ����
gj

$ ����� ��
C∞
c (Rn)

� ��� ������� ��
Y −
j ∪ Y +

j

��� ��������
gj∇jf =

∇jf
# �� �������� . ��� �� #�0� � �� �� ���!� � �� ������ �!��� ���� � � #0 #0� ���� !�� ����

k ∈ {1, . . . , n} � ����� �� ���� c <∞ ���� ����
∫ ∞

1

∥∥∥∥gk
(
Q

2t

) (
Pk −

Qk
2t

)
η(H)e−iHtϕ

∥∥∥∥
2 dt

t
≤ c‖ϕ‖2

!�� ���
ϕ ∈ H � ��� ���� � ��� ���� ���� �� ��� $ � �$������ . ���

Hα
������� �!

H
����

��� ���������� $ �!��� ����� �� � #/ #� #
"� ������ ������ ���� ∫ ∞

1

∥∥∥
∏

{j|αj 6=0} ξ
(
αj

Qj

δr

)
(V − V α)

∥∥∥
H2→H

dr < ∞ !�� ����
δ > 0

# ���� !� ���. � �������� !��� �� #��� ��� ���� � ' #� #1 �! %�
 & $� ��������
��� ��� �� �� �����$ �� ���� � $ ��.���

V
���

V α # ���� $� �������
δ
���� ����

∏
{j|αj 6=0} ξ

(
αj

xj

δ

)
f(x) = f(x)

!�� ���
x ∈ Rn � ��� ��� ������ ���. ����

η(Hα)(V −
V α)Mη(H)

$ ����� ��
L1

(
(1,∞), dt

) #
�� � ��. �! ��� �������� ����� ���� � ��� �� ������� �!

� − lim
t→∞

eiHαtΦ(t)e−iHt

�� ���� �� $ � � ������ ����������� �! ���� � � #0 #� #
�� �� ��� ���� ���� ���� � .� ��� ���. ��� �� ������� �!

W+
oα

# ��� ��� ���� ���
������� �! ��� ���� ������� � ��� ������ �$ ������ ����

W+
oαf(Pα) = f(P)W+

oα

��� ����
W+
αof(P) = f(Pα)W+

αo

!�� ����
f ∈ C0(R

n)
. ��� ������� ��

Yα
# ��� ����������

!� ���. � ���� $� ��� �� � �������� {fk}k∈N

�! !�������� ��
C0(R

n)
. ��� ����

fk ⊂ Yα���� ���� ���� �������� �������� $ ������ �� ��
χ

Ξ

#

 ���� �� ������� � �� �� � ����� Zα �� � ��$ ��� �!

Yα
� ��� �� ������� �!

Ω+
α

!� ���. � !���
 ��� ������� � #/ #� # %�� ��� !��� ��� ��������� �� #�� � ����

���(
W+
oαEZα

(Pα)
)
⊂ E

Zα
(P)H ��� ���(

W+
αoEZα

(P)
)
⊂ E

Zα
(Pα)H.

��� ���� � � #� # �! %	
 & ��� ���� ���� ��� ������ ���� �! ��� ��������� �� #
� ������

I =
∑

α∈LEZα
(P)

��� $� ���� ���� � � #0 #� ��� ��� �$ ����� �! �����
����� ���������� �� ������ � ��� �$����� ��� ���������� �

Hac(H) =
⊕

α6=o

E
Zα

(P)H =
⊕

α6=o

���
Ω+
α .

��� ������ ��� ���� �� ��� �� ��� �������� $ ��.��� Pα ��� Pα
# �����

Hα = −∆α⊥ ⊗
I + I ⊗ Hα � ��� ����� ��� ���������� ���� ���� !�� ��� �� ������ −∆j

��
Pj
� ��� ���

(Pα)j = Pj
�!
αj 6= 0

���
(Pα)j = (Pα)j

�!
αj = 0

# ����
E

Zα
(Pα)

�� �$������ !���
��� !��� ����

Zα
�� � ��������� ������� ��� !��� ��� ��������

E
{0}

(Pα) = Ep(Hα)
#

� �� ��� ��� ��


 ���� �� ���� � � �� �� � �! z ∈ C \ σ(H)
� ��� �� . ����

R(z)
!��

(H − z)−1 # �� ����� ��
�������

η(H)
�� ���� � �! ��� ���� ����� �!

H
.� ����� ���� ��� �! ��� !���� �� �0 # #�0�



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

�! %�
 & !��
m ≥ 2

�

η(H) =
1

π
=

∫

R

[
m−1∑

k=0

ik

k!
η(k)(λ)

]
R(λ+ i)dλ

+
1

π
=

∫

R

∫ 1

0

im

(m− 1)!
µm−1η(m)(λ)R(λ + iµ)dλdµ.

�� #�/�
"� ����� ���� ��� ��� � ��� ���� ����� ��������

R(λ+ iµ) =
[
I +

(
λ+ i(µ− 1)

)
R(λ+ iµ)

]
R(i),

�� #�1�
��� ��� !��� ���� �!

p, k,m
��� � ������� ������� � . ���

m ≥ p+ 1
� ���� ��� ��������

∫

R

|η(k)(λ)|
[
1 + |λ|

]p
dλ

���
∫

R

∫ 1

0
|η(m)(λ)|

[
1 +

(
|λ| + |µ− 1|

) 1

|µ|

]p
µm−1dλdµ

�� #�'�
��� ����� #

�� ��� �� ��� ����
η(H)

$� �� #�/� �� ��� ������ ��� �� ��� �$ ����� ����
[
R(z), f

(
Q

2t

)]
=

1

t
R(z)

{
iP · ∇f

(
Q

2t

)
− 1

4t
∆f

(
Q

2t

)}
R(z).

�� #���
�� ��� ��

z = λ + iµ
��� ���� �� #�1� !�� ��� ���� ������ �� ��� � #� #� # �! �� #��� � ���

�$����� ���� ��� ���� �! [
R(z), f

(
Q
2t

)]
(H + i)

�� ���� ����

1

t

(
1 +

(
|λ| + |µ− 1|

) 1

|µ|
)2

∥∥∥∥R(i)

{
iP · ∇f − 1

4t
∆f

}∥∥∥∥ ‖R(i)(H + i)‖.
����� ��� �.� ���� � ��� $ ������ ���!��� �� ��

t
!��

t ≥ 1
� ��� ������ ��� �� �� ��.

������ ������ $� ��� �� ���� ������� �� #�'� . ���
m = 3

#
$ � ��� ��� ����! �! ��� � ��� ������ ��� �! ���� � ���

ξ
$ � �� ���������� ������6�����

!������� ���
δ > 0

���� ����
ξ
(
±xj

δ

)
f(x) = f(x)

!�� ���
x ∈ Rn # "� ����� $�

��� �����
η(H)

$� �� #�/� �� ��� ������ ��� ���� # �� ���� ����
ξ(2y)ξ′(y) = ξ′(y)

!��
���

y ∈ R
� ��� � ���������� ����� ������� ���. ����

[Pj , R(z)]ξ

(
±Qj

2δt

)
= iR(z)ξ

(
±Qj

2δt

)
∇jV (Q)R(z)

∓ 1

δt
ξ′

(
±Qj

2δt

)
R(z)ξ

(
±Qj
δt

)
∇jV (Q)R(z)PjR(z) +

(
1

2δt

)2

R �� #� �
.���� R �� ����� ��

iR∇jV (Q)Rξ′′
(
±Qj

2δt

)
R

+ R

{
−4iPjξ

′′

(
±Qj

2δt

)
± 1

δt
ξ′′′

(
±Qj

2δt

)}
Rξ

(
±Qj
δt

)
∇jV (Q)RPjR

+ R∇jV (Q)R

{
−4iξ′′

(
±Qj

2δt

)
Pj ∓

1

δt
ξ′′′

(
±Qj

2δt

)}
RPjR.



� �� � ���	� �� ��

�.� ���� . ������
R

!��
R(z)

� # ��� � $� ��� ��
z = λ + iµ

��� ���� �� #�1� !�� ���
���� ������ �! ��� � ��� �.� ���� � �� ��� � #� #� # �! �� #� � � ��� �$����� ���� ����� ���� ��
���� ����

(
1 +

(
|λ| + |µ− 1|

) 1

|µ|
)2

∥∥∥∥R(i)ξ

(
±Qj

2δt

)
∇jV (Q)R(i)

∥∥∥∥

+ c
(
1 +

(
|λ| + |µ− 1|

) 1

|µ|
)3

∥∥∥∥R(i)ξ

(
±Qj
δt

)
∇jV (Q)R(i)

∥∥∥∥ ‖PjR(i)‖, �� #���

.����
c = 1

δ‖ξ′‖L∞
�� ����� ������ �!

t, η
���

µ
���� ��� ���� ���� 1

t ≤ 1
!�� ���

t ≥ 1
� # ��� ������� ��� ��� ����� ���� ��� ���� �! R �� ���� ���� � � � ����� ��� ��

(
1 +

(
|λ| + |µ − 1|

)
1
|µ|

) �! ����� � . ��� ���
 ������ ����� ������ �!
t, λ

���
µ
# %��

������� ��� ����! $� ��� �� ���� ������� �� #�'� . ���
m = 5

��� $� �$ ���� �� ����
��� �.� ���� � �� �� #��� ��� ��� !����� (

1
2δt

)2 �� �� #� � $ ���� ��
L1

(
(1,∞), dt

) #
�� ��� ��� ������ ������ ��� �! ���� ��� �� ������ $�

α
��� �� �� ���� ��� �! L ����

����
α l o

���
αj = ±1

# %�� �$ ������ ����
[Pj , V (Q)] = [Pj , V (Q) − V α(Q)]

�����
V α ���� ��� ��� ��� ��

xj
# & ���� � ��� ���

[Pj , R(z)] =
{
R(z)

(
V (Q) − V α(Q)

)}
PjR(z) −R(z)Pj

{(
V (Q) − V α(Q)

)
R(z)

}
.

���� � ��� ��� � � ����� ��� ��� ��� � ���� ���� ������� ���� �� �� ��� $ � ��� $ �
��� ���� # �����

ξ
(
±Qj

2δt

) (
V (Q) − V α(Q)

)
R(i) ∈ o(t0)

$� ��������� �! ��� ���������
� ��������

V
� ��� �$����� ����

[Pj , η(H)]f
(
Q
2t

)
∈ o(t0)

#
� � ��� ��� ������ ��� �� � ��� �� �$ ����� ����

(Pj + i)QjR(z)(1 +Q2)−1/2

= (Pj + i)R(z)Qj(1 +Q2)−1/2 − 2i(Pj + i)R(z)PjR(z)(1 +Q2)−1/2.

�� ����� �� � ��� ��� ����� ������ �! ��� ����������
[Qj , R(z)]

���� ����� ��� ���
������� ��� ���������� �! H2 ����� ��� ���� {eiyQj}y∈R

��� ��� ������ ��� ��� �!
������� 0 #� #� �! %�
 & # ���� ��� ��� �! ��� ����! !� ���. � ��� ����� � �! ��� ���� ����
� ����� #

�� ��� ��� ������ ��� ��� � ���
δ > 0

���
ξ
$ � �� ���������� �� ����6����� !�������

���� ����
ξ
(
±xj

δ

)
f(x) = f(x)

!�� ���
x ∈ Rn # %�� ���

η(H)f

(
Q

2t

)
∇jV (Q)η(H) = f

(
Q

2t

)
η(H)ξ

(
±Qj

2δt

)
∇jV (Q)η(H)

+

[
η(H), f

(
Q

2t

)]
(∆ + i)(∆ + i)−1ξ

(
±Qj

2δt

)
∇jV (Q)η(H).

%�� �$ ������ ����
f

(
Q
2t

) ��� [
η(H), f

(
Q
2t

)]
(∆+i)

��� ���� $ ������ ����� ��������
�!
t
!��

t ≥ 1
���� �� !�� ��� ������ ���� � # �� ��� �� �� #0� ���� ������� � ��� ��� ���

��� ����� ���� �� #
! � ��� ����! �! ��� �� ��� ���� �� ��� ���  ���� �� ��� �������� $ � �! ���� �

� #� # # �!
δ > 0

���
ξ
�� �� ���������� �� ����6����� !������� � ��� �$ ������ ����



�� ���� ���	 � � ����	��� � ����� �� �

{
1 − ∏

{j|αj 6=0} ξ
(
αj

xj

2δt

)}
t≥1

�� �� ������ �� ��� ���� !�� ��� ����� 〈Jα ·C0(R
n∗)〉 # �����

η(H) − η(Hα)
$ ����� �� ���� ����� � �� !� ���. � ����

lim
t→∞

∥∥∥∥∥∥

∏

{j|αj 6=0}

ξ

(
αj
Qj
2δt

)(
η(H) − η(Hα)

)
∥∥∥∥∥∥

= 0.


 ���� �� ���� � � �� �� � ����� ��� !� ���. �� ���������� �� �������� !�� ���
t ≥ 1

��� ���
ϕ ∈ H2 �

〈ϕ,B∗(t)B(t)ϕ〉 ≤ ±〈ϕ,DΦ(t)ϕ〉 − 〈ϕ,F (t)ϕ〉 − 〈ϕ,L(t)ϕ〉,
��� �$����� ����

∫ ∞

1
‖B(t)e−iHtϕ‖2dt ≤

∣∣∣∣
∫ ∞

1
〈e−iHtϕ,DΦ(t)e−iHtϕ〉dt

∣∣∣∣

+

∫ ∞

1
|〈e−iHtϕ,F (t)e−iHtϕ〉|dt + ‖ϕ‖2

∫ ∞

1
‖L(t)‖dt.

��� ��� ��� ������� ���� 〈e−iHtϕ,DΦ(t)e−iHtϕ〉 = d
dt〈e−iHtϕ,Φ(t)e−iHtϕ〉 � ��� �����∣∣∫ ∞

1 〈e−iHtϕ,DΦ(t)e−iHtϕ〉dt
∣∣ ≤ 2‖Φ‖L∞‖ϕ‖2 # ��� ���������� �� ��. �������!���

.��� #

 ���� �� ���� � � �� �� � ��� ψ ∈ D2

�
ϕ ∈ D1

���
1 ≤ s < t

# %�� ���
∣∣〈ψ,

{
eiH2tΦ(t)e−iH1t − eiH2sΦ(s)e−iH1s

}
ϕ
〉∣∣

≤
∫ t

s

∣∣∣∣
〈
ψ, eiH2τ

(
iH2Φ(τ) − iΦ(τ)H1 +

d

dτ
Φ(τ)

)
e−iH1τϕ

〉∣∣∣∣ dτ

≤
N∑

k=1

(∫ t

s
‖Ek(τ)e−iH2τψ‖2dτ

) 1
2
(∫ t

s
‖Fk(τ)e−iH1τϕ‖2dτ

) 1
2

+

(∫ t

s
‖L(τ)‖dτ

)
‖ψ‖‖ϕ‖.

���� � ��� ��� ����
∥∥eiH2tΦ(t)e−iH1tϕ− eiH2sΦ(s)e−iH1sϕ

∥∥

= sup
ψ∈D2,‖ψ‖=1

∣∣〈ψ,
{
eiH2tΦ(t)e−iH1t − eiH2sΦ(s)e−iH1s

}
ϕ
〉∣∣

≤ c

N∑

k=1

(∫ t

s
‖Fk(τ)e−iH1τϕ‖2dτ

) 1
2

+

(∫ t

s
‖L(τ)‖dτ

)
‖ϕ‖. �� #���

����� �� #��� ��� $ � � ��� ��$ �������� �� ��� $� �������
s
���� ����� � ��� ��� ���

�� ������� �! � − limt→∞ eiH2tΦ(t)e−iH1tϕ
!�� ���

ϕ ∈ D1
� .���� ��� ���� ��� ���� �� �!

���� ���� � #



�������� �

�� �� �� ����� � �� �
 ������ �
�

������� ��
 ����
� ��
���

� �� ������
�� ���

���� ��� �� �� � ������� ������ �! %& ��& �� ��� � ���� �� ����� � �������� !�� ��� ��� ������
���� �������� $� � ���!�������� �� ������ �� � & ��$ ��� ����� # �� ������ �� ���� �!
��� � �������� .��� ��� ������� �� %
��&� ��� $� ��� ���� ����� ��. ���� ��� ��
��� � ����7����� �� ������� ��

L2(Rn)
� .� ������ ��� � ����� ���������� ����� ���� #

��� � ���� �� ����� � ���� ���� �� ��� ������� �! ��� ���������� ������ � ���� �� ��������
����� ���� � .���� ��� � ��� ��������� �� ��� ����! �! ���������� ���� �������� !��
������� � ����� �� ������� ��������� # "� ��!�� !�� ����� �� �� %���& � %�� & � %
��& ���
%	
 & !�� ����� ���������� �� ��� � �$ ��� ���$ ��� � ��� �� %
� & ��� %��& !�� ����� ���
�� ��� � ����� ����������� ���������� #

��� �� � ��� ����������� �� ����7����� �� ������� ��� ��� ���� ��� �������� �! ���
����� ���� # "� �������� ��� & ��$ ��� ����� H := L2(Rn)

� ��� ����� ��$ � ��� ����� H2�! ����� �.� ��
Rn ��� ��� ��������

A
�! ��� �������� ���� �� H # ���

V (Q)
$ � �

∆
�$ ������ �� ������ . ��� �������� $ ���� ���� ���� ��� � ��� ���

H := −∆ + V
$ � ���

������� ����� ����7����� �� ������ �� H . ��� ��� ��� H2 #  ���� � ���� H �� �! �����
C1
u(A)

# ��� ���������� �! ��� ������ �!
H

. ��� ���� ��� ��
A
��� ��� ������ �� �������

� #� � $�� ��� �� ������� � ������ ���� ���� �������� ��� �� ���� .��� �� ��� ������ �!
��� �������� �� ������ ������# ���� � �������� ���� ����� �� ���� �� �� �� ��������
J
�!

R
���� ����

A
�� �������� �������� ��

H
��

J
# "� ���. ���� ���� ����� �� ���

� �������� �������� ��������
υ���

��� � ����� ��� �! �������
ϕ
�� ��� �� ������ ��$ �����

EH(J)H �! H ���� ���� !�� ����
υ < υ���

�
∥∥χ(|Q| ≤ υt)e−iHtϕ

∥∥ → 0
��

t→ ∞,
�� #�

.����
χ(|Q| ≤ υt)

�� ��� �������������� !������� �! ��� $��� ��
Rn �������� �� ���

��� �� ��� �! ������ ����� ��
υt
#

��� �������� �������������� �! ���� ���� �� �� ���� ��� ���$�$ ����� �! ����� ���
�����

e−iHtϕ
�� ��� ��. �� $��� ��� �� 6��� �� ��� ��� �

t
��� �� �������# �� �����

��



�0 ���� ���	 � � � � �� �� 	����	 �	� �����	�

.���� � ��� �����
e−iHtϕ

��������� �� ������� �� ����� ��� ��� ��� %	�& . ��� � ��������
�� ����� ����� ��

υ���
# ��� �� � ���� ��� ���� ��� ���������� �! ��� ���� ���� ����� ���

��� ������ !� �� ���� $� ����7����� �� ������� . ��� ���� ������ � �$ ��� � ��������� ��
��������� � ��������� %��& # �� ��� ���� .����

V
�� � �.��$ ��� � �������� � ��� ��������

�� #� �� ��� ���� �� ��� � ���� ��� �$������ �� %���& #
��� ������� �������� .���� ������ �� �$ ��� ��� ������ �! ��� �� ������ �!

H
��

J
#

	 � ���� ���������� ����� ���� ��� �� ��� �$ ����� �! ���� ����� ���������� �� ������
��
J

� "� �� ��� ���. ��� ���.�� $�� �.� ������� .��� � ��� �� �����$ ����� � � �������
��� # "� � ������ � ��� ��� ��� �� %��& �� .���� � ���������� �� ���.� $ ��.��� ��� ��� �
�! ��� ���� �! ��� �����

e−iHtϕ
�� ��� ����� �� ��� �! ��� ����� ��� ��� �$ �� ������

���������� ��$ ����� �! H . ��� ���� ��� ��
H
# ������ ��� ��� �� ����� � !�� � .���� ����

V
�� � $ ������ !������� ��

Rn �����!� ��
lim|x|→∞ |x|V (x) = 0

# �� ���� ���� � ���
���. � ���� ��� �������� �� #� �� ��� !�� ��� ������� ����� ����7����� �� ������ �� ���
�� �� ��������

J
�!

R+
. ���

0
��� �� ��� ������� �!

J
��� � ��� ��� � #� #�� # ��� ���� � ��

��� $ ��� ������ �� %��& ���� ��� ����7����� �� ������ −∆ +V
��
L2

(
[0,∞)

) � . ��� �
$ ������ !�������

V
�����!���

limx→∞ xV (x) = 0
� ��� ������ �$ �� ������ ����������

�� ������ ��
(0,∞)

# ��.��� ��� ����! �$���� �� ��� � ����� �! ��� ��������
�� ������� �! ��� �$ �� ���� ���������� �! ��� �� ������ �!

H
��

J
�������� � �������

��������� ���� ���
C1
u(A)

���������� ������ �$ ��� # "� ��!�� �� ������� / �! %�
 &
!�� ��� � ��� ������ ������� �! ���� ���� ��� #

��� �� ��. ������� ��� �$ ������ ���� �! ��� � ���� �� ����� � ���� ����# "� ��� �
����� �.� ���!�������� �� �������

H
���

A
�� � & ��$ ��� ����� H �. ��� ���� ‖ · ‖ ���

������ ������� 〈·, ·〉� # ��� ������� � ���� �� � ������ � ����� ����������� � �� � ��� �� �
������� �! �� �� �� ��������

J
�!

R
��� �! � �������� � ������� ��������

θ
���� ����

η(H)[iH,A]η(H) ≥ θη2(H)
!�� ��� �� ���� ���� !��������

η
. ��� ���� ��� ��

J
# ��

����� ��  ��� �� ����$ ����� � ����� �� ���� ���������� � � ��� ������ ��������� ��
H

. ��� ���� ��� ��
A

���� $ � ��� ���� �
H

��� �� $ � �! �����
C1(A)

# ��� �!
H

��
�� �� ������� � ��� ��� ��� .� ��� �$ �� �� ����� ��� � ��� � ��� ���� �� # ��� �� ������
$�

C∞
c (J)

��� ��� �! ��� �� ���� ���� ��� !�������� ������ ��
J

.���� ���� � ��� �
���� ���� ��� ��

J
# "� ��� ��� ���������

χ(A ≤ c)
���

χ(A ≥ c)
!�� ��� �� ������

���� ������� �! ��� �� ������
A
�� ��� ���������

(−∞, c]
���

[c,∞)
���� ��������#

������
 - �� �� � ���
H

�$!
A

�� ���� ��!� ��$ � �� ������� �$ H � ���
H

�� �����
C1
u(A) �


 ��#� � ���� �� ��� �� ��� �$ �� �$ �$ ������
J

��
R

�$!
θ > 0

�#�� ���� �� � �$ ��#�����
η(H)[iH,A]η(H) ≥ θη2(H)

���!� � �� �� � ����
η ∈ C∞

c (J) � ���
a

�$!
t
�� ���� $#� ���� ����$ � �� ���� ����

η ∈ C∞
c (J)

�$! � �� ����
υ < θ

�$� ���
∥∥χ(A ≤ a+ υt)e−iHtη(H)χ(A ≥ a)

∥∥ → 0
��

t→ ∞ �� #��
#$�� ��� �� �$

a �
��� ������6����� �! ��� ��� ������ �� ��� �� ������ �! � �������� �� ������ ���

������� � ��� �������# "� ��!�� !�� ����� �� �� %�� & � %� ��& � %	� & �� � ��� �������� ��
%�
�& �� %��& !�� ������� $�� ������� ���� ��� # �� �� .���� � �������� ���� �� ��� �����
��!������� � ��� �� ������

H
��� �� $ � � ��� ��� ��� . ��� ���� ��� ��

A
���� �� �������

� # # # & �.���� � $� �������� ���� ��� ������ �!
H

��� � �� �$���� � $ ����� ������ �



� �� � ��� 	  ������� �/

�� ��� �������� �! ��� ���� �� �� #�� � �� � %& ��& !�� ���� � ��� �! ���� ��� # "� � ���� ���
���� �� ���� ��!������ �

H
�� �� ����� �! �����

C2(A)
#

��� �� ������ ������$ � ��� ������� �! ���� ��� �� # �� ������� � #� .� ��������� ��� �
��������� ��� ���������� # ��� ����! �! ������� � # # ��  ���� �� ������� � #� # ��
������� ���������� � ��� ��� ��� � �������� �� �� ����6 �� ��� ��� ������ �� ��� �� ������
�! ������� ���!�������� �� ������

B
������ ���� �� ��� �� ������ �!

A
# ������� � #� ��

������� �� ���� �������� ���  ��� ������� � #� #� �������� ��� � ��
 ����� ����������
$ ��.���

A
���

B
�� ���� ���� ��� # ��� ���� ������� �� ��� ��� �������� �� ����7�����

�� ������� # %�� ������ � ��� ������ ��� � ������� � #� # � �� ������� ��� ������ # ���
�������� �� #� ���� ������ ��������� �� ���� � �������!��.��� ���� ����� �! ���� ������� #

� �� ��� � ����� ���

 ����� ��� ��� ��������� ��� ���������� ��� $ ����.�� !��� %�
 & � �� .���� .� ��!��
!�� ������� # ��� ��� � ������� ������

k
���

Ck(R)
$ � ��� ���$�� �! ���� ��� !�������� ��

R
���� ���

k
��� �� ������������ �� �������$ �� # "� ���� �������� ������� ��$���$��� �!

C∞(R) :=
⋂
Ck(R)

� ��� ��� �
C∞

pol(R)
� ��� !�������� .���� ����������� ���� �� � ���

� � ����� ��� ��. �� �� �������� Sµ(R)
. ���

µ ≤ 0
� ��� ���$ � �� �! �����

µ
� ���

C∞
c (R)

�
��� !�������� . ��� ������� ���� ��� # ��� �� ������ ����

f ∈ C∞(R)
�� � ���$ � � �!

�����
µ
�! !�� ����

k
����� �� ���� � ��������

ck
���� ���� |f (k)(x)| ≤ ck(1 + x2)

µ−k
2!�� ���

x ∈ R
#

"� �� ����� ��� � ���������� ������� �� ��� �������� �� ������ ������# H �� � & ��$ ���
����� � B(H)

������� ��� ��� �! $ ������ �� ������� �� H ��� {Wt}t∈R

�� ��� �������
���� �� H �������� $� � ���!���� ���� �� ������

A
# ��� ���

T ∈ B(H)
� .� . ����

T ∈ Cu(A)
�
T ∈ Ck(A)

��
T ∈ Cku(A)

�! ��� � �����
R 3 t 7→ W−tTWt ∈ B(H)�� ���������� �� ���� � �������

Ck
��
Ck

�� ���� ���� ��������# �� ����� �� ����
T ∈ C1(A)

� ��� ����������
[iT,A]

� ������ �� !��� ����� �� ��� ��� ���
D(A)

�!
A
�

������� ������������ �� � $ ������ �� ������ �� H # ��� �� � ������ ����
T ∈ C1

u(A)�! ��� �� �� �!
T ∈ C1(A)

���
[iT,A]

$ ����� ��
Cu(A)

#  ���!���� ���� �� ������
H

��
H �� �� �����

Ck(A)
� ���� #

Cku(A)
� �!

(H − z)−1 ∈ Ck(A)
� ���� #

(H − z)−1 ∈ Cku(A)
�

!�� ��� � � ��� ���� !�� ��� �
z ∈ C \ σ(H)

# "� ���� ���� ��� ��������
σ(H)

!�� ���
�� ������ �!

H
#

���
Φ : [1,∞) 3 t 7→ Φ(t) ∈ B(H)

$ � �� �� ������������� � ����� # "� ��� ����
Φ

(�� $� � ����� �$��� �! ��������
Φ(t)

) $ ����� ��
o(t−k)

�! ‖Φ(t)‖ ∈ o(t−k)
�� ��

O(t−k)
�! ‖Φ(t)‖ ∈ O(t−k)

� � ��� �! limt→∞ tk‖Φ(t)‖ = 0
�� �!

tk‖Φ(t)‖ ≤ c <∞ !�� ���
t ≥ 1

#
"� ����� ��� ��

R
��� ��#���� � ���#��

dx := (2π)−1/2dx
� .����

dx
�� ��� �����

��$ ���� � ������ # ���� � !�������
f : R → C

$ ����� ��
L1(R)

�! ‖f‖L1 :=∫
R
|f(x)|dx < ∞ # ��� ���� � !������� � ��� ������� �����!���

Ff ≡ f̂
�� ������

$�
f̂(x) :=

∫
R
e−ixyf(y)dy

# "� ������ ����
F

�� ����� ����������� �� �� ���� �������
�! ��� ����� �! ���� ���� ������$������

S ∗(R)
���� �����! #

��� ��� ���� ��� ����� � ������ ��
R

����� �� ������ � ���#��� � .� ��� ��� ��������
ν(x)dx

!��
ν(dx)

# " ��� ���� � � ������
ν
.� ��������� ��� ��������� |ν| � ���� ��� �� ������



�1 ���� ���	 � � � � �� �� 	����	 �	� �����	�

� ������� � ������ ���� ���� |ν(Ω)| ≤ |ν|(Ω)
!�� ���� $ ������ ��� ������ ��$ ���

Ω
�!

R
#

��� � ������
ν
�� �$ ��	 ����� �$

R
�! |ν|(R) <∞ # ��� ����� �! ��� ������$ �� � �������

��
R
�� ��������� . ��� � ��$ ����� �!

S ∗(R)
$� ��� !���� �� 〈f, ν〉 :=

∫
R
f(x)ν(x)dx

�
.����

f
�� ��� ���� ��� �! ��� �����

S (R)
�! ���� ���� ���� !�������� ��

R
��� 〈·, ·〉�� ��� ������� $ ��.���

S (R)
���

S ∗(R)
#

"� ��� ������ �� � ������� �� ������ � !��������� ����� ��� # ���
A

$ � � ���!���� ����
�� ������ �� H ���

f ∈ S ∗(R)
���� ����

f̂
�� �� ������$ �� � ������ ��

R
# ���� !��

���
ϕ,ψ ∈ H � ��� ��� ��� � 	�������� � #� #/ �! %�
 &� �

〈ϕ, f(A)ψ〉 :=

∫

R

〈ϕ, eiAxψ〉f̂(x)dx.
�� #��

� �� ��� ������� ������

"� � ��� �������� � ���!���� ���� �� ������
A

�� H ��� ����� ����� ���� !�� �� �������
.���� ���� � ������� ��� ������ . ��� ���� ��� ��

A
# �� ��� ������ � �� �� ����� �� ����

a���
s
��� ���� ���$ ��� . ���

s ≥ 1
��� ����

f, h, η, . . .
��� ���� !�������� #

��

� - �- �� � ��$��!�� � ��#$!�! �� ������
T ∈ C1(A)

�$! ���
h

�� � ��#$!�!
C∞

pol(R)
�� #$����$ �#�� ����

ĥ′
�� �$ �$��	 ����� � ���#�� �$

R � �� � $��� �� �� � ����
� #����� [

T, h
(
A−a
s

)] �� �� �$ ���� �� ��#�� �� 1
s‖[T,A]‖‖ĥ′‖L1 �

�� ��� !� ���. �� ����!� � .� . ����
As

!�� ��� �� ������ A−a
s

#


 ���� � �� ���� ��� ���������� ����������  ���� �� ������� � #� #� �! %�
 & � ���
��� ��� !� ���. �� �������� �� !��� ����� �� ��� ���� !��

A
�

[T, h(As)] =
1

s

∫ 1

0
dτ

∫

R

eiAsτx[T,A]eiAs(1−τ)xĥ′(x)dx.

�����
T ∈ C1(A)

��� ����������
[T,A]

������� ������������ �� � $ ������ �� ������
�� H � ��� ��� ����� ��� �� ��� ���� !� ���. � �������!��.��� ��#
+�������, - �- �( � 
 ��#� � ����

T
�$!

h
������ � �� � ������ ���� �� ���� � � �� �� �$!

����
h

��� �#����� �$
(−∞, 0] � ���$ �� � $��� �� �� � �� ������

χ(A− a ≥ 0)Th
(
A−a
s

)
�� ���� �� ��#�� �� 1

s‖[T,A]‖‖ĥ′‖L1 �

 ���� � ����� χ(x ≥ 0)h

(
x
s

)
= 0

!�� ���
s ≥ 1

��� ���
x ∈ R

� ��� ��� ��� �������� �

χ(A− a ≥ 0)Th(As) = χ(A− a ≥ 0)[T, h(As)].

��� ���������� �� ���� ��� ���� $� ���� � � #� # #
��

� - �- �- � ��$��!�� � ��#$!�! �� ������

B ∈ Cu(A)
�$! ���

h ∈ L∞(R)
�� �#��

����
ĥ

�� �$ �$��	 ����� � ���#�� �$
R � �� �$ �� � ���� #����� [

B,h
(
A−a
s

)] ����$	� ��
o(s0)�

#$�� ��� �� �$
a �



� �� � ��	 ������ �� ��	 ��� �'


 ���� � �� ���� ��� !��������� ����� ��� ���������� �� �������� �� #�� � ��� ��� �

‖[B,h(As)]‖ ≤
∫

R

∥∥∥e
i
s
AxBe−

i
s
Ax −B

∥∥∥ |ĥ(x)|dx

≤ 2‖B‖
∫

|x|≥s1/2

|ĥ(x)|dx+

∫

|x|<s1/2

∥∥∥e
i
s
AxBe−

i
s
Ax −B

∥∥∥ |ĥ(x)|dx. �� #� �

��� � ��� ���� �! �� #� � � �� ��
0
��
s
��������� � ��� ��� ������ ���� �� ���� �� ����� ��

sup|y|<s−1/2

∥∥eiAyBe−iAy −B
∥∥ ‖ĥ‖L1

# �� ��� ��� ������ �!
B

. ��� ���� ��� ��
A
� ����

$ ����� ��
o(s0)

#
��� ��� � ���� ������� ��� ���� ��� � ���������� ����� ���������� �� � �������

!������� # ��� .� ����� ���. �� � ��$ ������� ��� ��� ��� �� ������� �! � ����� �! !��������
�����!��� ��� ����� �������� ���� #
� ���������! - �- �4 � ���

H
�� � ���� ��!� ��$� �� ������ �$ H �� �����

C1
u(A) � 
 ��#� �

���� �� ��� �� ��� �$ �� �$ �$������
J

��
R

�$!
θ > 0

�#�� ����
η(H)[iH,A]η(H) ≥

θη2(H)
� �� �� �

η ∈ C∞
c (J) � ���

f
�� � ��#$!�!

C∞
pol(R)

�� #$����$ �#�� ����
f ′ = −g2

� �� ��� � ��#$!�!
C∞

pol(R)
�� #$����$

g � � ������� ���#� � ����
f̂ ′, ĝ

�$!
ĝ′

��� �$ ��	 �����
� ���#��� �$

R � ���$ � �� ����
η ∈ C∞

c (J)
�� � �� ������

η(H)
[
iH, f

(
A−a
s

)]
η(H)������ �� �� � ����� ���

η(H)

[
iH, f

(
A− a

s

)]
η(H) ≤ θ

s
η(H)f ′

(
A− a

s

)
η(H) + o(s−1),

�� #��

�����
o(s−1)

�� #$�� ��� �$
a �


 ���� � �� ��� η̃ ∈ C∞
c (J)

$ � ���� ����
η̃η = η

# "� ���
T := Hη̃(H)

�.���� $ �����
��
C1
u(A)

$� ���� ����� 0 #� #0 �$ � �! %�
 &� ��� ������ $�
B

��� ���������� ���������
�! ��� �� ������ !��� ����  ���� $�

[iT,A]
(
B

$ ����� ��
Cu(A)

) # %�� �$ ������ ����

η(H)[iH, f(As)]η(H) = η(H)[iT, f(As)]η(H)

��� ���� ��� ������ � ����� ���������� ��� $ � ��. ������ ��

η(H)Bη(H) ≥ θη2(H)
!�� ���

η ∈ C∞
c (J).

������ ��� ��� �! ��� ���������� ���������� �! ������� � #� #� �! %�
 & � ���
�$����� ��� !� ���. �� �������� �

[iT, f(As)] =
1

s
Rs +

1

s
Bf ′(As)

�� #0�

. ���
Rs =

∫ 1
0 dτ

∫
R

(
e

i
s
AτxBe−

i
s
Aτx −B

)
eiAsxf̂ ′(x)dx

# ����� ��� ���� � �� ��� � #� #� #
�! �� #0� ��� $ ������ � ��� � #� #� # ���� �! �� #�� �� ����� ������������ ��

η(H)

{
1

s
Rs +

1

s
Bf ′(As)

}
η(H).



�� ���� ���	 � � � � �� �� 	����	 �	� �����	�

$ � ��� �� ��. �$ ����� ���� 1
sBf

′(As) = −1
sg(As)Bg(As)+o(s

−1)
� .����

o(s−1)
��

����� ������ �!
a

�.� ���� ���� ���� � � #� #�� # � ������� � �����
η(H) ∈ C1(A)

� ��� �
���������� ����� ������� $���� �� ���� � � #� # ���. ����

−1

s
η(H)g(As)Bg(As)η(H) = −1

s
g(As)η(H)Bη(H)g(As) +O(s−2)

≤ −θ
s
g(As)η

2(H)g(As) +O(s−2) =
θ

s
η(H)f ′(As)η(H) +O(s−2),

.����
O(s−2)

�� ����� ������ �!
a
#

�� �� �� �� ��� ���� �� ���. ����
Rs

$ ����� ��
o(s0)

���!��� �� ��
a
# %�� ��� ����

��� ���� �� ���� �� ����� ��

2‖B‖
∫

|x|≥s1/2

|f̂ ′(x)|dx+

∫ 1

0
dτ

∫

|x|<s1/2

∥∥∥e
i
s
AτxBe−

i
s
Aτx −B

∥∥∥ |f̂ ′(x)|dx. �� #/�

��� � ��� ���� �! �� #/� � �� ��
0
��
s
��������� # ��� ������ ���� �! �� #/� �� ���� �� �����

��
sup|y|<s−1/2

∥∥eiAyBe−iAy −B
∥∥ ‖f̂ ′‖L1

� .���� $ ����� ��
o(s0)

$� ��� ��� ������ �!
B

. ��� ���� ��� ��
A
# %�� �$ ������ ���� $ ��� ����������� ��� ���!��� ��

a
#

��
��	 - �- �5 � ��������
g ∈ Sµ(R)

!�� ��� �
µ < −1

# �����
g2 ∈ S2µ(R)

���
g′ ∈ Sµ−1(R)

� ����
ĝ, ĝ2

���
ĝ′

��� ������$ �� � ������� ��
R

� ��� ������� � #� #� �!
%�
 &� # � ������� �!

f(x) := −
∫ x
0 g

2(y)dy
� ����

f
$ ����� ��

C∞
pol(R)

��� �������� ���
��� ����������� �!  ��� ������� � #� #� #
� ���������! - �- �� � ���

H
�� � ���� ��!� ��$� �� ������ �$ H �� �����

C1
u(A) � 
 ��#� �

���� �� ��� �� ��� �$ �� �$ �$ ������
J

��
R

�$!
θ > 0

�#�� ����
η(H)[iH,A]η(H) ≥

θη2(H)
� �� �� �

η ∈ C∞
c (J) � ���

t
�� � ���� $#� ��� � ���

t ≥ 1 � �� �$ � �� ����
η ∈ C∞

c (J)� � �� ����
f ∈ L∞(R)

� ��� �#����� �$
(−∞, 0]

�$! � �� ����
υ < θ � �$ � ���

f

(
A− a

t
− υ

)
η(H)e−iHtχ(A− a ≥ 0) ∈ o(t0)

#$�� ��� �� �$
a �

��� !� ���. �� ����! �� �������� !��� ���� �! �������  # �! %&��& � $�� �� ��� �
������$ �� ���� ��� �� ��� ��������� #


 ���� � �� ��� g ∈ C∞
c (R)

. ��� ���� ��� ��
(υ − θ, 0)

��� ���� ���� ∫ ∞
−∞ g2(y)dy = 1

#
"� ���

h(x) = −
∫ x
0 g

2(y)dy
��� �$ ����� ����

h
�������� ��� ���������� ��� ���� ��

f��  ��� ������� � #� #� # �������� ��� � �����
h1/2(x− θ)f(x−υ) = f(x−υ) !�� ��� x ∈ R

�
�� �� ����� �� ����� ����

h1/2

(
A− a

t
− θ

)
η(H)e−iHtχ(A− a ≥ 0) ∈ o(t0) �� #1�

���!��� �� ��
a
#



� �� � �� �� �	 � ���� ������ �� � ���	� � 

$ � ��� �� ���
Φs(t) := η(H)h(At,s)η(H)

� . ���
At,s

����� �� A−a−θt
s

# ��� ����
ψ ∈ H � .� �����

ψt := e−iHtχ(A − a ≥ 0)ψ
# ���� �� #1� �� ���������� �� ���

������ ��� ���� !�� ���
ψ ∈ H �

〈ψt,Φt(t)ψt〉 ≤ o(t0)‖ψ‖2,
�� #'�

. ���
o(t0)

����� ������ �!
ψ
���

a
# %�� �$ ������ ����

〈ψt,Φs(t)ψt〉 = 〈ψ0,Φs(0)ψ0〉 +

∫ t

0

d

dτ
〈ψτ ,Φs(τ)ψτ 〉dτ

= 〈ψ0,Φs(0)ψ0〉 −
θ

s

∫ t

0
〈ψτ , η(H)h′(Aτ,s)η(H)ψτ 〉dτ

+

∫ t

0
〈ψτ , η(H)[iH, h(Aτ,s)]η(H)ψτ 〉dτ.

�� #��
�� �������� �� #�� ���� �� #�� . ���

a
��� ����� $�

a+ θτ
� .� ��� ����

〈ψt,Φs(t)ψt〉 ≤ 〈ψ0,Φs(0)ψ0〉 +

∫ t

0
o(s−1)‖ψ‖2dτ

. ���
o(s−1)

����� ������ �!
a
�
τ
���

ψ
# � ������� � . ��� ��� ���� �! ���� ����� � #� #� �

��� ��� ����
〈ψ0,Φs(0)ψ0〉 ≤

1

s
‖η‖L∞‖[η(H), A]‖‖ĥ′‖L1‖ψ‖2.

& ���� � ��� ��� �$������ ����

〈ψt,Φs(t)ψt〉 ≤
c

s
‖ψ‖2 + t o(s−1)‖ψ‖2

. ���
o(s−1)

���
c
����� ������ �!

a
�
t
���

ψ
# �� ������

s = t
� ���� ��� ���� �� #'� #


 ���� �� ������� � �� �� � ����� χ (
1
tx− υ ≤ 0

)
= χ (x ≤ υt)

!�� ���
t ≥ 1

��� ���
x ∈ R

� ��� ������ ��� �! ��� ������� �� � �� ����� ���� �!  ��� ������� � #� #0 . ���
f(·) = χ(· ≤ 0)

#

� �� ���� ��� �� �� ����� ��� �� �������

��� ������� �! ���� ������� �� �������� !��� ������� � #� # �! %
� & # ��� � ��� ��������
�� ���� ��� ����� ����

a
�� ��� ���������� �� ���� � ������� #

��� �� ������ !��� ���� � / #� #� �! %�
 & ���� �!
T

�� � $ ������ �� ������ $ ��
��� �� ��

C1(A)
� ��� ������� �! ��� ��������� � ������� ������ �� ������

T ∗AT(
D(T ∗AT ) ⊃ D(A)

) �� � ���!���� ���� �� ������ .���� .� ����� ������ $�
T ∗AT

# � ����
���� �

D(A)
�� � ���� !�� ���� �� ������ # �����!��� � �!

H
�� �! �����

C1(A)
���

η̃ ∈
C∞
c (R)

� ��� �� ������
η̃(H)Aη̃(H)

� ������ ��
D(A)

� ��� ��� � ������ ���!�������� �� �
������� (�� � ������� 0 #� #� �! %�
 & !�� ��� ����! ����

η̃(H)
$ ����� ��

C1(A)
) # "�

���� � ������ � ��� ������� / #� #0 �! ��� ��� � ��!������� ���� �!
η ∈ C∞

c (R)
� ����

η(H)$ ����� ��
C1

(
η̃(H)Aη̃(H)

) #



�� ���� ���	 � � � � �� �� 	����	 �	� �����	�

��

� - �4 �� � ���
H

�$!
A

�� ���� ��!� ��$� �� ������� �$ H � ���
H

�� �����
C1(A) ����

η, η̃
��
C∞
c (R)

�� #$����$� �#�� ����
η̃η = η � �$! ���

f
�� �

C∞(R)
�� #$����$ �#��

����
f = 0

�$ � $��	� ��#����! �� −∞ �$!
f = 1

�$ � $��	� ��#����! ��
+∞ � ���$

�$� ���
{
f

(
A− a

s

)
− f

(
η̃(H)Aη̃(H) − a

s

)}
η(H) ∈ O(s−1)

#$�� ��� �� �$
a �


 ���� � ��� �� ��� As := A−a
s

�
Ãs := η̃(H)Aη̃(H)−a

s

�
R(z) := (As − z)−1 ���

R̃(z) :=

(Ãs − z)−1 !�� z ∈ C \R
# ��� ����� ������� � .� . ����

η
!��

η(H)
���

η̃
!��

η̃(H)
# ���

ϕ,ψ
$ � ���� ���� �! H # �� ���� ������� 0 # #� �$ � �! %�
 & !�� ��� ������

r ≥ 1
�

��� ��� ���� 〈ϕ, {f(As) − f(Ãs)}ηψ〉
�� ����� ��

r−1∑

k=0

1

πk!

∫

R

f (k)(λ)=〈ϕ, ik{R(λ+ i) − R̃(λ+ i)}ηψ〉dλ

+
1

π(r − 1)!

∫ 1

0
dµ

∫

R

µr−1f (r)(λ)=〈ϕ, ir{R(λ+ iµ) − R̃(λ+ iµ)}ηψ〉dλ.

� ������� � ��� �$ ������ ���� ����� �� ��� �.� ���������
c� ��� c� � ����� ������ �! a ���

s
� ���� ���� !�� ���

z ∈ C \ R
�

|〈ϕ, {R(z) − R̃(z)}ηψ〉| = |〈{Ãs −As}R(z)ϕ, R̃(z)ηψ〉|

= |〈η{Ãs −As}R(z)ϕ, R̃(z)ψ〉 +
1

s
〈{R(z) − R̃(z)}ϕ, [η, η̃Aη̃]R̃(z)ψ〉|

≤ 1

s
|〈η[A, η̃]R(z)ϕ, R̃(z)ψ〉| + c�

s
{‖R(z)ϕ‖ + ‖R̃(z)ϕ‖}‖R̃(z)ψ‖

≤ c�
s
‖R(z)ϕ‖‖R̃(z)ψ‖ +

c�
s
‖R̃(z)ϕ‖ ‖R̃(z)ψ‖,

.���� .� ���� ���� ����
[R̃(z), η] = 1

s R̃(z)[η, η̃Aη̃]R̃(z)
# �� ���� ���� ��� &7 ����

���������� ��� ��� �������� ��� � ���� # � � � � #/ � ����� �� � �! %��&� ����� !�� ��� ���!�
�� ���� �� ������

K
�

∫

R

‖(K − λ− iµ)−1ϕ‖2dλ =
π

|µ|‖ϕ‖
2,

.� ��� ���� !��
µ 6= 0

�
∣∣∣∣
∫

R

f (k)(λ)=〈ϕ, ik{R(λ+ iµ) − R̃(λ+ iµ)}ηψ〉dλ
∣∣∣∣ ≤

d

s|µ|‖ϕ‖‖ψ‖.

. ���
d = π(c� + c�)‖f (k)‖L∞

# �� �������
r ≥ 2

� ��� ��� ∫ 1
0 µ

r−1 1
|µ|dµ <∞ � ��� .�

���� �����!��� �$������ ����

|〈ϕ, {f(As) − f(Ãs)}η(H)ψ〉| ≤ c

s
‖ϕ‖‖ψ‖

!�� ��� �
c
����� ������ �!

a
���

s
#



� �� � �� �� �	 � ���� ������ �� � ���	� ��

��� �� ������ !��� ������� 0 #� #� �! %�
 & ���� �!
A

���
B

��� ���!���� ����
�� ������� �� H . ���

B
�! �����

C1(A)
� ����

D(A) ∩D(B)
�� � ���� !��

B
#

��

� - �4 �( � ���
A

�$!
B

�� ���� ��!� ��$� �� ������� �$ H � 
 ��#� � ����
��
B

�� �� �����
C1(A)

�$!
A ≤ B

�$
D(A) ∩D(B)�

��� [
h

(
B
s

)
, A

]
∈ O(s0)

� �� ����
h ∈ C∞

c (R) �
���

f
�$!

g
��
C∞(R)

�� #$����$� �#�� ����
max(

����
g) < min(

����
f) � � �������

���#� � ����
f = 1

�$ � $��	� ��#����! ��
+∞ �$! ����

g
��� ������� �#������ ���$

�� ��� �� ����
c <∞ �$!�� �$!�$� ��

a
�$!

s
�#�� ����

∥∥∥∥g
(
B

s

)
f

(
A− a

s

)∥∥∥∥ ≤ c

s
(1 + |a|). �� #�


 ���� � ��� g̃ $ � ��
C∞
c (R)

���� ����
max(

����
g̃) < min(

����
f)
�
g̃g = g

���
0 ≤ g̃ ≤

1
# ���� ��� �� ������

g̃
(
B
s

) $ ����� ��
C1(A)

��� ��� �� ������
g̃

(
B
s

)
A
s g̃

(
B
s

) � ������
��

D(A)
� ��� ��� � ������ ���!���� ���� �� ������� .���� .� ������ $�

Ãs
��� � ����$ ���������� � ��� $ �!��� ���� � � #� #� #

�� !� ���. � !��� ��� ������� �� ����
Ãs ≤ g̃

(
B
s

)
B
s g̃

(
B
s

)
< min(

����
f)

��
D(A)

�
��� �����!��� ����

f(Ãs) = 0
!�� ���

s ≥ 1
# �� ����� �� �$���� �� #� � �� �� �����

����� �� ���. ���� ����� �� ����
c <∞ ����� ������ �!

a
���

s
���� ����

∥∥∥∥g
(
B

s

)
{f(As) − f(Ãs)}

∥∥∥∥ ≤ c

s
(1 + |a|).

��� ���� �! ��� ����! �� ��. �������� �� ����  ���� �� ���� � � #� # ��� .� �����
�� �� ����� ��� ��� � ���� �������� # ��� �� ���

R(z) := (As − z)−1 ���
R̃(z) :=

(Ãs − z)−1 !��
z ∈ C \ R

# %�� ��� � �� !��� ����� �� H � ����

g

(
B

s

)
{R(z) − R̃(z)} = R̃(z)g

(
B

s

)
(Ãs −As)R(z)

+
1

s
R̃(z)

[
g̃

(
B

s

)
Ag̃

(
B

s

)
, g

(
B

s

)]
{R(z) − R̃(z)},

��� ����

R̃(z)g

(
B

s

)
(Ãs −As)R(z) =

1

s
R̃(z)g

(
B

s

){[
A, g̃

(
B

s

)]
+ a

}
R(z).

&�� ������� ��� �� ��. ���� �� ����� �� �$���� � ���!��� $ ���� !�� ��� ����������� #

"� ��. ����� ���� � � #� #� �� ��� ���� .����
B
��� ������ �� �� � ������6�� �������

�!
A
#

��

� - �4 �- � ���
H � A �$!

B
�� ���� ��!� ��$� �� ������� �$ H �$! ���

η, η̃
��
C∞
c (R)

�
� #$����$� �#�� ����

η̃η = η � 
 ��#� � ����



�� ���� ���	 � � � � �� �� 	����	 �	� �����	�

��
H

�� �� �����
C1(A)

�$! �� �����
C1(B)� B �� �� �����

C1(A)�
��� �� � �� �������

(B ± i)−1Aη̃(H)
!�� $ �! �$

D(A)
�� ��$! ��$ ��$#�#��� �� ��#$!�!

�� ������� �$ H �
����

η̃(H)Aη̃(H) ≤ B
�$

D
(
η̃(H)Aη̃(H)

)
∩D(B)�

��� [
h

(
B
s

)
, A

]
∈ O(s0)

� �� ����
h ∈ C∞

c (R) �
���

f
�$!

g
��
C∞(R)

�� #$����$� �#�� ����
max(

����
g) < min(

����
f) � � �������

���#� � ����
f = 1

�$ � $��	� ��#����! ��
+∞ �$! ����

g
��� � ������� �#���������$ �� ��� �� ����

c <∞ �$!�� �$!�$� ��
a

�$!
s

�#�� ����
∥∥∥∥g

(
B

s

)
f

(
A− a

s

)
η(H)

∥∥∥∥ ≤ c

s
(1 + |a|).


 ���� � ��� ����� ������� � .� . ����
η̃
!��

η̃(H)
# %�� ���

∥∥∥∥g
(
B

s

){
f

(
A− a

s

)
− f

(
η̃Aη̃ − a

s

)
+ f

(
η̃Aη̃ − a

s

)}
η(H)

∥∥∥∥

≤ ‖η‖L∞

∥∥∥∥g
(
B

s

)
f

(
η̃Aη̃ − a

s

)∥∥∥∥ +O(s−1),
�� #��

.���� .� ���� ���� ���� � � #� # ��� ���� �$������ ����
O(s−1)

�� ����� ������ �!
a
#

�� ����� �� ���� . ��� ��� � ��� ���� �! �� #�� .� ����� ��� ���� � � #� #� . ���
η̃Aη̃������� �!

A
# �� !� ���. � !��� ��� ������� �� ��� ��� ����

B
�� �! �����

C1(η̃Aη̃)
����

����! �� ��� ���� �� ���� �! ���� � � #� #/ �! %
� &� # ���� .� �� �� ���� �� ����� ����
[
h

(
B
s

)
, η̃Aη̃

] $ ����� ��
O(s0)

!�� ����
h ∈ C∞

c (R)
# ���� ���������� �� ����� �� (��

!��� ����� ��
D(A)

) �
[
h

(
B

s

)
, η̃

]
Aη̃ + η̃

[
h

(
B

s

)
, A

]
η̃ + η̃A

[
h

(
B

s

)
, η̃

]
.

�� #��

�� ��� ������� ��� ��� ������ ���� �! �� #�� �� $ ������ ���!��� �� ��
s
# �� ��� ��

����������� �� ��� � ��� ���� ���� ����� ��� $ ��� ��� ����� # ���
ϕ,ψ

$ ���� ��
D(A)��� ���

r
$ � � �������� � ������� ������ # �� ���� ������� 0 # #� �$ � �! %�
 & � ���

���� 〈ϕ,
[
h

(
B
s

)
, η̃

]
Aη̃ψ〉 �� ����� ��

r−1∑

k=0

1

πk!

∫

R

h(k)(λ)=〈ϕ, ik
[(

B

s
− λ− i

)−1

, η̃

]
Aη̃ψ〉dλ

+
1

π(r − 1)!

∫ 1

0
dµ

∫

R

µr−1h(r)(λ)=〈ϕ, ir
[(

B

s
− λ− iµ

)−1

, η̃

]
Aη̃ψ〉dλ. �� #� �

��� �� �$ ����� ���� !��
z ∈ C \ R

�
[(

B

s
− z

)−1

, η̃

]
=

(
B

s
− z

)−1

[η̃, B](B − sz)−1,



� �� � �� �� �	 � ���� ������ �� � ���	� ��

.����
[η̃, B]

�� ����� ������������ �� � $ ������ �� ������ # �� �������� ��� � ��� ���� ��
���� ��������

(B − sλ− isµ)−1 =
{
I + (sλ+ isµ+ i)(B − sλ− isµ)−1

}
(B + i)−1

��� $� ��� �� ���� ������� ��� ������� ��� � ��� �$����� ���� !�� ���
s ≥ 1

�
∣∣∣∣∣

〈
ϕ,

[(
B

s
− λ− iµ

)−1

, η̃

]
Aη̃ψ

〉∣∣∣∣∣ ≤
c

|µ|2 {|λ| + |µ| + 1)}‖ϕ‖‖ψ‖

.����
c
�� ����� ������ �!

s
# � ������� $� ���� ���� ����� ��� �� �� #� � . ���

r ≥ 3
���

���� ����
∣∣∣∣
〈
ϕ,

[
h

(
B

s

)
, η̃

]
Aη̃ψ

〉∣∣∣∣ ≤ c′‖ϕ‖‖ψ‖
!�� ��� � ��������

c′
����� ������ �!

s
#

� ���������! - �4 �4 � ���
H � A �$!

B
�� ���� ��!� ��$� �� ������� �$ H �#�� ����

H
��

�� �����
C1
u(A)

�$! �� �����
C1(B)� B �� �����

C1(A)
�$!

B ≥ 0 � 
 ��#� � ���� �� ���
�� ��� �$ �� �$ �$������

J
��

R
�$!

θ > 0
�#�� ����

η(H)[iH,A]η(H) ≥ θη2(H)
� �� �� �

η ∈ C∞
c (J) � ���

t
�� � ���� $#� ��� � ���

t ≥ 1
�$! ���

η, η̃
��
C∞
c (J)

�� #$����$� �#��
����

η̃η = η � 
 ��#� � � ������� ����
�� �� � �� �������

(B ± i)−1Aη̃(H)
!�� $�! �$

D(A)
�� ��$! ��$��$#�#��� �� ��#$!�!

�� ������� �$ H�
���

η̃(H)Aη̃(H) ≤ B
�$

D
(
η̃(H)Aη̃(H)

)
∩D(B)�

���� [
h

(
B
t

)
, A

]
∈ O(t0)

� �� ����
h ∈ C∞

c (R) �
���$ � �� ���� ��������

υ < θ � �� ��� �� ����
c <∞ �$!�� �$!�$� ��

a
�$!

t
�#�� ����

∥∥χ(B ≤ υt)e−iHtη(H)χ(A ≥ a)
∥∥ ≤ o(t0) +

c

t
|a|,

�����
o(t0)

�� #$�� ��� �$
a �


 ���� � ��� υ′ ∈ (υ, θ)
��� ���

g ∈ C∞
c (R, [0, 1])

���� ���� ����
g ⊂ (−∞, υ′)

���
g = 1��

[0, υ]
# ���

f
$ � �

C∞(R, [0, 1])
�!������� ���� ����

max(
����

g) < min(
����

f)
���

f(x) = 1
!�� ���

x ≥ υ′
# �����

χ(B ≤ υt) = χ
(
B
t ≤ υ

)
= χ

(
B
t ≤ υ

)
g

(
B
t

) � ��� ���
∥∥χ(B ≤ υt)e−iHtη(H)χ(A ≥ a)

∥∥ ≤
∥∥∥∥g

(
B

t

)
f

(
A− a

t

)
η(H)

∥∥∥∥

+

∥∥∥∥
{

1 − f

(
A− a

t

)}
e−iHtη(H)χ(A ≥ a)

∥∥∥∥ .

�� ���� � � #� #� � ����� �� ���� � ��������
c < ∞ ����� ������ �!

a
���

t
���� ����

��� � ��� ���� �� ��� � #� #� # �� ���� �� ����� �� c
t (1 + |a|) # ����� {1 − f(· + υ′)} ���

���� ��� ��
(−∞, 0]

� ��� �$����� !���  ��� ������� � #� #0 ���� ��� ������ ���� �� ���
� #� #� $ ����� ��

o(t0)
���!��� �� ��

a
#



�0 ���� ���	 � � � � �� �� 	����	 �	� �����	�

��
��	 - �4 �5 � �����
χ(A ≥ a)χ(A ≥ 0) = χ(A ≥ a)

!�� ���
a ≥ 0

� ��� ������ ���
�!  ��� ������� � #� #� ��� $ � ��. ������ �� ���� � ��������� � !�� ����

a ≥ 0
��� ����

υ < θ
� ��� ���

χ(B ≤ υt)e−iHtη(H)χ(A ≥ a) ∈ o(t0),
.����

o(t0)
�� ���!��� ��

a
#

� �� ��� ����� ��� �� ������ ��	�� �� ������

"� �������� ��� & ��$ ��� �����
L2(Rn)

��� ��� ��$ � ��� ������ �! �����
s
��

Rn �������$� Hs # "� ������ ���� !��
j ∈ {1, . . . , n} � Qj �� ��� �� ������ �! �� ���� �������� $� ���

�����$ ��
xj
�
Pj := −i∇j

�� � ��������� �! ��� � �� ����� �� ������ ��� −∆
�� �����

��
P 2 # ��� ��� ���� ���$ ��

a
� ��� �� �����

a−
.���� �� ����� ��

max{−a, 0} #
������
 - �5 �� � ���

V (Q)
�� �

∆
���#$!�! �� ������ � ��� �������� ��#$! ���� ���$

�$�� �$! ���
H := −∆ + V

�� �� � ������� �$!�$	 � ����!�$	 �� �� ������ �$
L2(Rn)� ��� !�� ��$ H2 � 
 ��#� � ����

H
�� �� �����

C1
u(A)� � ���

A := 1
2(P · Q + Q · P )

�� �
	 �$ ������ �� !������$ � �$! ���� �� ��� �� ��� �$ �� �$ �$������

J
��

R
�$!

θ > 0
�#��

����
η(H)[iH,A]η(H) ≥ θη2(H)

� �� �� � ����
η ∈ C∞

c (J) � ���
a

�$!
t
�� ���� $#� ����

� ���
t ≥ 1 � ���$ �� ��� �� �� ��

υ��� > 0
�#�� ���� � �� ���� ����

η ∈ C∞
c (J)

�$! ����
υ < υ���

�$� ���
∥∥χ(|Q| ≤ υt)e−iHtη(H)χ(A ≥ a)

∥∥ ≤ o(t0) +
c

t
a−,

�����
o(t0)

�� #$�� ��� �$
a� �$! �����

c
�� � �������� ��$���$� �$!�� �$!�$� ��

a
�$!

t �
��
��	 - �5 �( � ������� ' #� #� �! %�
 & �������� ��� � ��
 ����� ���������� �� ���
� ��������

V
���� ���� −∆+V

�� � � �$ ��� & �� �������� �! �����
C1
u(A)

# �� ������� ��� �
�!
V (Q)

�
[iV (Q), A]

��� ������� �� ������� !��� H2 �� H � !��� H2 �� H−2 ���� �������������
H

�� � �.��$ ��� & �� �������� �! �����
C1
u(A)

# ��� ����� �� �!
V

�� � $ ������
���� !������� ��

Rn �����!��� lim|x|→∞ |x|V (x) = 0
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