La Conjecture de Brumer-Stark

Pour tout idéal fractionnaire non-nul 2l de K,

Il existe e(A) € K tel que :

BS1. ¢() € K°;

BS2. (g(A)) = AVES .

BS3. Soit A(A) € K tel que A\(2A)"E) = ¢(A), alors K(A(A))/k est abélienne.

)

Il existe une application o — €,(2) de Ak, dans K telle que :
BSY1’. ¢,() € K°, Vo € Akyy, ;

BS2’. (£,(A)) = A, Vo € Agyy, ;

BS3’. e,(A)Y = ¢,(2)%, Va,y € Agys.



Proposition.

Preuve.

0’ = det

(NS -AK/k;/ = af € -AK/k:-

( Opr-p1')  O(pr-py")
Op2-p1')  Bp2-p3t)

O(pr—1-p1") Olpr—1-p3")

\ 0o - Pt O(pr-p3")

On ajoute toutes les lignes a la derniere :

0’ = det

On a donc :

( Opr-p1')  O(p1-p3t)
Op2-p")  O(p2-p3")

Opr—1-p1") O(pr—1-p3")

\ 0 0




[ 0(p1-p1")  O(pr-py) .. 9(/01'%71)\
Opa-p1")  Olp2-py) - O(p2-pit)

6 = det

* 1 _1 « o o * N
\ 1 1 1)
Supposons p; = 1 et posons, pour tout v € G, N(v) € Z tel que v — N(v) € Ay, i-e.
¢¥ = ¢V pour tout ¢ € pu(K).

On note que :

1-N@) v Ho=> (¢s(0,0) = N(v)¢s(0,0-v7 ) o™ € Z[G).
celG

donc :
(¢s(0,0) = N(v)¢s(0,0 - v~ 1)) o' € Zo™! pour tout v,0 € G.

En particulier, si on prend o = sz-pj_l, v = p; et on somme sur 7 € G’ :
0(p; - pj_l) — N(pi)Q(pj_l)pi_l € Z|G] pour tout i, j.

(SANDS) On soustrait
N(p;) - p; ' x (la premiere ligne)

a la i-ieme ligne pour 2 < <r — 1.



G = det

\

0(pr-p7 ) 0(p1-p3 ") 0(p1-p; ")
O(p2-p1it) — N(p2)0(py )ps* O(p2-p3') = N(p2)b(pz pzt oo Blpa-pt) = N(p2)8(p; " )py !
-1 —1y —1 -1 —1y —1 —1 1y -1
0(pr—1-p1 ) = N(pr—1)0(p1 )pr=1 0(pr—1-p3 ) = N(pr—1)0(p3 )p,21 - O(pr—1-p;7) = N(pr—1)0(p; " )pr 2y
1 1 1

Les entrées sont toutes dans Z[G] sauf celles de la premiere ligne. Quand on multiplie
par o € Ay les entrées de la premiere ligne, elles deviennent des éléments de Z[G]. On

a donc :

NS AK/k’ = af € Z[G]
Plus difficilement, on montre que :
W(K)B € Ak /i

mais on ne peut en déduire le méme résultat pour af avec a € .AK/k/.

(PopEscu) On fait des opérations similaires sur les colonnes (!) On soustrait

N (pj_l) p;* (la premiere colonne)

a la j-ieme colonne pour 2 < 5 < r.

/



[ 0(pr-pr")  Olpr-p") = N(p)0(p)p2 - Olpr- ") = N(p)b(p1)pr )

Opa-p1')  Olpa-py') = N(py)0(p2)p2 - O(p2-pr ") — N(py )0(p2)pr
B o= det |
Opr—1-p1") O(pr—1-p3") = N(pg )0(pr—1)p2 - O(pr—1-p;") = N(pyH)0(pr—1)py
\ 1 1= N(p3")po L= N(p; Yoy )

Les entrées sont toutes dans Z[G] sauf celles de la premiere colonne. Quand on multiplie
par € Ag/y les entrées de la premiere colonne, elles deviennent des éléments de Z[G].
Ainsi, on retrouve que :

oS AK/k’ = af € Z[G]

Mais, quand on multiplie par « les entrées de la derniere ligne, elles deviennent des

¢éléments de Ay, et donc :
afb e AK/k



