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viii AVANT-PROPOS

Plan du mémoire

Les travaux présentés dans ce mémoire ont en commun l’étude des fonc-
tions spéciales.

Le chapitre I contient des rappels au sujet des équations aux q-différences.
Le chapitre II a trait aux groupes de Galois d’équations aux q-différences

classiques : la section II.2 est consacrée aux équations q-hypergéométriques
généralisées à points singuliers réguliers, alors que la section II.3 est relative à
des équations irrégulières. Nous y abordons notamment l’étude des singularités
intermédiaires (c’est-à-dire 6= 0,∞) des équations aux q-différences et nous
intéressons à la question suivante : par quoi « remplacer » la monodromie des
équations différentielles ?

Le chapitre III revient sur les singularités intermédiaires des équations aux
q-différences : nous introduisons et étudions des notions de rigidité pour des
équations aux q-différences « suffisamment régulières ». Une attention parti-
culière est portée au cas q-hypergéométrique ; nous donnons notamment une
description « q-monodromique » des équations q-hypergéométriques générali-
sées à points singuliers réguliers.

Le chapitre IV est scindé en deux parties (galoisiennes) indépendantes.
Dans la première, nous donnons une condition suffisante, de nature arithmé-
tique (elle porte sur les p-courbures), pour la Lie-irréductibilité d’un opérateur
différentiel. Dans la seconde, nous étudions la variation de la dimension des
groupes de Galois d’équations aux différences fuchsiennes paramétrées par le
biais d’outils transcendants.

Le chapitre V concerne l’intégrabilité des systèmes dynamiques discrets.
Nous y présentons des critères de non intégrabilité du type Morales-Ramis
(les groupes de Galois d’équations aux différences linéaires y jouent donc un
rôle essentiel) et y établissons la non intégrabilité d’équations de Painlevé
discrètes.

Le chapitre VI prend sa source dans la théorie de la symétrie miroir. Nous
achevons d’abord la classification des équations hypergéométriques générali-
sées à monodromie unipotente maximale en 0 conduisant à des applications
miroir dont les coefficients de Taylor en 0 sont « presque entiers ». Nous raffi-
nons et complétons ensuite des travaux de B. Dwork ; nous en déduisons une
nouvelle propriété d’intégralité des applications miroir hypergéométriques.

Le chapitre VII appartient à la théorie des q-séries avec |q| = 1. Nous y
explorons les propriétés d’une série, dépendant d’un paramètre réel α, inter-
venant dans l’étude de la répartition des parties fractionnaires {kα}. Nous
étudions en détail sa convergence (qui s’avère être liée à la condition de Br-
juno). Pour ce faire, nous établissons une propriété de quasi-modularité de
cette série, qui présente un intérêt en soi, et est à rapprocher de l’idée sous-
jacente aux quantum modular forms de D. Zagier.

Diverses questions et pistes de recherche, liées aux travaux présentés,
émaillent ce texte.



CHAPITRE I

Notations et rappels au sujet des équations aux
q-différences

Nous avons rassemblé dans ce chapitre quelques rappels au sujet des équa-
tions aux q-différences. Nous renvoyons par exemple à [PS97, §1.4] et [Sau04 ;
Sau03] pour davantage de détails.

Sauf mention explicite du contraire, q désignera un nombre complexe non
nul de norme 6= 1. Nous noterons σq l’automorphisme de corps de C(z) défini
par σq(f(z)) = f(qz).

L’algèbre Dq des opérateurs aux q-différences. Nous notons Dq l’algèbre de
Öre C(z)〈σq,σ−1

q 〉 des polynômes non commutatifs à coefficients dans C(z)
tels que σqf(z) = f(qz)σq pour tout f(z) ∈ C(z).

Pentes des opérateurs aux q-différences. Le polygone de Newton de L =∑
i ai(z)σiq ∈ Dq \ {0} en 0 est l’enveloppe convexe dans R2 de {(i, j) | i ∈

Z, j ≥ v0(ai(z))} où v0 est la valuation z-adique. Il est délimité par deux
demi-droites verticales et k vecteurs (m1, n1),..., (mk, nk) ∈ N∗ × Z de pentes
n1/m1,...,nk/mk deux à deux distinctes, appelées pentes de L en 0. L’entier
mi est la multiplicité de la pente ni/mi.

Opérateurs aux q-différences purs isoclines et singuliers réguliers. Si L possède
une seule pente en 0, il est dit pur isocline en 0 ; si son unique pente en 0 est
en outre nulle, L est dit singulier régulier en 0. On a des notions similaires en
∞.

La catégorie E des modules aux q-différences. Nous notons E la catégorie des
modules aux q-différences sur P1(C), c’est-à-dire des Dq-modules à gauche de
longueur finie.

Pentes des modules aux q-différences. Considérons un objet M de E de rang
n (il s’agit de la dimension de M comme C(z)-espace vectoriel). D’après le
lemme du vecteur cyclique, il existe L ∈ Dq tel que M ∼= Dq/DqL. Nous dé-
finissons les pentes de M en 0, et leurs multiplicités, comme étant celles de
L ; cette construction est indépendante du choix de L. Notons que le compor-
tement tensoriel des ces pentes est différent de celui des pentes des modules
différentiels ; voir à ce propos [And09].

Modules aux q-différences purs isoclines et singuliers réguliers. Si M possède
une seule pente en 0, il est dit pur isocline en 0 ; si son unique pente en 0 est

1



2 I. NOTATIONS ET RAPPELS AU SUJET DES ÉQUATIONS AUX q-DIFFÉRENCES

en outre nulle, M est dit singulier régulier en 0. On a des notions similaires
en ∞.

La catégorie F des modules aux q-différences singuliers réguliers. La sous-
catégorie pleine de E formée par ses objets singuliers réguliers en 0 et ∞ sera
notée F .

Théorie de Galois. La catégorie E est tannakienne C-linéaire neutre ; F en est
une sous-catégorie tannakienne. Le groupe de GaloisG deM relativement à un
C-foncteur fibre ω sera indentifié à un sous-groupe algébrique de GL(ω(M)) ∼=
GL(Cn). Nous dirons que M est Lie-irréductible si l’action de la composante
neutre G◦ de G sur ω(M) est irréductible. Nous renvoyons à [PS97 ; Sau03]
pour les détails.



CHAPITRE II

Groupes de Galois d’équations aux q-différences
classiques

II.1. Introduction

Ce chapitre rend compte de nos travaux [1 ; 4 ; 6] au sujet des groupes
de Galois d’opérateurs aux q-différences (singuliers réguliers ou irréguliers)
classiques.

Une attention particulière est portée aux opérateurs q-hypergéométriques
généralisés

Lq(a; b;λ) =
s∏
j=1

(
bj
q
σq − 1

)
− zλ

r∏
i=1

(aiσq − 1)

de paramètres a = (a1, ..., ar) ∈ (C∗)r, b = (b1, ..., bs) ∈ (C∗)s et λ ∈ C∗.
Depuis l’article fondateur de E. Heine [Hei46], la théorie q-hypergéométrique
a connu un essort spectaculaire. Elle irrigue aujourd’hui de nombreuses bran-
ches des sciences physique et mathématique. Elle relie par exemple les algèbres
affines quantiques aux groupes quantiques elliptiques dans l’article de V. Ta-
rasov and A. Varchenko [TV97] ; elle intervient en théorie des nombres, en
combinatoire, nous la rencontrerons dans la section V.4 en liaison avec les
équations de Painlevé discrètes, etc. Nous renvoyons à [Sla66 ; GR04a] pour
des informations historiques détaillées.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. La section II.2 est consa-
crée aux groupes de Galois des opérateurs q-hypergéométriques généralisés
singuliers réguliers (c’est-à-dire au cas r = s). Nous nous intéressons au cas
Lie-irréductible dans la section II.2.1 et à celui des groupes finis dans la sec-
tion II.2.2. La section II.2.3 traite le cas r = s = 2. Dans la section II.3, nous
étudions les groupes de Galois d’opérateurs aux q-différences irréguliers.

Dans ce qui suit, nous noterons

Hq(a; b;λ) = Dq/Dq Lq(a; b;λ)

l’objet de E associé à Lq(a; b;λ).

II.2. Opérateurs q-hypergéométriques généralisés singuliers
réguliers

Nous étudions dans cette section les opérateurs q-hypergéométriques gé-
néralisés singuliers réguliers. Nous supposons donc que

r = s =: n
3



4 II

II.2.1. Cas Lie-irréductible. Les groupes de Galois des opérateurs hyper-
géométriques généralisés

L(α;β;λ) =
n∏
k=1

(δ + βk − 1)− zλ
n∏
k=1

(δ + αk), δ = z
d

dz
,

de paramètres α = (α1, ..., αn) ∈ Cn, β = (β1, ..., βn) ∈ Cn et λ ∈ C∗ ont été
étudiés par F. Beukers et G. Heckman [BH89] puis par N. M. Katz [Kat90].
Le résultat suivant est central (dans ce qui suit, G◦,der désigne le sous-groupe
dérivé de la composante neutre G◦ du groupe algébrique G).
Théorème 1 (F. Beukers et G. Heckman [BH89]). Si L(α;β;λ) est Lie-
irréductible alors son groupe de Galois G vérifie G◦,der = SL(Cn), SO(Cn) ou
Sp(Cn).

Ce théorème est une conséquence des deux résultats suivants. Le premier,
dû à Pochhammer, est issu de la théorie analytique des équations différen-
tielles :
Proposition 2. Si L(α;β;λ) est irréductible alors sa monodromie autour du
point λ−1 est une pseudo-réflexion.

Le second est purement algébrique :
Théorème 3 (F. Beukers et G. Heckman [BH89]). Soit g une sous-algèbre
de Lie semi-simple de EndC(Cn) dont l’action sur Cn est irréductible. Si g est
normalisée par une pseudo-réflexion de GL(Cn) alors g = sl(Cn), so(Cn) ou
sp(Cn).

Malheureusement, « l’outil essentiel dans la détermination du groupe de
Galois différentiel hypergéométrique, à savoir la pseudo-réflexion donnée par
la monodromie locale au point 1, ne se transporte pas au cas q-hypergéomé-
trique » comme le relève Y. André dans [And01] (prendre ici λ = 1).
Problème 1. Comment pallier l’absence des monodromies locales ?

Ce problème fondamental de la théorie des équations aux q-différences,
sur lequel nous allons revenir en détail, explique sans doute que peu de choses
étaient connues sur les groupes de Galois q-hypergéométriques jusqu’aux im-
portants progrès d’Y. André dans [And01]. Il y contourne le Problème 1
lorsque q est transcendant et les paramètres q-rationnels en combinant son
théorème de spécialisation des groupes de Galois aux résultats de F. Beukers
et G. Heckman ; nous renvoyons à [And01, §3.3.3] pour les énoncés précis.

Dans [4] nous avons repris l’étude des groupes de Galois q-hypergéométri-
ques à la base. Nous avons répondu au Problème 1 et prouvé le résultat sui-
vant :
Théorème 4 ([4, Theorem 4]). Si Hq(a; b;λ) est Lie-irrédutible alors son
groupe de Galois G vérifie G◦,der = SL(Cn), SO(Cn) ou Sp(Cn).

Indiquons les grandes lignes de notre approche.
Soit M un objet de F et considérons un système aux q-différences associé

(σqY = AY ) avec A ∈ GLn(C(z)). Ce dernier admet des solutions Y (0) et
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Y (∞) attachées aux points fixes 0 et ∞ de σq sur P1(C). La première est de la
forme

Y (0) = F (0)eA(0)

où F (0) ∈ GLn(M(C)) (ici et dans ce qui suit M désigne le faisceau des
fonctions méromorphes sur P1(C)) et où eA(0) ∈ GLn(M(C∗)) vérifie σqeA(0) =
A(0)eA(0) . La seconde est de la forme

Y (∞) = F (∞)eA(∞)

où F (∞) ∈ GLn(M(P1(C)\{0})) et où eA(∞) ∈ GLn(M(C∗)) vérifie σqeA(∞) =
A(∞)eA(∞) (voir [Sau03, §1.2] pour les détails). Considérons la matrice de Bir-
khoff ou de connexion associée

P =
(
Y (∞)

)−1
Y (0) ∈ GLn(M(C∗)σq)

où M(C∗)σq désigne le corps des fonctions méromorphes sur C∗ invariantes
par l’action de σq (fonctions elliptiques). On doit à G. D. Birkhoff l’idée que le
triplet (A(0), P, A(∞)) ∈ GLn(C)×GLn(M(C∗)σq)×GLn(C) suffit à reconsti-
tuer M à isomorphisme près. En fait, on a l’analogue suivant, essentiellement
dû à G. D. Birkhoff [Bir13], de la correspondance de Riemann-Hilbert (voir
aussi [PS97, §12]).

Théorème 5 (J. Sauloy [Sau03, §3.2.1]). La catégorie des modules aux q-
différences singuliers réguliers F est équivalente à celle des triplets de Birkhoff
B dont les objets sont les triplets

(A(0), P, A(∞)) ∈ GLn(C)×GLn(M(C∗)σq)×GLn(C).

Alors que les données A(0) et A(∞) sont de nature locale, attachées à 0 et
∞, la matrice de Birkhoff P est de nature globale. Pouvons-nous en extraire
des avatars galoisiens des monodromies locales des équations différentielles ?
Nous reviendrons sur cette question après un bref interlude galoisien.

P. Etingof [Eti95] fut le premier à comprendre l’intérêt galoisien de la ma-
trice de Birkhoff P dans le cas régulier, c’est-à-dire lorsque A(0) = A(∞) = In.
Le cas singulier régulier fut ensuite traité par M. van der Put et M. Singer
[PS97, §12] puis par J. Sauloy [Sau03]. Le résultat suivant est généralement
considéré comme analogue au théorème de densité de Schlesinger 1 ; nous ren-
voyons à [PS97, Theorem 12.14] pour un théorème de densité de nature « plus
algébrique » dû à M. van der Put et M. F. Singer. Nous noterons C̃∗ le re-
vêtement universel de C∗ et M le faisceau des fonctions méromorphes sur
C̃∗.

Théorème 6 (J. Sauloy [Sau03, §3.2.2.3]). SoientM et (A(0), P, A(∞)) comme
plus haut et notons P̆ ∈ GLn(M(C̃∗)) la matrice de Birkhoff tordue associée
suivant [Sau03, §3.2.2.2] 2. Alors le groupe de Galois de M est le sous-groupe
algébrique de GL(Cn) engendré par :

1. « La monodromie est dense dans le groupe de Galois d’une équation différentielle à
points singuliers réguliers. »

2. Par exemple, P̆ = P dans le cas régulier.
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– les groupes de Galois locaux de M en 0 et ∞ 3 ;
– les quotients P̆ (b)−1P̆ (a) des valeurs de P̆ non dégénérées.

Nous sommes à présent en mesure de décrire notre réponse au Problème 1.
Nous travaillons dans l’algèbre de Lie du groupe de Galois de M par le biais
du résultat suivant.

Proposition 7 ([4, Proposition 2]). La dérivée logarithmique P̆−1P̆ ′ ∈ Mn(M(C̃∗))
est à valeurs dans l’algèbre de Lie du groupe de Galois de M .

Nous disposons donc d’une famille méromorphe de morphismes galoisiens
infinitésimaux. Nous avons montré que ses singularités renferment une infor-
mation précieuse dans le cas q-hypergéométrique :

Théorème 8 ([4, Lemmas 1 and 2]). Supposons que M = Hq(a; b;λ) est irré-
ductible. Alors, parmi les coefficients du développement de Taylor de P̆−1P̆ ′ ∈
Mn(M(C̃∗)) au voisnage d’un certain z0 ∈ C̃∗ (une singularité intermédiaire)
figure une matrice de rang 1 ou une matrice de rang 2 et de trace nulle

Ce coefficient de Taylor joue dans notre travail le rôle de la monodromie
locale du cas différentiel ; les deux résultats précédents conduisent au :

Corollaire 9. Supposons queM = Hq(a; b;λ) est irréductible. Alors, l’algèbre
de Lie du groupe de Galois de M contient un élément de rang 1 ou un élément
de rang 2 et de trace nulle.

Le Théorème 4 en résulte en utilisant des caractérisations des algèbres de
Lie classiques.

Remarque 10. Nous reviendrons plus loin dans ce mémoire sur la localisation
aux singularités intermédiaires de la théorie des équations aux q-différences via
des prises de résidus.

Concluons cette section avec des calculs explicites. Notons ≈ la relation
d’équivalence sur (C∗)n définie par c = (c1, ..., cn) ≈ d = (d1, ..., dn) si et seule-
ment s’il existe une permutation σ de [[1, n]] telle que, pour tout i ∈ [[1, n]],
ci = dσ(i) ; de plus, nous écrirons c ≈ d mod qZ s’il existe une permutation σ
de [[1, n]] telle que, pour tout i ∈ [[1, n]], ci = dσ(i) mod qZ.

Théorème 11 ([4, Theorem 6]). Considérons a, b ∈ (qQ)n tels que
• pour tout i, j ∈ [[1, n]], ai/bj 6∈ qZ,
• pour tout diviseur d ≥ 2 de n, on a q1/da 6≈ a mod qZ ou q1/db 6≈ b

mod qZ.
Alors, le groupe de Galois G de Hq(a; b;λ) vérifie G◦,der = SL(Cn), SO(Cn)
ou Sp(Cn).

De plus, G◦,der = SO(Cn) (resp. Sp(Cn)) si et seulement si les trois condi-
tions suivantes sont satisfaites :

3. Nous n’en disons volontairement pas davantage sur ces groupes locaux dont nous
n’aurons pas l’utilité. Mentionnons par ailleurs qu’il suffit en fait de considérer un seul de
ces groupes.
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• $ := (∏n
i=1 ai)

(∏n
j=1 bj

)−1
∈ qZ,

• il existe c ∈ C∗ tel que 1/a ≈ ca mod qZ et 1/b ≈ cb mod qZ,
• n est pair (resp. impair).

Par ailleurs,
• G = G◦ = C∗G◦,der si $ 6∈ qZ ;
• G◦ = G◦,der si $ ∈ qZ.

II.2.2. Groupes de Galois finis. On doit à H. A. Schwarz la liste
des équations hypergéométriques de Gauss dont le groupe de Galois est fini
[Sch73 ; Gou36 ; Beu07]. Celle-ci a été étendue aux équations hypergéométri-
ques généralisées irréductibles par F. Beukers et G. Heckman [BH89]. N. M.
Katz [Kat90] a retrouvé leur résultat via les p-courbures (en exploitant ses
travaux [Kat72] sur la conjecture des p-courbures de Grothendieck pour les
équations différentielles d’origine géométrique). Par ailleurs, l’analogue de la
liste de Schwarz pour les équations q-hypergéométriques d’ordre 2 a été obtenu
par L. Di Vizio dans [DV02].

Dans [4], nous avons décrit les équations q-hypergéométriques généralisées
dont le groupe de Galois est fini. Nous avons pour cela introduit la notion
suivante.

Définition 12 ([4, Definition 2]). Pour c, d ∈ C∗, la notation c �q d (resp.
c ≺q d) signifie que dc−1 ∈ qN (resp. dc−1 ∈ qN∗). Pour c ∈ (C∗)n et d ∈ (C∗)n,
la notation c �q d signifie qu’on peut réarranger les coordonnées de c et d
comme suit

- c ≈ (c1,1, ..., c1,n1 , ..., cr,1, ..., cr,nr) ;
- d ≈ (d1,1, ..., d1,n1 , ..., dr,1, ..., dr,nr) ;

de telle sorte que
- cµ,ν = cµ′,ν′ mod qZ si et seulement si µ = µ′ ;
- ∀µ ∈ [[1, r]], ∀ν ∈ [[1, nµ]], dµ,ν = cµ,ν mod qZ ;
- ∀µ ∈ [[1, r]], cµ,1 �q dµ,1 ≺q cµ,2 �q dµ,2 ≺q · · · ≺q cµ,nµ �q dµ,nµ.

Dans le théorème suivant, U∞ désigne le groupe de racines complexes de
l’unité.

Théorème 13 ([4, Theorems 7 and 8]). Le module q-hypergéométrique géné-
ralisé Hq(a; b;λ) a un groupe de Galois fini si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites :

- a, b ∈ (U∞qQ)n ;
- a�q q

−1b ou b�q a.
Son groupe de Galois est trivial si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :

- a, b ∈ (qZ)n ;
- a�q q

−1b ou b�q a.

II.2.3. Equations q-hypergéométriques d’ordre 2. Dans [1] nous
avons étudié en détail les opérateurs q-hypergéométriques du second ordre

(1) Lq(a, b; c, q; 1) = (abz − c/q)σ2
q − ((a+ b)z − (1 + c/q))σq + z − 1
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avec a, b, c ∈ C∗. Pour des travaux antérieurs, suivant une approche totalement
différente, nous renvoyons à l’article de P. A. Hendriks [Hen97].
Théorème 14 ([1]). Nous avons déterminé les groupes de Galois de la plupart
des opérateurs q-hypergéométriques du second ordre.

La stratégie de base consiste à combiner le Théorème 6 (il s’agissait à
ma connaissance de la première application de ce résultat) à la formule de
Barnes-Mellin-Watson [GR04a] afin de ramener, dans une large mesure, les
calculs de groupes de Galois à l’étude d’éventuelles relations entretenues par
des fonctions thêta de Jacobi (et leurs dérivées).

Nous ne donnons pas davantage de détails, mais mentionnons l’utilisation
faite par C. Hardouin et M. F. Singer [HS08] de nos calculs. Ils les ont appliqués
pour démontrer le
Théorème 15 (C. Hardouin et M. F. Singer [HS08]). Si y1(z) et y2(z) sont
des solutions linéairement indépendantes de l’équation q-hypergéométrique

y(q2z)− 2az − 2
a2z − 1 y(qz) + z − 1

a2z − q2y(z) = 0,

avec a 6∈ qZ et a2 ∈ qZ, alors y1(z), y2(z), et y1(qz) sont différentiellement
indépendantes surM(C∗)σq(z).

Une autre application de nos calculs sera donnée dans le cadre des équa-
tions de Painlevé discrètes dans la section V.4.

II.3. Équations aux q-différences irrégulières classiques

Nous poursuivons l’étude des groupes de Galois d’opérateurs aux q-diffé-
rences classiques. Nous avons donné dans [6] des (outils permettant de mener
des) calculs de groupes de Galois d’opérateurs irréguliers L ∈ Dq ayant l’une
des propriétés suivantes (où n est l’ordre de L) :

(H 1) L est pur isocline (c’est-à-dire possède une unique pente) en 0, de
pente m/n avec m ∈ Z∗ relativement premier à n.

(H 2) L a deux pentes en 0. L’une est supposée nulle, l’autre est notée µ
et sa multiplicité r. On suppose que µ = m/r avec m ∈ Z∗ relativement
premier à r et que les exposants attachés à la pente nulle sont dans qR.

Par exemple, les opérateurs q-hypergéométriques généralisés confluents

Lq(a; b;λ) =
s∏
j=1

(
bj
q
σq − 1

)
− zλ

r∏
i=1

(aiσq − 1)

de paramètres a = (a1, ..., ar) ∈ (qR)r, b = (b1, ..., bs) ∈ (qR)s et λ ∈ C∗
vérifient (H 2) si r > s > 0 et (H 1) si r > s = 0. Les opérateurs de q-
Kloosterman

Klq (U, V ) = U(σq) + V (z−1)
associés aux paires (U, V ) d’éléments de C[X] telles que U(0) = 0 et V (0) 6= 0
vérifient quant à eux (H 1) si pgcd(degU, deg V ) = 1. Remarquons que

Lq(a; ∅;λ) = zKlq
(
−λ

r∏
i=1

(aiX − 1) + (−1)rλ,−(−1)rλ+X

)
.
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Nous noterons
Hq(a; b;λ) = Dq/Dq Lq(a; b;λ)

et
Klq (U, V ) = Dq/Dq Klq (U, V )

les objets de E associés à ces opérateurs.
Certains des opérateurs considérés dans cette section peuvent être vus

comme des q-déformations d’opérateurs différentiels classiques (ceci est ex-
ploité par Y. André dans [And01] ; voir aussi l’article de J. Sauloy [Sau00, §3-
5]), à savoir les opérateurs hypergéométriques généralisés confluents et ceux
de Kloosterman. Ceux-ci ont été étudiés par F. Beukers, W. D. Brownawell et
G. Heckman dans [BBH88], N. M. Katz, avec des contributions d’O. Gabber,
dans [Kat87 ; Kat90], N. M. Katz et R. Pink dans [KP87], A. Duval et C.
Mitschi dans [DM89] et C. Mitschi dans [Mit96].

II.3.1. Conséquences galoisiennes de (H 1) et (H 2). Nous avons
démontré le
Théorème 16 ([6, Theorems 20 and 24]). Considérons un objet M de E de
rang n dont le groupe de Galois G est connexe.

(1) (a) Si M vérifie (H 1) alors G est l’image de ∏l
i=1 GL(Cni) dans

⊗li=1std où n1, ..., nl > 1 sont des entiers deux à deux premiers
entre eux tels que n = n1 · · ·nl.

(b) Si M est de plus ⊗-indécomposable 4 alors G = GL(Cn).
(2) Si M est irréductible et vérifie (H 2) alors G = GL(Cn).

Remarque 17. Nous avons montré (cf. [6]) que chacun des groupes appa-
raissant en conclusion du Théorème 16 est réalisable comme groupe de Galois
d’une équation vérifiant (H 1) ou (H 2).

La démonstration de ce théorème comporte, comme celles du Théorème 1
de F. Beukers et G. Heckman, des résultats principaux de [Kat87] ou encore
de notre Théorème 4, deux étapes.

La première étape consiste à exhiber des « éléments spéciaux » de G via le
groupe de Galois formel de M en 0. Elle est inspirée par les travaux de N. M.
Katz dans [Kat87] ; il y a cependant d’importantes différences, notamment le
fait que le tore thêta apporte moins d’informations que son analogue différen-
tiel, le tore exponentiel. Nous utilisons notamment les travaux de M. van der
Put et M. F. Singer [PS97], J.-P. Ramis et J. Sauloy [RS07 ; RS09 ; Sau04],
M. van der Put et M. Reversat [PR07].

La deuxième étape consiste à faire abstraction du contexte galoisien et à
voir G comme un sous-groupe algébrique connexe de GL(Cn) agissant irréduc-
tiblement sur Cn ; que pouvons-nous en dire sachant uniquement qu’il contient
les « éléments spéciaux » auxquels nous avons fait allusion ci-dessus ? Ce type
de question a notamment été abordé par B. Kostant [Kos58], J.-P. Serre [Ser67,
§4] et [Ser79, §3], Yu. G. Zarhin [Zar86], O. Gabber et N. M. Katz [Kat90,

4. C’est-à-dire qu’il n’est pas isomorphe au produit tensoriel de deux objets de E de
rangs ≥ 2.



10 II

Chapter I], N. M. Katz [Kat87, §III], N. M. Katz et R. Pink [KP87, Part 1].
Certains de ces auteurs étaient motivés par des problèmes « concrets » issus de
la théorie des modules de Hodge-Tate, de la théorie de Galois différentielle ou
encore de celle des sommes d’exponentielles. Afin de prouver le Théorème 16,
nous avons utilisé le [Kat87, Corollary 3.2.8] dû à N. M. Katz, la caractéri-
sation de sl(Cn) donnée par B. Kostant dans [Kos58] et nous avons élaboré
et utilisé une nouvelle caractérisation des groupes classiques, à savoir le [6,
Theorem 2], dont la démonstration utilise des résultats d’O. Gabber et de
J.-P. Serre, ainsi que la classification des algèbres de Lie minuscules.

II.3.2. Applications à des calculs explicites. Pour rendre le Théo-
rème 16 effectif, des critères de connexité et de ⊗-indécomposabilité sont né-
cessaires.

S’agissant de la connexité, mentionnons le résultat suivant.

Proposition 18 ([6, Corollaries 12 and 13]). Le groupe de Galois de M est
connexe dès lors que l’une des propriétés suivantes est satisfaite :

(1) le groupe de Galois formel de M en 0 ou ∞ est connexe ;
(2) M vérifie (H 1), il est singulier régulier en∞ avec des exposants dans
{c ∈ C∗ | cn′ ∈ qZ} pour un certain n′ ∈ Z∗ relativement premier au
rang de M .

Ces critères sont particulièrement efficaces puisqu’ils reposent uniquement
sur des propriétés locales en 0 ou ∞ ; ceci est spécifique aux q-différences.

Attardons-nous plus longuement sur la⊗-indécomposabilité. Notons d’abord
que

Klq
(
X6,−(1 + q−4X)(1 + q−3X)(1 + q−2X)(1 +X)2

)
∼= Klq

(
X2,−(1 +X)

)
⊗Klq

(
X3,−(1 +X)

)
,

si bien que la ⊗-indécomposabilité n’est pas impliquée par (H 1). Nous avons
établi le critère suivant.

Théorème 19 ([6, Theorem 32]). Supposons que L = ∑n
k=0 an−kσ

k
q ∈ Dq avec

a0an 6= 0 vérifie les deux propriétés suivantes :
1) il existe z0 ∈ C∗ tel que an/a0, ..., a1/a0 sont analytiques en chaque point
de qZz0 et vérifient

– (an/a0)(z0) = 0 ;
– pour tout k ∈ Z∗, (an/a0)(qkz0) 6= 0 ;

2) L est pur isocline en 0 et ∞.
Alors Dq/DqL est ⊗-indécomposable.

Ce critère est en fait de nature « q-monodromique ». L’idée sous-jacente
est que la valeur en z0 d’une « matrice de Birkhoff intrinsèque » associée à un
opérateur L vérifiant les hypothèses du théorème précédent ne peut s’écrire
comme un produit tensoriel de deux matrices de tailles ≥ 2. Noter le lien de
parenté avec les « q-monodromies » de la section II.2.

Le résultat suivant est une application du Théorème 19.
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Corollaire 20 ([6]). Considérons le module de q-Kloosterman Klq(U, V ).
S’il existe z0 ∈ C∗ tel que V (z0) = 0 et, pour tout k ∈ Z∗, V (qkz0) 6=
0 alors Klq (U, V ) est ⊗-indécomposable. En particulier, Hq(a; ∅;λ) est ⊗-
indécomposable.

En combinant les résultats précédents, nous avons pu calculer des groupes
de Galois ; par exemple :
Théorème 21 ([6, Theorem 26]). Reprenons les notations du début de la
section II.3 pour les opérateurs q-hypergéométriques confluents avec r > s.
Pour tout (i, j) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., s}, soient αi, βj ∈ R tels que ai = qαi et
bj = qβj . Supposons que, pour tout (i, j) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., s}, βj − αi 6∈ Z
(cette condition est vide si s = 0) et que le groupe algébrique engendré par
diag(e2πiα1 , ..., e2πiαr) est connexe. Alors le groupe de Galois de Hq(a; b;λ) est
GL(Cr).

Exemple 22 ([6, §1]). Si r > s alors le groupe de Galois de (q1/2σq − 1)s −
z(σq − 1)r est GL(Cr).
Théorème 23 ([6, Theorem 35]). Reprenons les notations du début de la sec-
tion II.3 pour les opérateurs de q-Kloosterman. On note c1, ..., cdegU les racines
complexes de XdegU(U(X−1) + V (0)) ∈ C[X] et, pour tout i ∈ {1, ..., degU},
on note (ui, αi) l’unique élément de U × R tel que ci = uiq

αi (U ⊂ C est le
cercle unité). Supposons que pgcd(degU, deg V ) = 1, que le groupe algébrique
engendré par diag(u1, ..., udegU) et diag(e2πiα1 , ..., e2πiαdegU ) est connexe et qu’il
existe z0 ∈ C∗ tel que V (z0) = 0 et, pour tout k ∈ Z∗, V (qkz0) 6= 0. Alors le
groupe de Galois de Klq (U, V ) est GL(CdegU).
Exemple 24 ([6, §1]). Si m et n sont des entiers premiers entre eux alors le
groupe de Galois de (1− σq)n + (1− z−1)m − 1 est GL(Cn).

Le lecteur trouvera dans [6] des résultats supplémentaires.

II.4. Perspectives

La théorie analytique des équations aux q-différences en plusieurs variables
mériterait d’être davantage explorée. Cela pourrait notamment ouvrir la voie
à une approche analytique de la théorie de Galois, dans la veine des tra-
vaux de J. Sauloy [Sau03] et de J.-P. Ramis et J. Sauloy [RS07 ; RS09 ;
RS12]. Les équations q-GKZ, extensions en plusieurs variables des équations
q-hypergéométriques généralisées, constituent une famille d’exemples impor-
tants. Il serait d’ailleurs intéressant de déterminer celles dont le groupe de
Galois est fini ; rappelons que l’analogue différentiel de ce problème a été ré-
cemment résolu par F. Beukers [Beu10] (via la conjecture des p-courbures de
Grothendieck pour les équations d’origine géométrique dont la validité a été
démontrée par N. M. Katz).

Il serait intéressant d’exploiter le q-analogue du groupe fondamental sau-
vage introduit par J.-P. Ramis and J. Sauloy dans [RS07 ; RS09 ; RS12] afin
de calculer les groupes de Galois d’équations aux q-différences irrégulières. La
nouveauté est la composante (unipotente) de Stokes provenant des propriétés
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analytiques de la filtration par les pentes. Des calculs explicites devraient pou-
voir être menés pour les opérateurs q-hypergéométriques confluents de petit
ordre.

Notons U le groupe des nombres complexes de norme 1 et U∞ son sous-
groupe formé par les racines de l’unité. Les équations aux q-différences pour
q ∈ U \U∞ sont peu comprises, hormis en ce qui concerne leur théorie analy-
tique locale en 0 et∞ (voir le travail de L. Di Vizio [DV09]). Peu d’outils sont
à notre disposition pour étudier les groupes de Galois q-hypergéométriques
dans ce cas. Peut-on construire des avatars des monodromies différentielles ?
La notion de matrice de Birkhoff n’a en général plus d’intérêt : les solutions
locales en 0 et ∞ n’ont aucune raison d’être définies sur une partie com-
mune de C∗. Il est probable que, pour la plupart des paramètres a, b ∈ Un,
les solutions locales en 0 et ∞ de l’opérateur q-hypergéométrique généralisé
Lq(a; b; 1) soient définies sur D(0, 1) et C \ D(0, 1) respectivement et que U
soit une frontière naturelle (voir à ce sujet les travaux de K. A. Driver et D. S.
Lubinsky en liaison avec les approximants de Padé). Une étude asymptotique
pourrait permettre de « traverser » U et de construire des avatars des ma-
trices de Birkhoff. Au-delà du cas q-hypergéométrique, on pourrait ôter à C∗
les cercles centrés en 0 et passant par les singularités de l’équation (c’est-à-dire
ôter à C∗ l’adhérence du saturé modulo qZ de l’ensemble des singularités de
l’équation) et chercher à construire des solutions sur chacune des composantes
connexes (couronnes). Ceci est à mettre en perspective avec la construction
par J. Sauloy [Sau09], dans le cas q ∈ C∗ \ U, de « solutions locales » sur des
couronnes (topologiques) via la théorie des fibrés vectoriels holomorphes sur
la courbe elliptique C∗/qZ.

La confluence fournit un autre angle d’attaque : que deviennent les cons-
tructions du cas q ∈ C∗ \ U lorsque q tend vers un point de U ? Il serait
notamment intéressant d’étudier le comportement des matrices de Stokes in-
troduites par J.-P. Ramis, J. Sauloy et C. Zhang [RSZ12 ; RS07 ; RS09 ; RS12]
(rappelons que le travail de L. Di Vizio dans [DV09] montre que les clas-
sifications formelle et analytique des équations aux q-différences coïncident
sous des conditions diophantiennes adéquates lorsque q ∈ U). Même question
pour les matrices de Birkhoff tordues et les résidus de leurs dérivées logarith-
miques. Les équations q-hypergéométriques fournissent à nouveau une famille
d’exemples intéressants, pour laquelle des calculs explicites sont possibles (au
moins pour des paramètres génériques). D. Sauzin et S. Marmi [MS03] ont
étudié la confluence d’équations du premier ordre non homogènes : ils ont mis
en évidence une intéressante propriété asymptotique de type Gevrey (lorsque
q tend vers un point de U \ U∞).

Revenons au cas |q| 6= 1. Nous espérons que les dérivées logarithmiques
P̆−1P̆ ′, introduites pour pallier l’absence de monodromie, pourront servir à
mieux comprendre de groupe tannakien de F . Il s’agirait d’en exhiber un
sous-groupe dense « aussi petit que possible » (penser au groupe fondamental
topologique dans le cas différentiel singulier régulier). On pourrait commencer
par supposer que P̆−1P̆ ′ n’a que des pôles simples sur C̃∗ (noter que cette
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propriété est stable par produit tensoriel) ; remarquons que dans ce cas ses
résidus sont à valeurs propres entières.

Une partie des questions précédentes se décline pour les équations aux
différences finies.





CHAPITRE III

Matrices de Birkhoff, résidus et rigidité pour les
équations aux q-différences

III.1. Introduction

Nous revenons dans ce chapitre sur les « singularités intermédiaires » des
équations aux q-différences, celles-là même qui sont au coeur de la section II.2.1.
Nous présentons le résultat de notre réflexion dans [11] sur la notion de rigidité
pour les équations aux q-différences.

Problème 2. Qu’est-ce que l’isomorphie locale et la rigidité pour les équations
aux q-différences ?

Notre travail sur cette question repose sur une variante du q-analogue de la
correspondance de Riemann-Hilbert évoqué dans la section II.2.1. Introduisons
la catégorie des triplets de connexion C dont les objets sont les triplets

(A(0), C, A(∞)) ∈ GLn(C)×GLn(M(C∗))×GLn(C)

tels que (σqC)A(0) = A(∞)C; l’entier n est la taille de (A(0), C, A(∞)). Ses
morphismes, d’un objet (A(0), C, A(∞)) de taille n vers un objet (B(0), D,B(∞))
de taille p, sont les couples

(S(0), S(∞)) ∈ Mp,n(C[z, z−1])×Mp,n(C[z, z−1])

tels que 
(σqS(0))A(0) = B(0)S(0)

(σqS(∞))A(∞) = B(∞)S(∞)

S(∞)C = DS(0).

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 25 (J. Sauloy [Sau03, Proposition 3.1.1.3]). La catégorie des mo-
dules aux q-différences singuliers réguliers F est équivalente à celle des triplets
de connexion C .

Dans ce chapitre, nous introduisons et étudions des notions d’isomorphie
locale et de rigidité basées sur le paradigme suivant :

– un objet χ = (A(0), C, A(∞)) de C est le recollement des données locales
A(0) et A(∞) via une « donnée de connexion globale », à savoir la matrice
de Birkhoff C ;

– nous voyons les résidus RessC (s ∈ C∗) comme des « données de connexion
locales ».

15
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L’emploi des résidus est partiellement motivé par les résultats de la sec-
tion II.2.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la section III.2, nous
définissons des notions d’isomorphie locale et de rigidité pour une classe
d’équations aux q-différences suffisamment régulières introduite dans la sec-
tion III.2.1. Dans la section III.3, nous donnons des caractérisations numé-
riques de ces notions de rigidité. La section III.4 a trait à la q-hypergéométrie
et à ses liens avec la rigidité ; nous y présentons notamment une caractérisation
« monodromique » des modules q-hypergéométriques.

Naturellement, les systèmes locaux rigides, et plus spécialement les travaux
de N. M. Katz [Kat96] et de K. Strambach et H. Völklein [SV99], nous ont
inspirés.

III.2. Isomorphie locale et rigidité

III.2.1. Les modules aux q-différences et les triplets de connexion
complètement singuliers réguliers. Nous ne travaillerons pas dans les ca-
tégories F et C toutes entières mais dans des ses sous-catégories pleines, dont
les objets ont des propriétés de régularité aux « singularités intermédiaires »
(pas uniquement en 0 et ∞ comme c’est classiquement le cas).

Définition 26 ([11, Definitions 8 and 10]). Nous notons Cc la sous-catégorie
pleine de C constituée des objets (A(0), C, A(∞)) tels que C a au plus des pôles
simples sur C∗. Nous notons Fc la sous-catégorie pleine de F correspondant
à Cc par le Théorème 25. Les objets de Cc et de Fc seront dits complètement
singuliers réguliers.

III.2.2. Isomorphie locale. Formalisons les idées présentées dans l’in-
troduction de ce chapitre.

Définition 27 (Isomorphie locale pour Cc, [11, Definition 12]). Soient χ =
(A(0), C, A(∞)) et χ′ = (B(0), D,B(∞)) des objets de Cc de taille n.

Nous dirons que χ et χ′ sont localement isomorphes si les propriétés sui-
vantes sont satisfaites :

(i) ∃S(0)
0 , S(∞)

∞ ∈ GLn(C[z, z−1]) tels que(σqS(0)
0 )A(0) = B(0)S

(0)
0

(σqS(∞)
∞ )A(∞) = B(∞)S(∞)

∞ ;

(ii) ∀u ∈ C∗, ∃S(0)
u , S(∞)

u ∈ GLn(C[z, z−1]) tels que
(σqS(0)

u )A(0) = B(0)S(0)
u

(σqS(∞)
u )A(∞) = B(∞)S(∞)

u

S(∞)
u (u)(ResuC) = (ResuD)S(0)

u (u).

Nous dirons que χ et χ′ sont faiblement localement isomorphes si les pro-
priétés suivantes sont satisfaites :

(i’) la propriété (i) ci-dessus est satisfaite ;
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(ii’) ∀u ∈ C∗, ∃S(0)
u , S(∞)

u ∈ GLn(C[z, z−1]) tels que

S(∞)
u (u)(ResuC) = (ResuD)S(0)

u (u)
i.e. rg ResuC = rg ResuD.

Définition 28 (Isomorphie locale pour Fc, [11, Definition 19]). Soient M et
N des objets de Fc et considérons des objets χM et χN de Cc leur correspon-
dant par le Théorème 25. Nous dirons queM et N sont localement isomorphes
(resp. faiblement localement isomorphes) si χM et χN le sont.

La définition précédente n’est pas ambiguë (c’est-à-dire est indépendante
du choix de χM et χN). Par ailleurs, les terminologies sont cohérentes ; en effet,
d’après [11, Proposition 13], nous avons (aussi bien dans Cc que dans Fc) « iso-
morphes ⇒ localement isomorphes ⇒ faiblement localement isomorphes ».
Notons également que les relations binaires « être localement isomorphes » et
« être faiblement localement isomorphes » sont des relations d’équivalence.

III.2.3. Rigidité. Nous avons introduit la notion de rigidité suivante.

Définition 29 (Rigidité, [11, Definitions 16 and 20]). Nous dirons qu’un ob-
jet χ de Cc est rigide (resp. fortement rigide) si tout objet de Cc localement
isomorphe (resp. faiblement localement isomorphe) à χ lui est isomorphe. La
définition de la rigidité pour les objets de Fc est similaire.

Ici aussi, les terminologies sont cohérentes ; en effet, en vertu de [11, Pro-
position 17], nous avons (aussi bien dans Cc que dans Fc) « fortement rigide
⇒ rigide ».

III.3. Caractérisation numérique de la rigidité

Commençons par introduire quelques notations. Nous dirons qu’un objet
χ = (A(0), C, A(∞)) de C est normalisé si les valeurs propres de A(0) et A(∞)

sont dans la couronne {z ∈ C∗ | |q| ≤ |z| < 1}. Pour tout A ∈ GLn(C), nous
notons Z(A) le centralisateur de A dans GLn(C) :

Z(A) = {X ∈ GLn(C) | XA = AX}.
Pour tout R ∈ Mn(C), nous considérons le groupe algébrique donné par

G(R) = {(X, Y ) ∈ Z(A(0))× Z(A(∞)) | Y R = RX}.
Nous avons obtenu la caractérisation numérique suivante de la rigidité.

Théorème 30 ([11, Theorem 28]). Soit χ = (A(0), C, A(∞)) un objet normalisé
et irréductible de Cc de taille n tel que qZ Sp(A(0)) ∩ qZ Sp(A(∞)) = ∅. Soient
s1, ..., sm les pôles de C dans un domaine fondamental de C∗ relativement à
l’action par multiplication de qZ et posons, pour tout i ∈ {1, ...,m}, Ressi C =
Ri. Alors :

i) ∑m
i=1 dimG(Ri) ≤ (m− 1)(dim Z(A(0)) + dim Z(A(∞))) + 1 ;

ii) χ est rigide si et seulement si ∑m
i=1 dimG(Ri) = (m−1)(dim Z(A(0)) +

dim Z(A(∞))) + 1.
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Nous avons également obtenu une caractérisation de la rigidité forte. Pour
tout R ∈ Mn(C), nous considérons le groupe algébrique donné par

H(R) = {(X, Y ) ∈ GLn(C)×GLn(C) | Y R = RX}.

Théorème 31 ([11, Theorem 29]). Nous reprenons les notations et hypothèses
du Théorème 30. Alors :

i) ∑m
i=1 dimH(Ri) ≤ 2mn2 − (dim Z(A(0)) + dim Z(A(∞))) + 1 ;

ii) χ est fortement rigide si et seulement si ∑m
i=1 dimH(Ri) = 2mn2 −

(dim Z(A(0)) + dim Z(A(∞))) + 1.

III.4. Équations q-hypergéométriques généralisées et rigidité

Définition 32 ([11, Definition 33]). Un objet de F est dit q-hypergéométrique
s’il est isomorphe au module q-hypergéométrique Hq(a; b;λ) (notation de la
section II.1) pour certains paramètres a ∈ (C∗)n, b ∈ (C∗)n et λ ∈ C∗. Un
objet de C est dit q-hypergéométrique s’il correspond par le Théorème 25 à un
objet q-hypergéométrique de F .

Les objets q-hypergéométriques sont complètement singuliers réguliers et
forment une famille d’objets rigides en vertu du

Théorème 33 ([11, Theorem 37]). Les objets q-hypergéométriques irréduc-
tibles (de C et de F ) sont fortement rigides.

Nous avons déduit de ce théorème la description « q-monodromique » sui-
vante des objets q-hypergéométriques.

Théorème 34 ([11, Theorem 37]). Soit χ = (A(0), C, A(∞)) un objet irréduc-
tible normalisé de C tel que qZ Sp(A(0)) ∩ qZ Sp(A(∞)) = ∅.

Alors χ est q-hypergéométrique si et seulement si les propriétés suivantes
sont satisfaites

1) les pôles de C sur C∗ sont simples et situés sur une q-spirale qZz0 ;
2) rg Resz0 C = 1.

Remarque 35. Il y a une relation simple entre les paramètres a, b et λ d’une
part et les valeurs propres de A(0), A(∞) et z0 d’autre part ; cf. [11, Theorem
37].

Nous avons décrit l’ensemble des résidus q-hypergéométriques à la singu-
larité intermédiaire.

Théorème 36 ([11, Theorem 40]). Soit χ = (A(0), C, A(∞)) un objet q-hyper-
géométrique normalisé irréductible de C de paramètres a, b et λ. Notons z0 =
(∏n

j=1
bj
q

)(λ∏n
i=1 ai)−1. Alors les pôles de C sur C∗ sont situés sur la q-spirale

qZz0 et nous avons décrit l’ensemble des résidus

{Resz0 D | (A(0), D,A(∞)) q-hypergéométrique de paramètres a, b et λ}.

Enfin, nous avons prouvé le résultat suivant :
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Proposition 37 ([11, Proposition 38]). Soit χ = (A(0), C, A(∞)) un objet
irréductible normalisé de Cc tel que qZ Sp(A(0)) ∩ qZ Sp(A(∞)) = ∅. Si A(0) et
A(∞) n’ont que des valeurs propres simples alors χ est fortement rigide si et
seulement s’il est q-hypergéométrique.

III.5. Perspectives

D’autres notions de rigidité semblent mériter une attention particulière ;
la section II.2 incite notamment à utiliser les résidus des dérivées logarith-
miques P̆−1P̆ ′ (où P̆ désigne une matrice de Birkhoff tordue comme dans la
section II.2). Rappelons que, d’après [Sau03, §3.2.1], la catégorie F des mo-
dules aux q-différences singuliers réguliers est équivalente à la catégorie B
dont les objets sont les triplets

(A(0), P, A(∞)) ∈ GLn(C)×GLn(M(C∗)σq)×GLn(C)
(l’entier n est la taille de (A(0), P, A(∞))) et dont les morphismes, d’un objet
(A(0), P, A(∞)) de taille n vers un objet (B(0), Q,B(∞)) de taille p, sont les
couples

(S(0), S(∞)) ∈ Mp,n(C)×Mp,n(C)
tels que 

S(0)A(0) = B(0)S(0)

S(∞)A(∞) = B(∞)S(∞)

S(∞)P = QS(0).

Nous avons désigné parM la matrice obtenue en ramenant les valeurs propres
de la matriceM ∈ GLn(C) dans la couronne {z ∈ C | |q| ≤ |z| < 1}. Nous no-
terons par P̆ la matrice de Birkhoff tordue associée à un objet (A(0), P, A(∞))
de B suivant [Sau03, §3.2.2.2]. Il serait intéressant d’étudier la notion sui-
vante :

Définition 38. Deux objets χ = (A(0), P, A(∞)) et χ′ = (B(0), Q,B(∞)) de B
seront dits localement isomorphes si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) A(0) et B(0), ainsi que A(∞) et B(∞), sont conjuguées ;
(ii) ∀j ∈ N∗, les coefficients de Taylor d’ordre −j de P̆−1P̆ ′ et de Q̆−1Q̆′,
en chacune de leurs singularités sur C̃∗, sont deux à deux conjugués.

Remarque 39. En considérant, pour chaque k ∈ N, la sous-catégorie pleine
de B formée des triplets (A(0), P, A(∞)) tels que P̆−1P̆ ′ a au plus un pôle
d’ordre k, on obtient une filtration de B par des sous-catégories stables par
produit tensoriel.

Une autre question importante concerne l’opération de convolution moyen-
ne introduite par N. M. Katz [Kat96] (puis reprise par M. Detweiller et S. Rei-
ter dans [DR00]) : admet-elle un q-analogue, adapté à une notion de rigidité
pour les q-différences, qui permettrait de générer les systèmes ou les triplets
de connexion irréductibles rigides ? En fait, un an et demi après la rédac-
tion de [11], nous avons pris (très partiellement) connaissance de la thèse
en cours de M. Yamaguchi sous la direction de H. Sakai. Celle-ci semble
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basée sur un « indice de rigidité » (résultant du calcul d’un nombre de pa-
ramètres accessoires -et non pas d’une propriété du type local/global- dont
il serait intéressant d’élucider le lien avec les formules de la section III.3)
et semble justement avoir pour ambition de développer une opération de q-
convolution moyenne. Malheureusement, les transparents d’un exposé de M.
Yamaguchi téléchargeables à l’adresse suivante http ://www.math.sci.osaka-
u.ac.jp/ohyama/RIMS2012/poster/yamaguchi.pdf sont la seule source tan-
gible à l’heure actuelle. Nous avons pour l’instant décidé de laisser de côté
la question de la q-convolution moyenne, afin de ne pas interférer avec les
travaux en cours de M. Yamaguchi.

Y a-t-il une extension de nos résultats au cas irrégulier ? Pour le cas dif-
férentiel, nous renvoyons aux travaux de S. Bloch et H. Esnault [BE04] et de
D. Aritkin [Ari10].

La question du comportement de la rigidité par confluence est naturelle.
Un module différentiel limite (lorsque q → 1) de modules aux q-différences
rigides est-il nécessairement rigide ?

Une question de nature plus arithmétique : l’approche de M. Huttner pour
la résolution de certains problèmes de Padé via la rigidité admet-elle un q-
analogue ?



CHAPITRE IV

Deux résultats galoisiens supplémentaires

IV.1. Lie-irréductibilité et p-courbures

Une conjecture formulée par A. Grothendieck prédit qu’une équation dif-
férentielle linéaire à coefficients dans Q(z) a une base de solutions algébriques
si et seulement si ses p-courbures sont nulles pour presque tout premier p.
Parmi les travaux en direction de cette conjecture, mentionnons ceux de D.
V. et G. V. Chudnovsky [CC85a ; CC85b], de N. M. Katz [Kat72 ; Kat82],
d’Y. André [And04] et de J.-B. Bost [Bos01]. Un q-analogue a été démontré
par L. Di Vizio [DV02].

Dans [5] nous avons prouvé le résultat suivant :

Théorème 40 ([5, Theorem 1]). Soit L un opérateur différentiel à coefficients
dans Q(z), irréductible sur Q(z). Supposons que l’ordre de L est premier et
que, pour une infinité de nombres premiers p, L a une réduction modulo p
nilpotente mais une p-courbure non nulle. Alors L est Lie-irréductible.

Ce théorème généralise un résultat de J. F. Voloch pour les opérateurs
d’ordre 2. En effet, dans ce cas le Théorème 40 est équivalent au résultat
suivant.

Théorème 41 (J. F. Voloch [Vol00]). Soit L un opérateur différentiel d’ordre
2 à coefficients dans Q(z), irréductible sur Q(z). Supposons que, pour une
infinité de nombres premiers p, L a une réduction modulo p nilpotente mais
une p-courbure non nulle. Alors le groupe de Galois de L sur Q(z) contient
SL2(Q).

IV.2. Variation des groupes de Galois d’équations aux différences
finies

Considérons un système aux différences finies paramétré
(S) Y (z − 1) = A(z, h)Y (z), A ∈ GLn(C(z, h)).

Soit Σ un sous-ensemble fini de C tel que (S) est spécialisable en tout h ∈
C \ Σ ; notons Gh le groupe de Galois sur C(z) de la spécialisation (Sh) de
(S) en h ∈ C \ Σ. Nous avons abordé dans [3] la question de la variation
de la dimension de Gh par le biais de méthodes transcendantes. Nous avons
démontré le résultat suivant :

Théorème 42 ([3, Theorem 5.1]). Supposons que, pour tout h ∈ C\Σ, (Sh) est
fuchsien non résonnant en ∞ et que les hypothèses techniques [3, Assumption
1, §4] sont satisfaites. Notons κ = maxh∈C\Σ dim(Gh). Alors dim(Gh) = κ
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pour tout h dans le complémentaire (dans C \ Σ) d’une partie discrète de
C \ Σ.

On a par exemple le corollaire suivant :

Corollaire 43 ([3, Corollary 5.2]). Nous reprenons les hypothèses du Théo-
rème 42. Si Gh = GLn(C) pour un certain h ∈ C\Σ alors Gh = GLn(C) pour
tout h dans le complémentaire (dans C \ Σ) d’une partie discrète de C \ Σ.

Nous utilisons notamment les séries de factorielles (qui permettent de re-
sommer les séries formelles intervenant dans la résolution des équations aux
différences finies fuchsiennes) et une description de l’algèbre de Lie de Gh à
l’aide des matrices de Birkhoff due à P. Etingof (communication privée).

La confluence des groupes de Galois est une motivation des travaux d’A.
Duval dans [Duv03 ; Duv04], de l’auteur dans [Roq06], et d’A. Duval et de l’au-
teur dans [DR08] ; voir aussi l’article de L. Di Vizio et C. Zhang [DVZ09]. Pour
un point de vue analytique sur la confluence des systèmes aux q-différences
vers les systèmes différentiels nous renvoyons aux travaux de J. Sauloy [Sau00 ;
Sau03]. Pour une étude algébrique très générale de la confluence des groupes
de Galois d’équations fonctionnelles, nous renvoyons au travail d’Y. André
[And01].



CHAPITRE V

Intégrabilité des systèmes dynamiques discrets

V.1. Introduction

Ce chapitre rend compte de nos travaux en collaboration avec G. Casale [2 ;
7] au sujet de l’intégrabilité des systèmes dynamiques discrets. Il y est question
d’intégrabilité

- au sens de Liouville (« existence de suffisamment d’intégrales premières
indépendantes et en involution ») dans un contexte symplectique dans
la section V.2 ;

- par des quadratures discrètes (« existence d’une solution générale ob-
tenue en résolvant une succession d’équations élémentaires ») dans la
section V.3.

Dans les deux cas, il s’agit de formuler des conditions nécessaires à l’intégra-
bilité exploitables dans la pratique.

Dans le contexte différentiel, la problématique de l’intégrabilité remonte
au moins au XVIII-ème siècle, avec en particulier la question de la stabilité
du système solaire en mécanique céleste. On doit notamment à S. Kowa-
levski [Kow89], H. Poincaré [Poi57] et S. L. Ziglin [Zig80] des conditions né-
cessaires à l’intégrabilité. La théorie de Galois différentielle, en liaison avec les
travaux de S. L. Ziglin, fut indépendamment introduite dans [MR89 ; MS94]
et dans [CR91] (voir aussi [CRS95 ; Bai+96]) avant que J. J. Morales et J.-P.
Ramis [MRR01] ne montrent que le groupe de Galois différentiel de l’équa-
tion variationnelle (normale) le long d’une solution particulière d’un système
hamiltonien intégrable est virtuellement abélien. Ce résultat a depuis connu
de nombreuses variantes et d’innombrables applications (voir par exemple
[MRRS07 ; MRR10 ; MP09]). Cette philosophie galoisienne est à la base de
notre travail. Rappelons que l’intégrabilité par quadratures discrètes des équa-
tions aux différences linéaires a été étudiée d’un point de vue galoisien par C.
H. Franke [Fra66 ; Fra74].

L’activité scientifique bouillonante autour des équations de Painlevé dis-
crètes a joué un rôle moteur dans notre travail ; l’application de nos critères
à ces équations est l’objet de la section V.4.

Terminons avec un bref interlude bibliographique. Le lecteur intéressé par
la question « Qu’est-ce qu’un système dynamique discret intégrable ? » pourra
consulter les articles de A. P. Veselov [Ves91b ; Ves91a] (il n’y a pas une notion
d’intégrabilité plus intéressante que les autres en toutes circonstances ; G. D.
Birkhoff [Bir66] écrivit à ce sujet « It is a well-known fact that for certain
problems, auxiliary analytic relations can be deduced by means of which the
solutions of the system of differential equations can be satisfactorily treated, in
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which case the system may be said integrable. When, however, one attempts to
formulate a precise definition of integrability, many possibility appear, each
with a certain intrinsic interest. »). Nous renvoyons également aux survols,
orientés vers les équations de Painlevé discrètes, de B. Grammaticos et A.
Ramani [GR00 ; GR04b] et de R. G. Halburd et R. J. Korhonen [HK07] ; à
notre connaissance, la seule approche systématique des équations de Painlevé
discrètes est celle de H. Sakai [Sak01] basée sur les travaux de M.-H. Saito et
H. Umemura [SU01]. Mentionnons enfin l’importante notion d’entropie algé-
brique telle que définie par M. P. Bellon et C.-M. Viallet [BV99] (voir aussi
l’article de J. Diller et C. Favre [DF01]) ; T. Takenawa [Tak01] a d’ailleurs
prouvé que l’entropie algébrique des équations de Painlevé discrètes de H.
Sakai est nulle.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la section V.2, nous
énonçons un critère de non intégrabilité au sens de Liouville. Dans la sec-
tion V.3, nous nous intéressons à l’intégrabilité par des quadratures discrètes.
Dans la section V.4, nous donnons des applications aux équations de Painlevé
discrètes.

V.2. Intégrabilité Liouvillienne

Notons V la variété algébrique complexe Am
C de dimension paire m = 2n

munie d’une forme symplectique ω. Nous nous intéressons dans cette section
à l’intégrabilité Liouvillienne d’une application rationnelle symplectique do-
minante

Φ : V 99K V.

Définition 44. L’application symplectique Φ est intégrable au sens de Liou-
ville si elle admet n intégrales premières rationnelles H1,...,Hn fonctionnelle-
ment indépendantes et en involution.

Rappellons que :
- une intégrale première rationnelle de Φ est une fonction rationnelle H ∈
C(V ) telle que H ◦ Φ = H ;

- H1,...,Hn sont fonctionnellement indépendantes si leurs différentielles
sont C-linéairement indépendantes en au moins un point de V (et donc
sur un ouvert Zariski-dense de V ) ;

- H1,...,Hn sont en involution si, pour tout i, j ∈ [[1, n]], le crochet de
Poisson de Hi et Hj est nul.

Remarque 45. En fait, les résultats de cette section sont valables dans le
cadre de l’intégrabilité « non commutative » de Fomenko-Mischenko [MF78]
(voir aussi [MW74 ; Bog96]) ; c’est le cadre de [2].

Décrivons à présent la condition nécessaire à l’intégrabilité Liouvillienne
dégagée dans [2].

Hypothèse 46. On suppose qu’il existe une application rationnelle

ι : P1(C) 99K V
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composable avec Φ telle que det ι∗DΦ 6= 0 et qu’il existe une transformation
de Moebius φ de P1(C) d’ordre infini telles que le diagramme suivant soit
commutatif

V
Φ //_____ V

P1(C)

ι

OO�
�
�

φ
// P1(C).

ι

OO�
�
�

On définit l’« équation variationnelle discrète » de Φ le long de ι par
(2) φY = (ι∗DΦ)Y.

Notre résultat principal s’énonce de la manière suivante :

Théorème 47 ([2]). Si Φ est intégrable au sens de Liouville alors le groupe
de Galois du système (2) (relativement au corps aux différences de base des
fonctions rationnelles sur P1(C) muni de φ) est virtuellement abélien 1.

Remarque 48. Nos méthodes ont été reprises par W. Li et S. Shi dans
[LS12].

V.3. Intégrabilité par quadratures discrètes

Passons à présent à l’intégrabilité par des quadratures discrètes de systèmes
rationnels d’équations aux différences finies ou aux q-différences non linéaires
de la forme

(3)


σy1 = E1(t, y1, y2, . . . , ym)
... ... ...

σym = Em(t, y1, y2, . . . , ym)
(où σ désigne la translation t 7→ t+ 1 ou la q-dilatation t 7→ qt). On suppose
que det

(
∂Ei
∂yj

)
1≤i,j≤m

6= 0.

Remarque 49. Si l’on préfère, on s’intéresse à l’application rationnelle as-
sociée

Φ : Am+1
C 99K Am+1

C
(t, y1, . . . , ym) 7→ (σ(t), E1(t, y1, ..., ym), . . . , Em(t, y1, ..., ym)) .

C. H. Franke a introduit une notion d’extension σ-Liouvillienne et a étudié
la signification galoisienne de la notion d’intégrabilité correspondante pour les
systèmes aux σ-différences linéaires.

Définition 50 (C. H. Franke [Fra66 ; Fra74])). Une extension aux différences
(K, σ) de (C(t), σ) est dite σ-Liouvillienne s’il existe une tour d’extensions
aux différences

(C(t), σ) = (K0, σ) ⊂ (K1, σ) ⊂ . . . ⊂ (Kn, σ) = (K, σ)
telle que, pour tout i ∈ {1, ..., n}, l’une des propriétés suivantes est satisfaite :

1. Un groupe algébrique est dit virtuellement abélien si sa composante neutre est
abélienne.
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– Ki/Ki−1 est algébrique,
– ∃ni ∈ N, ∃zi ∈ Ki, σnizi − zi ∈ Ki−1 et Ki = Ki−1(zi, σzi . . . , σni−1zi),
– ∃ni ∈ N, ∃zi ∈ Ki, σnizi

zi
∈ Ki−1 et Ki = Ki−1(zi, σzi . . . , σni−1zi).

Remarque 51. Il s’agit bien entendu d’une discrétisation de la notion d’ex-
tension Liouvillienne de la théorie différentielle.

On définit alors l’intégrabilité par des σ-quadratures de la manière sui-
vante.
Définition 52. Une solution (f1, ..., fm) de (3) est dite σ-Liouvillienne si
ses composantes appartiennent à une extension σ-Liouvillienne de (C(t), σ).
Le système (3) est dit intégrable par σ-quadratures s’il possède une solu-
tion σ-Liouvillienne (f1, . . . , fm) telle que C(t, f1, . . . , fm) est σ-isomorphe à
C(t, y1, . . . , ym) muni de la structure aux σ-différences induite par les équa-
tions (3).

Venons-en au critère de non-intégrabilité proposé dans [7]. Nous supposons
satisfaite l’Hypothèse 46 énoncée dans la section V.2 ; nous en reprenons les
notations (ι, φ, etc). On considère l’équation variationnelle discrète associée
(4) φY = ι∗(DΦ)Y.
Théorème 53 ([7]). Si (3) est intégrable par σ-quadratures alors le groupe
de Galois du système (4) (relativement au corps aux différences de base des
fonctions rationnelles sur P1(C) muni de φ) est virtuellement résoluble 2.

La démonstration utilise le groupoïde de Malgrange associé à Φ. Il s’agit
de prouver que le groupoïde de Φ contrôle le groupe de Galois de sa linéa-
risation (4). Le résultat découle ensuite du fait que le groupoïde de Φ est
infinitésimalement résoluble.

V.4. Applications à des équations de Painlevé discrètes

Dans ce qui suit, q désigne un nombre complexe non nul de norme 6= 1.
Théorème 54 ([7]). Le q-analogue suivant de l’équation de Painlevé I (qPA′7
dans la classification de H. Sakai [Sak01]) n’est pas intégrable par σq-quadra-
tures : 

y(qx) = 1− xz(x)
xy(x)(z(x)− 1)z(x)

z(qx) =
(

1− xz(x)
xy(x)(z(x)− 1)

)2

z(x).

La preuve donnée dans [7] est une application du Théorème 53 en prenant
ι(t) = (t2, q4/t, 1/t) et φ(t) = q2t avec q2 = q2

4 où q4 est une racine 4ème de q
dans C. L’équation variationnelle discrète correspondante est de la forme

(5) Y1(q2t) =
(
q 0
∗ A(t)

)
Y1(t) avec A(t) =

(−1
q2

−2t
q4(1−t)

−2
q3

4

−3t−1
q2(1−t)

)
.

2. Un groupe algébrique est dit virtuellement résoluble si sa composante neutre est
résoluble.
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Afin de prouver que le groupe de Galois de (5) n’est pas virtuellement réso-
luble, il suffit de prouver que celui de son sous-système
(6) Y (q2t) = A(t)Y (t)
ne l’est pas. On peut démontrer cette dernière propriété en remarquant que
derrière (6) se cache l’équation q2-hypergéométrique de paramètres (a, b; c, d) =
(1, 1;−q2,−1) dont le groupe de Galois est SL2(C) suivant nos travaux dans [1].

Remarque 55. S. Nishioka [Nis10 ; Nis11] a récemment prouvé l’irréductibi-
lité de certaines équations de Painlevé dont qPA′7. Notre approche de la non
intégrabilité est plus systématique.

Nous avons également montré le

Théorème 56 ([7]). Considérons a0, a1 ∈ C∗ tels que a0a1 6∈ −q−N. Le q-
analogue suivant de l’équation de Painlevé III n’est pas intégrable par σq-
quadratures :

(7)


y(qx) = 1

y(x)z(x)
1 + a0xz(x)
a0x+ z(x)

z(q−1x) = 1
y(x)z(x)

qa1x
−1 + y(x)

1 + qa1x−1y(x) .

V.5. Perspectives

Il serait intéressant d’appliquer nos critères de non intégrabilité dans d’au-
tres situations ; notamment à des systèmes dynamiques discrets laissant inva-
riants des courbes elliptiques. Cela incite à étudier les équations aux différences
linéaires sur les courbes elliptiques. Du point de vue galoisien, une première
étape serait d’élaborer un analogue de l’algorithme de Kovacic. L’étape sui-
vante, visant à calculer les groupes de Galois d’équations d’ordre plus élevé,
pourrait être de développer des algorithmes du type de ceux récemment pro-
posés par J.-A. Weil et A. Aparicio Monforte dans le cadre de la théorie de
Morales-Ramis usuelle ; cf. [AMW11 ; AMCW].

Les propriétés de non intégrabilité des équations de Painlevé discrètes peu-
vent-elles se déduire de celles des équations de Painlevé classiques ? Le théo-
rème de spécialisation d’Y. André [And01] dans le cas linéaire va dans ce
sens. D’ailleurs, la question peut se poser à l’intérieur même de la famille des
équations de Painlevé usuelles (via les confluences classiques des équations de
Painlevé ; l’équation de Painlevé I étant la plus dégénérée de toutes).





CHAPITRE VI

Applications miroir et équations hypergéométriques
généralisées

VI.1. Introduction

L’intérêt des mathématiciens pour la théorie de la symétrie miroir fut
attisé par la prédiction par P. Candelas, X. de la Ossa, P. Green and L.
Parkes [Can+91] du nombre (dans un sens convenable) de courbes rationnelles
de degré fixé sur une hypersurface quintique générique de P4(C). Leur travail
met en jeu la « coordonnée canonique » donnée par

q(z) = exp
(
G(z) + F (z) log(z)

F (z)

)
= z exp

(
G(z)
F (z)

)
avec

F (z) =
∞∑
k=0

(5k)!
k!5 zk, G(z) =

∞∑
k=1

(5k)!
k!5 (5H5k − 5Hk) zk

où Hn désigne le n-ième nombre harmonique. L’origine de F (z) et G(z) +
F (z) log(z) dans ce contexte est géométrique ; ce sont des solutions d’une
équation de Picard-Fuchs, explicitement donnée par l’équation hypergéomé-
trique généralisée(

δ4 − 5z(5δ + 1)(5δ + 2)(5δ + 3)(5δ + 4)
)
y = 0, δ = zd/dz.

Il est remarquable que les coefficients du développement de Taylor en 0 de
q(z) sont entiers :
(8) q(z) ∈ Z[[z]].
Il en va donc de même de ceux de son inverse (au sens de la composition),
l’« application miroir » z(q).

Remarque 57. Le lien de cette propriété d’intégralité avec les considérations
géométriques mentionnées plus haut passe par l’accouplement de Yukawa K(q)
donné par

K(q) = 5
1− 52z(q)

1
F (z(q))2

(
qz′(q)
z(q)

)3

∈ Q[[q]].

Considérons son développement en série de Lambert

K(q) = a0 +
∞∑
n=1

kn
qn

1− qn .

Puisque F (z) ∈ 1 + zZ[[z]] et z(q) ∈ q(1 + qZ[[q]]), on a K(q) ∈ Z[[q]] et
donc les coefficients kn sont des entiers. Ce sont ces coefficients qui ont une
interprétation géométrique.

29
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De nombreux auteurs ont cherché à étendre la propriété d’intégralité (8)
à des coordonnées canoniques et des applications miroir associées à d’autres
équations hypergéométriques généralisées. Introduisons la série hypergéomé-
trique généralisée

Fα;β (z) :=
+∞∑
k=0

(α)k
(β)k

zk ∈ C{z}

de paramètres α = (α1, ..., αn) ∈ Qn et β = (β1, ..., βn) ∈ (Q \ −N)n. Rap-
pelons que, pour tout t = (t1, ..., tn) ∈ Cn, les symboles de Pochhammer
(t)k := (t1)k · · · (tn)k sont donnés par (ti)0 = 1 et, pour k ∈ N∗, (ti)k =
ti(ti + 1) · · · (ti + k − 1). Introduisons également la série

Gα;β (z) =
+∞∑
k=1

(α)k
(β)k

(
n∑
i=1

Hk(βi)−
n∑
i=1

Hk(αi)
)
zk ∈ zC{z}

avec Hk(t) = ∑n−1
k=0

1
t+k .

Si une des coordonnées de β vaut 1 alors Fα;β (z) etGα;β (z)+Fα;β (z) log(z)
sont des solutions de l’opérateur hypergéométrique généralisé

Lα;β =
n∏
k=1

(δ + βk − 1)− z
n∏
k=1

(δ + αk), δ = z
d

dz
.

Définition 58. Définissons la coordonnée canonique qα;β (z) par

qα;β (z) = z exp
(
Gα;β (z)
Fα;β (z)

)
.

L’application miroir zα;β (q) est par définition l’inverse (pour la composition)
de qα;β (z).

Nous identifierons ces applications à leurs développements de Taylor en 0.

Enonçons un résultat dû à C. Krattenthaler and T. Rivoal, faisant suite
aux travaux de B. H. Lian et S.-T. Yau [LY96 ; LY98 ; LY03] et de W. Zudi-
lin [Zud02] notamment, et répondant à une conjecture formulée par ce dernier.

Définition 59. Nous dirons que α est R-partitionné si, à permutation près
des ses coordonnées, il est égal à la concaténation de ϕ(m)-uplets de la forme(
b
m

)
b∈[[1,m]],gcd(b,m)=1

avec m ∈ N∗ (ϕ désigne l’indicatrice d’Euler).

Théorème 60 (C. Krattenthaler et T. Rivoal [KR10, §1.2, Theorem 1]).
Supposons que α est R-partitionné et que β = 1n := (1, ..., 1). Alors
(9) C−1

α;1nqα;1n (Cα;1nz) ∈ Z[[q]]

pour une constante Cα;1n ∈ N∗ explicite 1 telle que Fα;1n (Cα;1nz) ∈ Z[[z]].

Remarque 61. Pour tout C ∈ N∗, on a
C−1qα;β (Cz) ∈ Z[[z]]⇔ C−1zα;β (Cq) ∈ Z[[q]].

1. Nous sommes volontairement peu précis au sujet de cette constante, pourtant impor-
tante, sur laquelle nous reviendrons en détail dans la section VI.3.



VI.2. COORDONNÉES CANONIQUES ET INTÉGRALITÉ 31

Mettons en exergue le fait que les travaux précédemment mentionnés s’ap-
puient tous sur les méthodes p-adiques introduites par B. Dwork dans [Dwo69 ;
Dwo73]. Nous y reviendrons dans la section VI.3.

Décrivons à présent le contenu de ce chapitre ; par soucis de clarté, nous
nous limitons au cas β = 1n 2 (pour le cas général, nous renvoyons directement
à [12], et aux travaux antérieurs d’E. Delaygue [Del12 ; Del11]). Dans la sec-
tion VI.2 nous achevons la classification des coordonnées canoniques qα;1n (z)
vérifiant une propriété d’intégralité du type (9). Dans la section VI.3, nous
raffinons et complétons une partie des travaux de B. Dwork dans [Dwo69 ;
Dwo73] (nous étendons notamment les résultats de B. Dwork aux « mauvais
premiers ») ; nous en déduisons une nouvelle propriété d’intégralité des coor-
données canoniques qα;1n (z), sans hypothèse sur α.

VI.2. Coordonnées canoniques qα;1n (z) et intégralité : classification

Le résultat suivant, que nous avons obtenu dans [10], clôt la classification
des coordonnées canoniques qα;1n (z), ou de façon équivalente des applications
miroir zα;1n (q), dont les coefficients de Taylor en 0 sont entiers (à renormali-
sation près) lorsque n ≥ 3.

Théorème 62 ([10, Corollary 5]). Soit α ∈ (Q∩]0, 1[)n avec n ≥ 3. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe C ∈ N∗ tel que C−1qα;1n (Cz) ∈ Z[[z]] ;
(ii) α est R-partitionné.

Remarque 63. Notons qu’une condition d’intégralité plus faible (du type in-
tégralité p-adique pour une infinité de nombres premiers dans certaines pro-
gressions arithmétiques) que celle requise par le (i) du Théorème 62 suffit ; cf.
[10, Theorem 4].

Ce résultat se traduit en termes monodromiques de la façon suivante.

Théorème 64. Soit α ∈ (Q∩]0, 1[)n avec n ≥ 3. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) il existe C ∈ N∗ tel que C−1qα;1n (Cz) ∈ Z[[z]] ;
(ii) le groupe de monodromie de Lα;1n est conjugué à un sous-groupe de

GLn(Z).

Démonstration. Compte tenu du Théorème 62, il s’agit de vérifier que
α ∈ (Q∩]0, 1[)n et β ∈ (Q∩]0, 1[)n sont R-partitionnés si et seulement si le
groupe de monodromie Γ de l’opérateur hypergéométrique généralisé Lα;β est
conjugué à un sous-groupe de GLn(Z).

2. La littérature parle du cas MUM en 0, c’est-à-dire à Monodromie Unipotente Maxi-
male en 0.
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D’après un théorème de Levelt [BH89, Theorem 3.5], Γ est engendré (re-
lativement à une base de solutions convenable) par

M0 :=


0 0 · · · 0 −A0
1 0 · · · 0 −A1
0 1 · · · 0 −A2
... ... ... ... ...
0 0 · · · 1 An−1

 et M∞ :=


0 0 · · · 0 −B0
1 0 · · · 0 −B1
0 1 · · · 0 −B2
... ... ... ... ...
0 0 · · · 1 Bn−1


oùXn+An−1X

n−1+· · ·+A0 = ∏n
k=1(X−e2πiαk) etXn+Bn−1X

n−1+· · ·+B0 =∏n
k=1(X − e2πiβk).
Si Γ est conjugué à un sous-groupe de GLn(Z) alors les polynômes ca-

ractéristiques χM0 = ∏n
k=1(X − e2πiαk) de M0 et χM∞ = ∏n

k=1(X − e2πiβk)
de M∞ sont à coefficients dans Q ; ce sont donc des produits de polynômes
cyclotomiques, ce qui revient à dire que α et β sont R-partitionnés.

Réciproquement, si α et β sont R-partitionnés alors χM0 et χM∞ sont
des produits de polynômes cyclotomiques. Ainsi les coefficients A0, ..., An−1
et B0, ..., Bn−1 sont entiers et A0, B0 ∈ {±1} et donc M0 et M∞ sont des
éléments de GLn(Z). �

Les ingrédients principaux de la démonstration du Théorème 62 sont :
- Le lemme de Dieudonné-Dwork ;
- Les travaux de B. Dwork [Dwo69 ; Dwo73] ;
- La théorie de Galois différentielle, et l’étude détaillée des équations hy-
pergéométriques généralisées par F. Beukers et G. Heckman [BH89] puis
par N. M. Katz [Kat90] (l’utilisation de la théorie de Galois différentielle
suit une suggestion de F. Beukers).

Les théorèmes précédents sont faux pour n = 2. Nous avons étudié en
détail ce cas dans [9] ; le résultat principal est :

Théorème 65 ([9, Theorem 3 et Section 4.2]). Considérons α ∈ Q2. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe C ∈ N∗ tel que C−1qα;12 (Cz) ∈ Z[[z]] ;
(ii) quitte à permutter les coordonnées de α, on a

α ∈ {(1/2, 1/2), (1/2, 1/3), (1/2, 2/3), (1/2, 1/4), (1/2, 3/4),
(1/2, 1/6), (1/2, 5/6), (1/3, 1/3), (1/3, 2/3), (1/3, 1/6), (1/3, 5/6),
(2/3, 2/3), (2/3, 1/6), (2/3, 5/6), (1/4, 1/4), (1/4, 3/4), (3/4, 3/4),
(1/6, 1/6), (1/6, 5/6), (5/6, 5/6), (1/8, 3/8), (1/8, 5/8), (3/8, 7/8),

(5/8, 7/8), (1/12, 5/12), (1/12, 7/12), (5/12, 11/12), (7/12, 11/12)}.
Ces cas sont d’origine modulaire.

VI.3. Congruences hypergéométriques et applications

Le point de départ du travail présenté dans cette section fut la recherche
d’une propriété d’intégralité des coordonnées canoniques au-delà du cas R-
partitionné ; nous y reviendrons en fin de section.
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Considérons à nouveau α = (α1, ..., αn) ∈ (Q∩]0, 1[)n. Notons di ∈ N∗ le
dénominateur de αi et d = ppcm(d1, ..., dn).

Nous avons déjà signalé que la plupart des démonstrations des résultats
d’intégralité des applications miroir zα;1n (q) sont basées sur les méthodes p-
adiques de B. Dwork [Dwo69 ; Dwo73]. Leur point de départ est le lemme de
Dieudonné-Dwork selon lequel, pour tout nombre premier p, la propriété

C−1
α;1nqα;1n (Cα;1nz) = z exp

(
Gα;1n (Cα;1nz)
Fα;1n (Cα;1nz)

)
∈ Zp[[z]]

est équivalente à

(10) Gα;1n (Cα;1nz
p)

Fα;1n (Cα;1nz
p) − p

Gα;1n (Cα;1nz)
Fα;1n (Cα;1nz) ∈ pZp[[z]].

Lorsque α est R-partitionné et que α ∈ Znp , la propriété (10) est un cas
particulier du [Dwo73, Theorem 4.1] dû à B. Dwork. La nouveauté du Théo-
rème 60 obtenu par C. Krattenthaler et T. Rivoal est donc l’extension de cette
propriété, lorsque α est R-partitionné, aux premiers p tels que α 6∈ Znp .

Dans [12], nous avons étendu ces congruences au-delà du cas R-partitionné,
en collaboration avec E. Delaygue et T. Rivoal. Il faut en premier lieu définir
la constante Cα;1n en toute généralité.

Définition 66 ([12]). On définit la constante Cα;1n par
Cα;1n := min{C ∈ N∗ | Fα;1n (Cz) ∈ Z[[z]]}.

Théorème 67 ([12]). On a

Cα;1n =
(

n∏
i=1

di

)∏
p|d
p
−
⌊
λp(α,1n)
p−1

⌋
où λ(α,1n) = ]{1 ≤ i ≤ n | αi ∈ Zp} − n.

Remarque 68. Lorsque α est R-partitionné, on retrouve la constante Cα;1n
intervenant dans l’énoncé du Théorème 60.

Afin d’énoncer notre résultat principal, nous introduisons quelques nota-
tions.

Soient p un nombre premier, ν la valuation p-adique de d et D := dp−ν ∈
N. Pour tout t ∈ {1, ..., d} premier avec d, on note t(1) l’unique élément de
{1, ..., d} relativement premier à d tel que

t(1) ≡ t mod pν et pt(1) ≡ t mod D.

Soit b ∈ {1, ..., D} relativement premier à D. Introduisons l’ensemble
Ωb = {t ∈ {1, ..., d} | gcd(t, d) = 1 et t ≡ b mod D},

ainsi que les Zp-algèbres

Ab = {f : Ωb → Zp | ∀m ≥ 0,∀t1, t2 ∈ Ωb,

(t1 ≡ t2 mod pm ⇒ f(t1) ≡ f(t2) mod pmZp)}
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et

A∗b = {f : Ωb → Zp | ∀m ≥ 0,∀t1, t2 ∈ Ωb,

(t1 ≡ t2 mod pm ⇒ f(t1) ≡ f(t2) mod pm−1Zp)}.
Nous noterons {x} la partie factionnaire de x ∈ R et, pour x = (x1, ..., xn) ∈

Rn, nous noterons {x} = ({x1}, ..., {xn}).
Théorème 69 ([12]). Il existe une suite (Rk,b)k≥0 d’éléments de A∗b telle que,
pour tout t ∈ Ωb,

(11)
G{t(1)α};1n (Cα;1nz

p)
F{t(1)α};1n (Cα;1nz

p) − p
G{tα};1n (Cα;1nz)
F{tα};1n (Cα;1nz) = p

∞∑
k=0

Rk,b(t)zk.

De plus, si p divise d alors Rk,b ∈ p−1−bλ(α,1n)/(p−1)cAb (notons que λ(α,1n) ≤
−1 si bien que p−1−bλ(α,1n)/(p−1)cAb ⊂ Ab).

La démonstration de ce résultat est trop longue et technique pour être
abordée dans ce mémoire ; donnons plutôt quelques conséquences du Théo-
rème 69.

Notons que si α est R-partitionné alors
{
t(1)α

}
, {tα} et α coïncident à

permutation de leurs coordonnées près ; on déduit donc du Théorème 69 le
Corollaire 70. Si α est R-partitionné alors

Gα;1n (Cα;1nz
p)

Fα;1n (Cα;1nz
p) − p

Gα;1n (Cα;1nz)
Fα;1n (Cα;1nz) ∈ pZp[[z]].

On retrouve ainsi le résultat principal de C. Krattenthaler and T. Ri-
voal [KR10, §1.2, Theorem 1] déjà mentionné.

Plus généralement, on a le
Corollaire 71. Pour tout t ∈ {1, ..., d} premier avec d, nous avons

(12)
G{t(1)α};1n (Cα;1nz

p)
F{t(1)α};1n (Cα;1nz

p) − p
G{tα};1n (Cα;1nz)
F{tα};1n (Cα;1nz) ∈ pZp[[z]]

Ce résultat complète ceux de B. Dwork [Dwo69 ; Dwo73], qui a traité le
cas α ∈ Znp .

En guise de dernier corollaire, nous donnons la nouvelle propriété d’inté-
gralité des applications miroir évoquée en début de section. Nous introduisons

q̃α;1n (z) = z

 ∏
1≤r≤d

pgcd(r,d)=1

z−1q{rα};1n (z)


1/d∗

où d∗ = d
∏
p|d p

−2−
⌊
λp(α,1n)
p−1

⌋
∈ N∗. Le Théorème 69 combiné au lemme de

Dieudonné-Dwork implique :
Corollaire 72 ([12]). Pour tout α ∈ (Q∩]0, 1[)n, on a

C−1
α;1n q̃α;1n (Cα;1nz) ∈ Z[[z]].



VI.4. PERSPECTIVES 35

VI.4. Perspectives

De nombreuses questions arithmétiques se posent naturellement. Considé-
rons par exemple y(z) ∈ zQ[[z]] solution d’une équation différentielle linéaire
d’ordre n à coefficients dans Q(z) telle que ey(z) ∈ Z[[z]]. Que peut-on dire de
l’opérateur différentiel minimal L de y(z) ? Cette question s’inspire naturel-
lement de la théorie des G- et E-fonctions (ou plus généralement des séries
Gevrey arithmétiques d’Y. André). Notons que si y(z) a un rayon de conver-
gence non nul alors L est un G-opérateur (prendre la dérivée logarithmique
de ey(z)).

Même question en remplaçant y(z) par un quotient de solutions (compte-
tenu de la nature projective de la question, on peut au mieux s’attendre à des
propriétés de régularité d’un certain L⊗ s).

Nous nous sommes intéressés au quotient des « deux premières » solutions
des équations hypergéométriques généralisées ; que peut-on dire des autres ?

Nous avons rencontré des coefficients de Taylor entiers. Ont-ils une inter-
prétration combinatoire, géométrique ?

Enfin, y a-t-il un lien entre intégralité et modularité (dans un sens conve-
nable) lorsque n > 3 ?





CHAPITRE VII

Modularité et convergence de la série
Φ(α) = ∑∞

m=1
1
m2 sin(2πm2α) cot(πmα)

VII.1. Introduction

Ce chapitre est un rapport concis de mon travail [8] en collaboration avec
T. Rivoal au sujet de la série

(13) Φ(α) =
∞∑
m=1

1
m2 sin(2πm2α) cot(πmα), α ∈ R

(dont le terme général doit être compris comme l’évaluation en α de la fonc-
tion entière sin(2πm2z) cot(πmz)/m2). Cette série est une brique de base
dans l’étude de la répartition des parties fractionnaires ({kα})k∈N entreprise
dans [Riv11] 1.

La question de la convergence de Φ(α) est à l’origine de notre travail ; nous
partions des faits suivants :

i) Φ(α) diverge pour tout rationnel α ∈]0, 1[ ;
ii) Φ(α) converge absolument si α ∈]0, 1[ est un irrationnel vérifiant la
condition de Brjuno, dont on rappelle la définition :

Définition 73. Soit α un nombre réel irrationnel dont on note par qj ∈ N∗ le
dénominateur de la j-ème réduite. On dit que α vérifie la condition de Brjuno
si

(14)
∞∑
j=0

log(qj+1)
qj

<∞.

Seuls les nombres de Liouville sont susceptibles de ne pas jouir de la condition
de Brjuno, qui est donc une condition presque sûre.

La démonstration de i) est donnée dans [8], celle de ii) l’est dans [Riv11] 2

(et repose sur l’inégalité |sin(2πm2α) cot(πmα)| � ||m2α||
||mα|| , où || · || désigne la

fonction « distance à Z », jointe à des estimations des sommes∑N
m=1

||m2α||
m2||mα|| en

1. La série intervenant dans [Riv11] est en fait celle de terme général
1

m2

∑m
k=1 cos(2πkmα). Son lien avec Φ(α) est donné par

1
m2

m∑
k=1

cos(2πkmα) = sin(2πm2α) cot(πmα)
2m2 − sin(πm2α)2

m2 .

Tout résultat de convergence pour l’une vaut donc pour l’autre.
2. Dans [Riv10] la condition de convergence absolue est énoncée de la manière suivante :∑

j
log(max(qj+1/qj ,qj))

qj
< ∞. Elle est en fait équivalente à celle de Brujno ; cela résulte de

l’encadrement qj+1/qj ≤ max(qj+1/qj , qj) ≤ 2qj+1 et du fait que
∑

j log(qj)/qj converge.
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fonction du développement en fraction continue de α inspirées par les travaux
de A. H. Kruse [Kru66] ; voir aussi [Riv10]).

Reste la question suivante : quelle est la nature de Φ(α) pour des irra-
tionnels α ne satisfaisant pas la condition de Brujno ? Nous avons apporté
une réponse complète à cette question dans [8]. Notre solution passe par une
propriété de quasi-modularité de Φ, qui présente un intérêt en soi et qui est
à rapprocher de l’idée sous-jacente aux quantum modular forms de D. Za-
gier [Zag10].

VII.2. Quasi-modularité de Φ

Nous allons formaliser l’idée que Φ possède la propriété de quasi-modul-
arité suivante (énoncée en termes des générateurs classiques du groupe mo-
dulaire) : « les fonctions Φ(α)−Φ(α+ 1) et Φ(α)−αΦ(−1/α) se comportent
mieux que Φ(α) ». La première propriété est évidente compte tenu de la 1-
périodicité de Φ(α). Attardons-nous sur la seconde.

Considérons la suite de fonctions (ΩN : R→ R)N≥0 définie par

ΩN(α) = ΦN(α)− αΦbαNc(−1/α)

où

Φk(α) =
k∑

m=1

sin(2πm2α) cot(πmα)
m2

est la k-ème somme partielle de Φ(α). Nous avons noté b·c la fonction « partie
entière ».

La propriété ii) énoncée dans la section VII.1 montre que (ΩN)N≥0 converge
simplement sur un sous-ensemble de mesure pleine de ]0, 1], mais rien n’in-
dique a priori sa convergence sur ]0, 1] tout entier (rappelons que Φ(α) diverge
si α est rationnel). La propriété de quasi-modularité suivante est donc remar-
quable :

Théorème 74 ([8, Theorem 1]). La suite de fonctions (ΩN)N≥0 converge
simplement sur ]0, 1] ; on note Ω sa limite. Plus précisément,

(15) ΩN(α) = 1
πα

N∑
m=1

sin(2πm2α)
m3 +GN(α)

où (GN)N≥0 a une limite simple G sur [0, 1] et |GN(α)| est borné par une
constante absolue (i.e. indépendante de α ∈ [0, 1] et de N ≥ 1).

La démonstration de ce résultat repose sur une expression alternative de
ΩN(α) et conduit à des « formules explicites » pour G(α) and Ω(α), mais leur
étude est difficile. Nous conjecturons la propriété suivante :

Conjecture 75 ([8, Conjecture 1]). La fonction G est continue sur [0, 1].

Ainsi Ω est plus régulière que Φ : c’est la philosophie des quantum modular
forms de D. Zagier [Zag10]. Pour d’autres phénomènes de quasi-modularité,
nous invitons le lecteur à consulter [BD+05 ; BM10 ; BC ; Riv12 ; Zag10].
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VII.3. Convergence de Φ et condition de Brjuno

Nous avons prouvé le résultat suivant :

Théorème 76 ([8, Theorem 2]). Pour α ∈]0, 1[, la série Φ(α) converge si et
seulement si α est un irrationnel vérifiant la condition de Brjuno. De plus, si
Φ(α) converge alors on a

(16) Φ(α) =
∞∑
j=0

αT (α) · · ·T j−1(α)Ω(T j(α))

où T désigne l’application de Gauss définie par T (α) = {1/α}.

Indiquons succinctement la façon dont intervient le Théorème 74 dans la
preuve du Théorème 76. Par définition de ΩN , on a :

ΦN(α) = αΦbαNc(T (α)) + ΩN(α).(17)
En itérant cette égalité, on obtient

ΦN(α) =
`N (α)∑
j=0

αT (α) · · ·T j−1(α)Ωb···bbNαcT (α)c···T j−1(α)c(T j(α))(18)

où l’entier `N(α) est défini par

`N(α) = min{j ∈ N |
⌊
· · · bbNαcT (α)c · · ·T j(α)

⌋
= 0}

(par convention, αT (α) · · ·T j−1(α) = 1 et b· · · bbNαcT (α)c · · ·T j−1(α)c = N
lorsque j = 0). La démonstration du Théorème 76, basée sur l’égalité (18)
et sur le Théorème 74, étant très technique, nous n’en dirons pas plus et
renvoyons à [8] pour les détails.

Mentionnons enfin le

Corollaire 77 ([8, Corollary 1]). La série Φ(α) converge si et seulement si
elle converge absolument.

VII.4. Perspectives

Notons H le demi-plan de Poincaré constitué des nombres complexes de
partie imaginaire > 0. Les intégrales de Mordell données, pour z ∈ C et τ ∈ H,
par

h(z, τ) =
∫
R

eπiτx
2−2πzx

cosh πx dx

entretiennent un lien étroit avec les sommes de Lerch données, pour τ ∈ H,
u ∈ C \ (Zτ + Z)) et v ∈ C, par

∑
n∈Z

(−1)neπi(n2+n)τ+2πinv

1− e2πinτ+2πiu .

En effet, notons ϑ(z; τ) la fonction thêta de Jacobi définie, pour z ∈ C et
τ ∈ H, par

ϑ(z; τ) =
∑

ν∈1/2+Z
eπiν

2τ+2πiν(z+1/2)
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et introduisons la fonction µ(u, v; τ) définie, pour u, v ∈ C\(Zτ+Z) et τ ∈ H,
par

µ(u, v; τ) = eπiu

ϑ(v, τ)
∑
n∈Z

(−1)neπi(n2+n)τ+2πinv

1− e2πinτ+2πiu .

Alors, on a
1√
−iτ

eπi(u−v)2/τµ(u/τ, v/τ ;−1/τ) + µ(u, v; τ) = 1
2ih(u− v; τ);

voir [Mor20 ; Mor33 ; Zwe02]. Or Φ(α) s’exprime formellement comme une
combinaison linéaire des séries

∞∑
n=1

1
n2
e2πi(±n2±n)α

1− e2πinα .

Les séries
∞∑
n=1

e2πi(±n2±n)α

1− e2πinα .

(ou des combinaisons linéaires de celles-ci) font penser à de « fausses sommes
de Lerch » par analogie avec les « fausses fonctions thêta ». Ces séries possèdent-
elles d’intéressantes propriétés, notamment modulaires ? Sont-elles liées à des
variantes des intégrales de Mordell ?

Passons à un problème concernant le développement en série de Fourier
formel de Φ(α) ; celui-ci est donné par

S(Φ)(α) = π2

12 +
∞∑
n=1

2φn
n2 cos(2πnα)

où

φn =
∑
d|n

1≤d≤
√
n

d2 − n

2 si n est un carré, φn =
∑
d|n

1≤d≤
√
n

d2 sinon.

Dans l’esprit des problèmes « de type Davenport » (cf. [BT04 ; Mar07]), il
est naturel d’étudier la convergence de S(Φ)(α) 3 et de la comparer à Φ(α).
Il est prouvé dans [Riv11] que S(Φ)(α) et Φ(α) convergent et coïncident si∑∞
j=0 qj+1/q

2
j < ∞, ce qui est une condition presque sûre mais plus forte que

celle de Brjuno.
Mentionnons que la série

∞∑
m=1

sin(2πm2α) cot(πmα)
ms

pour s ∈]1, 2[ est en cours d’étude par I. Petrykiewicz.
On peut également s’intéresser à des séries entières dont le comportement

dépend de la nature diophantienne d’un paramètre réel α. Il est par exemple

3. Puisque Φ ∈ L2(0, 1), S(Φ) converge vers Φ presque partout d’après le théorème de
Carleson.
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possible de donner une expression alternative de la série entière (liée aux
polylogarithmes)

(19)
∞∑
m=1

cot(πmα)z
m

ms

en termes du développement en fraction continue de α, ceci pour tout z ≥ 0
à l’intérieur du disque de convergence de (19) ; c’est un travail en commun
avec T. Rivoal inspiré par [Riv12 ; 8]. Cela peut-il être exploité pour étu-
dier le comportement de (19) lorsque z > 0 tend vers le bord du disque de
convergence ?
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