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TD N°8 - Actions de groupes

GxFE—F

Exo 1. Dans les cas suivants, ’application est-elle
(9,%) — g-a

une action de G sur £ 7

1) G=Z,E=R, nx=z+n;

2) G=7Z,F =R, nz=nx;

3) G=Z,FE =R, naz=2"zx;

4) G=1/2Z E =R, mz=(-1)"z;

5 G=17/6Z, E=C,mz=j"zouj=e¥/3,
6) G=6(X),E=FXR),of=foo;

) G=6(X), E=F(X,R),0-f=foo .

GL(R") x R" —s R"
(f,z) — f(z).

1)  Montrer que 'on définit ainsi une action de GL(R™) sur R".

Exo 2. On considere 'application

2) Cette action est-elle transitive ?

3) Décrire les orbites.

4) Pour n = 2, décrire le stabilisateur de (é) , puis de (}) .

Exo 3. On se place dans l'espace euclidien R3. Soit T' 'ensemble des
sommets d'un tétraedre régulier centré en l'origine. Soit G I’ensemble
des isométries vectorielles qui laissent 1" globalement invariant.

1) Montrer que G agit transitivement sur 7" et étudier le stabilisateur
d’'un sommet.

2) En déduire que G est fini, et donner son cardinal.

3) Montrer que G est isomorphe a Gy.

4) Retrouver ce résultat en utilisant le fait que &, est engendré par
ses transpositions.

Exo 4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble FE.

1)  On suppose que |G| = 156, et qu’il existe un x € F avec un
stabilisateur d’ordre 12. Quel est le cardinal de 'orbite de =7

2)  On suppose que card(E) = 108 et |G| = 143. Montrer que G fixe
au moins un point de E.

3) On suppose que card(E) = 17 et |G| = 15. On suppose que G agit
sans point fixe. Déterminer le nombre d’orbites et leurs cardinaux.
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4) On suppose que card(E) = 27 et |G| = 63. L’action de G peut-elle
étre transitive ?

Exo 5. Soit p un nombre premier, et soit G un groupe fini d’ordre p?.
1) Montrer que Z(G) est d’ordre p ou p?.

2) On suppose que |Z(G)| = p. Soit x € G\ Z(G).

2.a) On fait agir G sur lui-méme par conjugaison. Montrer que = €
Stabg (), puis que Z(G) C Stabg(x).

2.b) En déduire que Stabg(z) = G, puis une contradiction.
On a donc |Z(G)| = p*.

3) Montrer que G est commutatif.

4) Montrer que G est isomorphe & Z/p*Z ou Z/pZ x 7] pZ.

Exo 6. Soit p un nombre premier fixé, et soit n > 1 un entier. Soit G
un groupe d’ordre n, et soit

E={(g1,---,9p) €G" | g1---9p = 1}
1) Quel est le cardinal de E'?
2) Montrer que tout sous-groupe H de &, agit sur G” par
Hx Gl — G?
(7 (g1, -, 9p)) ¥ (Gr101), -+, Gr1m)-
Soit o =(1pp—1---2), et soit H = (o).

3) Vérifier que 'action de H sur GP se restreint en une action de H
sur E.

4)  Quels sont les cardinaux possibles d’une orbite de E sous l'action
de H 7?7 Décrire toutes les orbites a 1 élément. Montrer qu’il existe au
moins une orbite a 1 élément.

5) On suppose que p 1t n. Montrer que G n’a pas d’élément d’ordre p,
et en déduire qu’il n’y a qu'une seule orbite a un élément. En déduire
que n?~!' =1 mod p.

6) On suppose que p | n. Montrer qu’il y a au moins deux orbites a
un élément. En déduire que G possede au moins un élément d’ordre p.



