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Feuille 2 : dualité, réduction de Gauss, quadriques

Dans la feuille on note R, [X] 'espace vectoriel des polynémes de degré au plus n.

Exercice 1 Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de K™ (K = R ou C), et [ € (K™)*. Pour
tout ¢ dans {1,...,n}, on pose l(e;) = a;.

Montrer que [ est la forme linéaire = — z1a1 +...z,a,. Montrer que les coordonnées de [ dans
la base duale B* = (e],...,e}) sont (ai,...,an).

Exercice 2 Dans E = Ry[X], on considere la famille B = ((X —1)%, X —1,1).

(a) Montrer que B est une base de V et donner les coordonnées du polynéme a + bX + cX?
dans cette base.

(b) Déterminer B* la base duale de B.
Exercice 3 Montrer que les formes linéaires
li: (v,y,2) = x+2y+ 2z, lo: (z,y,2) = 204+ 3y + 3z et l3: (z,y,2) — 3z + Ty + 2
forment une base B’ du dual de R? et trouver la base de R? dont B’ est la base duale.

Exercice 4 Soient ay,...,a, des réels distincts.

(a) Montrer que les applications l;: P — P(a;), i = 0,...,n, forment une famille libre de
formes linéaires sur R, [X].

(b) Montrer qu'il existe des réels by, . .., b, uniques tels que pour tout P dans R, [X] on a

/ " Pt = boPag) + - + b Plan)
0

Expliciter les b; dans le casn =2, ag = —1, a1 =0, ag = 2.
(c) Déterminer la base (P, ..., P,) de R,[X] dont (l,...,l,) est la base duale.
Exercice 5 Soient u: £ — F et v: F' — G deux applications linéaires.
(a) Montrer que 'application duale de v o u est u* o v*.

(b) On suppose u bijective. Montrer que sa duale l'est aussi, d’inverse la duale de u~!.

Exercice 6 On considére ’endomorphisme v de E = R3[X] donné par P(X) — P(X +1). On
note B la base (1, X, X2, X3) de E.

(a) Donner la matrice de I’endomorphisme dual v* dans la base duale B* = (e},--- ,€}) de

B.

(b) Pour 1 <i <4, on note [; la forme linéaire sur E qui associe a P la i®™me coordonnée de
u(P) dans la base B. La famille (/;); est-elle libre? Donner les coordonnées des /; dans
B*.



Exercice 7 Soit la forme quadratique définie sur R? par :
q(z) = ba? + 2x129 + 3.

Décomposer ¢ en somme de carrés indépendants suivant la méthode de Gauss. En déduire une
base g-orthogonale et la signature de q.

Exercice 8 Mémes questions avec la forme quadratique définie sur R3 par :

q(z) = (z1 4 20 + 23)3 + (21 + 220 + 23)2 + (21 + 23)°%.

Exercice 9 En appliquant la méthode de Gauss, donner la signature des formes quadratiques
suivantes :

Vz € R?, q1(z)

Vi € R3, @2(zr) = Trixe+ 8r1w3 + 42923

Vr € R3, g3(x) = 323 4 23 + 2x120 — 3wox3 + 422
VP € Ro[X], q@(P) = P(2)P(1)+ P(1)P(0)

2 2
= 27— 225+ 2173 + T273

Exercice 10 Déterminer la signature des formes quadratiques suivantes, définies sur R" :

q(z) = > (i+j— Dz,

ihj
@(r) = Zinf(i,j)xixj
2%
g3(z) = Zsin(ai + oj)xxy, avec (aq,...,0p) € R
2%
u() = ) (w— ;)
1<j

Exercice 11 On considére sur R, [X] la forme quadratique

1
q(P) :/0 P(x)P'(z) dx.

Déterminer une base g-orthogonale de la forme polaire de ¢, et en déduire la signature de q.

Exercice 12 (Signature de A’-A) Soit A € M,, ,(R).
(a) Montrer que A- A est la matrice d'une forme quadratique positive sur R?.

(b) Déterminer sa signature en fonction de rgA.

Exercice 13 Soit £ = R" et ¢1,fy € E* deux formes linéaires non nulles sur £. On considere
I’application ¢ : £ — R définie par

q(z) = b(x)l2(z).



(a) Montrer que ¢ est une forme quadratique sur E, de noyau E+ = ker(¢1) N ker(¢2) (on
pourra discuter selon que ker(¢;) = ker(¢2) ou non)

(b) Déterminer les signatures possibles pour g.

Exercice 14 (Rang d’une décomposition en carrés) Soit ¢ une forme quadratique sur un es-
pace vectoriel E de dimension finie et fi,..., f, des formes linéaires sur F, a1,...,qp € R tels
que

g=onfi+-+opfy

Montrer que rg(f1,..., fp) > rg(q).

Exercice 15 Déterminer et représenter les solutions (z,y) € R? des équations suivantes :
4oy +yt=1

2’ +day+y? =1

2 try+yi+1=-1

22 -2y +y? =1

Exercice 16 Soit ¢ la forme quadratique définie sur R? par ¢(z,y) = 322 — 10zy + 1992

1. Décomposer ¢ en carrés, c’est-a-dire trouver une base de R? telle que dans les nouvelles
coordonnées (X,Y) on ait ¢ = X2 + Y2

2. Grace a ce changement de coordonnées, calculer I'intégrale double A = [ fq(x <1 dxdy.

3. Quelle aire est calculée par cette intégrale ?

Exercice 17 (courbe paramétrée)
Montrer que le support de la courbe z = cost, y = cost + sint est une ellipse, & déterminer.

Exercice 18 Déterminer la nature des solutions (z,vy,2) € R? des équations suivantes :
(a) 2% + 9y + 422 — 62y — 12yz + 42z +4 = 0.
(b) 22 —2y? — 22 + 212 —4yz +3 = 0.
(c) 222+ 2% + 22 + 222 — 2yz+ 4 — 2y — 2+ 3 =0.
(d) zy+zz+yz+1=0.

)
)
)
)
)
)
)
)

(e) 222 +2y% — 22 + 5ay —yz + 22 = 0.

(f) zy+yz=1.

(g) 22 +9?2 +22 -2y + 2224+ 3r—y+2+1=0.

h) @E-y)ly-—2)+W-2)E-2)+E-2)(r-y) +(@-y) =0



Exercice 19 (Quizz sur les formes quadratiques 1l) Répondre par OUT ou par NON aux ques-
tions suivantes et justifier la réponse par une démonstration ou un contre-exemple, selon le cas.
Dans ce qui suivra, E est un K-espace vectoriel et K = R, C.

1. Supposons que g n’a pas de vecteur isotrope. Alors ¢ ou —q est définie positive.

2. Soit ¢ une forme quadratique sur R? telle qu'il existe deux droites d; et da en somme directe
telles que ¢ soit définie positive sur dj et sur dy. Alors ¢ est définie positive.

3. Soit g une forme quadratique sur R? telle qu’il existe deux droites d; et dy en somme directe
telles que ¢ soit définie positive sur d; et définie négative sur dy. Alors ¢ est de signature (1,1).

4.  La somme de deux formes quadratiques de signature (1,1) est une forme quadratique de
signature (1,1).

5. Soient ¢ et ¢’ deux formes quadratiques sur R™ ayant la méme signature. Alors il existe des
bases B et B’ telles que Matg(q) = Matg (q').

6. Soient ¢ et ¢’ deux formes quadratiques sur R" telles qu’il existe des bases B et B’ avec
Matp(q) = Matg (q'). Alors g et ¢’ ont la méme signature.

7. La signature de la forme quadratique (z — y)? + (y — 2)? + (2 — )2 sur R? est (3,0).

Exercice 20 (Extrait du CC1 2012) Soit E = R, [X] l'espace vectoriel des polynémes de degré
<n. Pour P,Q € F, on définit

1
o(P,Q) :/0 P'(H)Q'(t) dt.

1) Vérifier que ¢ définit une forme bilinéaire symétrique positive sur E.
On note ¢q la forme quadratique associée a .

2) Déterminer le cone isotrope Cq de g.

3) Montrer que le noyau de ¢ est égal au cone isotrope, i.e. E+ = Cq, et en déduire le rang
de ¢.

On définit, pour tout P € F, f(P) = fol P'(t) dt.
4) Montrer que f est une forme linéaire sur E.

On définit une forme quadratique ¢; sur E en posant, pour tout P € F,

5) Montrer que X
0(P)= [ (PO~ 1(P)P .

et en déduire la signature de ¢; (on ne cherchera pas a réduire explicitement en carrés la
forme q1).



