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Feuille d’exercices 4 : endomorphismes adjoints et orthogonaux

Exercice 1 Soit F un espace vectoriel euclidien de base e = (e1, -+ ,e,) (qu'on ne suppose pas or-
thonormée). Soit G' = ((e;, e;)) la matrice de Gram des e;.
Soit v : EF — E un endomorphisme, de matrice A dans la base e.

a) Pourquoi la matrice G est-elle inversible ? (si en’était pas une base que vaudrait rg G ?7)

b) Montrer que 'adjoint v* de u a pour matrice A* = G~'AG dans la base e.

c¢) A quelle condition u est-il auto-adjoint ? orthogonal ?
Exercice 2 Calculer I’adjoint des endomorphismes suivants. Ces endomorphismes sont-ils orthogonaux
?7 auto-adjoints ?

a) u(er) = ey + 2eq, u(ez) = 3ey + 4eg, ou (e, ez) est une base orthonormée de E.

b) Dans Ro[X] muni du produit scalaire (> a; X%, > 0; X?) = 3" a;b;,

1 — X 1 — X 1 — X
u | X —» X? ,ug | X —» X2 ,us:| X — 1
X2 — 1 X2 — 0 X2 — 0

Exercice 3 Dans R[X] muni du produit scalaire (3 a; X% > b;X%) = > a;b;, les endomorphismes
suivants admettent-ils un adjoint ? Si oui, sont-ils orthogonaux, auto-adjoints ?
a) X'+ X pour tout i € N,

b) X% 1, pour tout i € N.

Exercice 4 Soit A € M,,(R) telle que A = A et A2 = 0. Montrer que A = 0.

Exercice 5 Compléter

6 3 -2
22
3

en une matrice orthogonale. Quelle isométrie de R? définit-elle ?

Exercice 6 (Expressions analytiques) Reconnaitre les endomorphismes de R? définis par les expres-
sions analytiques dans la base canonique :

3X = —20+42y—=z 4X = —22—yvV6+2V6 X = —2z+6y—3z
(a) ¢ 3Y = 2x4+y—2z (b)g 4Y = V6 4y + 3z ()8 7Y = 6x+3y+2z
32 = —x—2y—2z 47 = —zV6+3y+z 2 = —3x+2y-+62z
9X = 8r+y-—4z 4X = —x+3y—2V6 3X = 2x—-2y+=z
(d) ¢ Y = —da+4y—Tz ()¢ 4Y = 3x—-y—2v/6 ()< 3Y = —22x—y+2z
97 = ax+8y+4z 47 = a6 +yV6 +22 37 = z+42y+2z

Exercice 7 (Compositions de symétries) Soient F,G deux sous-espaces vectoriels d’un espace eucli-
dien E. On note sp et sg les symétries orthogonales de bases F' et G.

a) Si F' L G, montrer que sp o sg = Sg 0 Sp = S(FOG)L -
b) Si F' C G, montrer que sp 0 5G = SG 0 SF = SpgaL-

c¢) Montrer que si F' et G sont des hyperplans, sp et sg commutent ssi F' = G ou F+ C G.



Exercice 8 Pour t € R, on considére I’endomorphisme f; de R* dans R* dont la matrice dans la base
canonique est

t -2 —2 —4
1[-2 4 -1 -2
51[-2 -1 4 -2

-4 -2 -2 1

M =

1) Déterminer 'unique valeur ¢y pour laquelle My, est orthogonale.

2) Décrire géométriquement la transformation fy,.
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Exercice 1 (Questions de cours)
1) Soit (E, (-,-)) un espace euclidien, v € E'\ {0}. Montrer que

{z,v)

a) la symétrie orthogonale s rapport a I’hyperplan vt satisfait s(z) =z — 2
|[v][?
v

V.-Vt

———, ou V est le vecteur colonne
vt.v

(b) la matrice de s dans une base orthonomée est S = I,, —2

représentant v dans cette base.

2) Soit A € O(R?) une matrice orthogonale.

(a) Montrer que A admet au moins un vecteur propre, de valeur propre A € {—1,1}.

(b) Montrer que si A = 1 est valeur propre unique de A, A est la matrice d'une rotation de R3.
Exercice 2 Les formes quadratiques suivantes définissent-elles des produits scalaires 7
(a) q(z1,79,23) = 2% + 523 + 11:10% +4x129 — 62123 + 142923 sur R3,
(b) q(x1,2,73) = 223 — 2v129 — 23273 + 27173 sur R3,
(c) q(P) = P(0)*+ P(1)? + P(2)* + P(3)? sur Ry[X].

Exercice 3 Montrer que la matrice suivante est orthogonale, et déterminer la nature de I’isométrie
associée ( axe(s) invariant(s), angle si rotation) :

1 8§ —4 1
-4 -7 4

Exercice 4 Soit (F, (-,-)) un espace euclidien, u € £ et F' un sous-espace vectoriel de E.
1) Montrer que si u* = u et u(F) C F alors u(F*) C F*.

2) On suppose que F' un espace propre de u. Montrer que si u o u* = u* o u, alors u(Fl) C Ft.



