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Principe, heuristique

(Xn)n>0 suite de variables aléatoires, la propriété de Markov
correspond a dire que X, 11 ne dépend du passé qu'a travers X,,.

]P)(Xn—i-l €A | Xo, s :Xn) = ]P)(Xn—&-l EA | Xn)'

On supposera que la suite est & valeurs dans E fini ou dénombrable.
Ce qui détermine la loi de la chaine c'est donc:

IP)()<n+1 =Yy | Xn = X) = Qn(Xay)-

On supposera que la chaine est homogene, c'est-a-dire que
Q@n(x,y) ne dépend pas de n. On notera Q := Q,.

Donc pour tout x, Q(x,-) sera une probabilité.



1- Définition, premiéres propriétés

Définition
Soit E fini ou dénombrable (muni de la tribu des parties P(E)). (i)
On appelle matrice stochastique une matrice (Q(x,y))x,ycE telle
que

0< Q(x,y) <1

ZQ(X,y):l, Vx e E

y€eE

Donc pour chaque x € E, Q(x,-) est une probabilité.
(ii) Une suite de v.a. (X,)n>0 a valeurs dans E est une chaine de
Markov de matrice de transition Q si

P(Xnt1 =y | Xo,..., Xn) = Q(Xn,y), p.s.

Pour tout entier n et tout y € E.



1- Définition, premiéres propriétés

Définition
Soit E fini ou dénombrable (muni de la tribu des parties P(E)). (i)
On appelle matrice stochastique une matrice (Q(x,y))x,ycE telle
que

0< Q(x,y) <1

D> Qlx,y)=1, VxeE
yeE

Donc pour chaque x € E, Q(x,-) est une probabilité.
(ii) Une suite de v.a. (X,)n=0 @ valeurs dans E est une chaine de
Markov de matrice de transition Q si

]P)(Xn+1 =Yy ’ Xo = x0,---,Xn :Xn) = Q(Xna)’)v

Pour tout entier n et tout xq,...,x,,y € E, dés que
P(XO = Xx0,...,Xn :Xn) > 0.



Proposition
(Xn)n>0 est une chaine de Markov (noté CM) de matrice de
transition Q si Vxg,...,x, dans E:

P(Xo = x0,. .., Xp = xn) = P(Xo = x0) Q(x0, x1) - - - Q(Xn—1, Xn)-
En particulier, si P(Xo = x) > 0, alors
P(Xp =y | Xo = x) = Q"(x,),
ou Q" est la puissance n-iéme de la matrice sto Q:

Qx,y)= > Q(x2)Q(z1,2)...Q(zr1,y).

Z15---5Zn—1

Preuve: par récurrence, en notant que

P(Xg :Xo,...,Xn :Xn)
=P(Xn =xn | Xo = x0,---, Xn—1 = %n—1)P(Xo = x0, .. ., Xn—1 = Xpn—1)
=Q(Xn—1,%n)P(Xo = X0, ..., Xn—1 = Xn—1)



On appelle p(x) :=P(Xo = x) la loi intiale de la CM.
On notera aussi  pour |'opérateur sur les fonctions

Q:RF — RF
f — Qf
avec
QF(x) =Y Q(x, y)f(y).
yeE
On a alors

E(f(Xns1) | Xo, .., Xn) = QF(Xn), p.s.
E(f(Xa) | Xo = x) = Q"f(x).

Facile a vérifier: exo.



Théoréme

Pour toute matrice sto Q, pour toute probabilité y sur E, 3 un
espace de proba (2, F,P) et une suite de v.a. (X,)nen sur cet
espace, tel que (X,) soit une CM de matrice de transition Q et de
loi initiale .

Preuve. Nous donnons une preuve constructive de ce résultat, qui
est essentiellement basée sur la construction d'une v.a. de loi fixée
sur E a partir d'une v.a. de loi uniforme sur E. Ce résultat peut
aussi étre conséquence du théoréme d'extension de Kolmogorov.

Lemme
Soit v une proba sur E. Il existe une fonction f” : [0, 1[— E telle
que si U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], alors

f“(U) a pour loi v.



Preuve du lemme. E étant fini ou dénombrable on peut ordonner
ses éléments:

Y ={yitier, 1={0,...,|E|} oul=N.
On définit alors pour u € [0,1]

i—1 i
ff(uy=yisiue v(y;), v(yj)
; ‘

I
o

Jj=0

Rq: les intervalles décrits forment clairement une partition de [0, 1]
lorsque i parcours /, la fonction f* est donc bien définie sur [0, 1].

Si U est uniforme sur [0, 1] alors pour i € I:

i—1
P(f"(U) = yi) =P(U € v(yi), ) _ vy )
j=0 j=0

= v(y;)-



Preuve du Théoréme. On se donne une suite (U;);en de v.a.
i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], définies sur un espace de proba
(Q, F,P). (C'est possible, cf cours de L3).

On définit alors la suite (X,)qen par recurrence par
Xo = f”(Uo) et Xn+1 = fQ(XnJ)(U,H_l).
Alors par le lemme précédent, Xp a la loi p et

P(Xps1 =y | Xo,- .-, Xn) = P(FCX) (U, 11) = y | X,)
- Q(Xm)/)

Donc (X,) est une CM de loi initiale ; et de mat. de transition Q.

Remarque: cette preuve donne aussi une méthode générale pour
construire une CM a partir d'une suite de v.a. i.i.d., méthode qui
peut étre utile pour la simulation de CMs.



Examples classiques

Example 1: (X)) suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans E de loi v.
C'est une CM de loi initiale v et de mat. de trans. Q(x,y) = v(y)

Example 2: Marche aléatoire sur Z9 issue de a € Z9:
Xn=a+Y1+...+Y, avec (Yj)i>1 i.i.d. a valeurs dans 79 de loi v
Alors =0, et Q(x,y) = v(y — x).

Example 2-bis: Marche aléatoire simple (MAS) sur Z¢ issue de
a € 79 idem avec (Y;)i>1 i.i.d. et

1
IPj(Yk:ZlZﬁ‘i):ﬁ, Vi=1,...,¢e4.

ol {e1,...,eq} base canonique de Z9.



Example 3: Processus de Galton-Watson. Rappel:
(&%) nen ken~ i.id. a valeurs dans N de loi

&} est le nombre de descendants du k-iéme individu vivant au
temps n. Alors (Z,)n>0 défini par Zp =1 et

n+1 Z gk

Alors (Z,) est une CM a valeurs dans N de mat. de trans.

Qlx,y) = 1™ (y)-

ol p** est la loi convoluée x fois de . (exo: facile par rec).
Rappel: Si i et v sont deux lois sur Z, p* v est la loi
pen(z) = 3 ulky(z -
k

c'est la loide X +Y si X et Y sont indépendants de lois 1 et v
resp.



Example 4: Urnes d'Ehrenfest.
N boules dans deux urnes A et B. A chaque temps entier une boule
prise au hasard change d'urne. On note (X,)n>0 le nombre de
boules au temps n dans l'urne A.

A chaque temps, (X,) change de +1, c’est une CM et

Q(x,x+1) = Nﬁx
Q(X,X— 1) = %




2-Espace canonique. Propriété de Markov.
Soit E espace d'état fini ou dénombrable. On note

Q:EN:{W:(WO,...,W,,,...), wk € E},

I'ensemble des suites (trajectoires) a valeurs dans E. On appelle
n-cylindre un ensemble du type, pour (x, ..., x,) € E"L,

Cooroen ={Ww €Q, wo=x0,...,Wn = Xp}.
On définit X,,, n > 0, I'application X,, : Q — E définie par
Xn(w) = wh.

C'est 'application n-iéme coordonnée. On note F, la tribu
engendrée par les n-cylindres, c'est donc aussi

Fo=0{Cug,..xns X0r---,%n € E} = 0{Xo,..., Xp} = P(E)®",
la plus petite tribu qui rend mesurable Xy, ..., X, et
F =0{Fn, n>0} =0{Xy, k >0} =P(E)*N,

qui est la tribu produit sur les trajectoires.



Proposition
Soit Q mat. sto. sur E x E. Pour tout x, 3! probabilité P, sur
(Q, F) telle que sous Py, (Xn)nen est une CM de mat. de trans. Q
et de loi intiale 6.
Si p proba sur E, P, =% ¢ n(x)Px telle que (X,)nen est une
CM de mat. de trans. Q et de loi initiale p.
On notera E et E,, I'espérance associée aux probabilités Py et IP,,.
Preuve. Existence. Par le Théoréme 1, on peut construire un
espace de proba (', F/,’) et une suite de v.a. (X)) a valeurs
dans E telles que (X]) est une CM de mat de trans. Q et de loi
initiale 0.
Alors

(X)) :Q —Q
est F-mesurable (car X], est F,-mesurable forcément). On définit
P, comme la loi de (X}) (cad la loi image de P" par (X})). Alors,

Pyu(Xo = X0, .-, Xn = xp) =P/ (X§ =X, ..., X}, = x7)
— :H'X:XO Q(XO)X].) LRI Q(Xn—lyxn)-



Donc, sous Py, la suite de v.a. canonique (X,) est une CM partant
de x et de mat. de trans. Q.

Preuve. Unicité. Soit P proba sur I'espace canonique (Q, F) sous
laquelle (X,,) est une CM de loi initiale 0 et de mat. trans. Q.
Alors, Vn > 0, Vxg,...,x, dans E:
IEP')()<0 = X0,---, Xn = Xn) = ]lX:Xo Q(X0> Xl) ce Q(Xn—la Xn)a
=Py (Xo = x0,- .-, Xn = Xn)

donc Xy, ..., X, ont méme loi sous P, et P, donc P, et P sont
égales sur F,,, Vn > 0.
Comme F = o{F,, ne€ N}, P et P, sont égales.

Remarques: Sur I'espace canonique (€2, F), on peut donc définir
une famille de probabilités (IP,,) pour 1 proba sur E, sous lesquelles
(Xn) est une CM de loi initiale i et mat. de trans. Q. Il sera
pratique de travailler sur |'espace canonique et de disposer de cette
famille de loi. C'est ce que nous ferons dans la suite.



Sur |'espace canonique on définit le décalage en temps 6 : Q — Q,
O((wo,---swWny---)) = (W1, Whny--.)

et le k-décalage, 0%:
0% ((wo, .., wny--2)) = (Wks - - - Wiy - - ..

Théoréme (Propriété de Markov)

Soit F et G deux fonctions mesurables sur (2, F). Alors si F est
Fn-mesurable:

E,(F-Gof")=E,(F Ex,(G))
autrement dit
E,(Go0"|Fy) =Ex,(G)

dés que chaque terme a un sens (intégrable ou positif).
Autrement dit, ca veut dire que pour f et g mesurables:

E, (f(Xo, .-, Xn) - 8((Xntk)k=0))
=E, (f(Xo, ..., Xn) - Ex, (8((Xk)k=0)))



Preuve.

On commence par le montrer pour des indicatrices de trajectoires:

F= ]lXo:Xo,...,X,,:xna G = ]lxozyo,...,Xk:yw

pour n entier donné dans I'énoncé et k entier. Alors,

E,(F-Gof")
:E,u (lXo:X(),...,Xn:Xn ]an:y0v~~:Xn+k:)/k)
=E, (Ixo=xo,.... Xo=xr Bt (1Xs=y0,... Xpsx=yx | X0 = X05 - -+, Xn = Xn))
=E, (JlXO:XOy---,Xn:XnE/—L (]]‘Xn:ym Xntk= | Xn = Xn))
=E, (]lXo:Xo,---,Xn:XnEXn (]lXo:yo7---7Xk:yk))
=E, (F - Ex, (G))

Donc la propriété est vraie pour tout F = 14 et G = 15 pour

Ae F,et Be F, Yk > 0. Par classes monotones, la propriété est
vraie pour tout B dans F. Puis vraie pour tout F F,-mesurable et
G F-mesurable par approximation par des fonctions plateau.



Théoréme (Propriété de Markov fort)

Soit T un (F,)-temps d'arrét. Soit F et G deux fonctions
mesurables sur (2, F). Alors si F est Fr-mesurable:

E, (1T<OOF- Go eT) = E, (17<oF - Ex, (G))
autrement dit
By (172G 007 | F1) = Ir<acBx, (G)

dés que chaque terme a un sens (intégrable ou positif).

Autrement dit, ¢a veut dire que pour f et g mesurables:

Ey (T7<oof (Xos -+, XT) - 8((XT14)k>0))
=E, (Lr<oof(Xo, ..., XT) - Exy (8((Xk)k=0)))



Preuve.

On commence par F = 14 avec A € Fr.
By (1r<ooF - G 087) = D" By (1r=naG o 6")
n=0

= ZE# (l{T:n}mAEXn (G))
n=0

=By (I1<oF - Ex, (G))

en appliquant la propriété de Markov (faible) dans la 2-ieme égalité
car {T =n}NA€F,car Ae Fr.

On conclue pour tout F F-mesurable par approximation par
fonctions plateaux.



3- Récurrence, classification des états.

Soit @ mat. sto. sur E, on se placera par défaut sur I'espace
canonique (2, ) muni de la famille de probabilités (Py)xcg avec
(Xn) les v.a. canoniques. Donc sous Py, (X,) est une CM de mat.
trans. @ partant de x.

On note N(x) la v.a. a valeurs dans NU {co} qui donne le nombre
de visites en x € E

o0
N(x) := Z Ix,—x-
n=0

On appelle G = (G(x,y))x,yce la fonction de Green (ou matrice
potentielle),

G(x,y) =Ex(N(y)), Vx,y €E.

On a donc
G(Xy}/) = ZEX (]an:y) = Z Qn(Xa)/)-
n=0 n=0

De fagon générale G(x, y) est a valeurs dans Ry U{+o0}.



Soit x € E, on note

ne=inf{n >0, X, =x}, 7

X

=inf{n >0, X, = x}.

resp. le premier temps de visite de x ou le premier temps
strictement positif de visite en x. Sous P, cad si la CM part de x,
7, est le premier temps de retour en x.

Théoréme
Soit x € E, on a équivalence entre les 3 énoncés suivants

(Pu(ryd < 00) =1) & (N(x) = 00, Px p.s.) & (G(x,x) = o0)
ainsi que les 3 énoncés complémentaires suivants
(Pu(ryd < 00) < 1) & (N(x) < o0, Px p.s.) < (G(x,x) < o0)

Dans le premier cas, on dit que x est un point récurrent, dans le
deuxiéme cas on dit que x est un point transitoire.



Lemme
Pour tout x,y dans E, tout n > 1,

Px(N(y) = n) = Py(ry, < 00)Py (7, < 00)" L,

Preuve du Théoréme. On déduit du lemme appliqué & x = y que
P, (N(x) = n) = Py (75 < 00)" L.

Donc si Py (78 < o0) = 1 alors N(x) = oo Py p.s. et donc
G(x,x) = Ex(N(x)) = co. D'autre part, par la formule classique

G(x,x) =Ex(N(x)) = > Py(N(x) = n) = Y Pu(rd <o0)” .
n=1 n=1

Donc G(x, x) = oo implique P, (77 < 0o) = 1 (sinon la somme est
géométrique finie).

On a donc montré I'équivalence des 3 premiers énoncés. La preuve
est similaire pour les 3 autres (exo).



aMVLoLAfunM: /LO[D_'C .

(¢ [N(%\%‘Nﬁ - R [Ty S ¥ [752"‘*‘]%-1

& .
2 La_ 7 4(}&@4’71M& z—’)y
=Ry [ 7]

e
- 2 e G ipan

=
LK Clann G

<he..

-3



Preuve du Lemme.
On considére les temps de visites successifs de y.

T, =1y
it =inf{k > 1), Xy =y} =7)+ 7] 0 o7y

avec la convention que inf () = co. Donc si 7’; = 00, les suivants

aussi. Avec cette notation, on a pour n > 1,

Px(N(y) = n) = Px(1y < 00) = Px (Tyn_l <ocetr ol < OO>

:E ]]. n— ]]_ n—
™ t<oo T,FofTy 1<oo

=E, <]17—)’,’_1<00EXT}']1 (]lTer<OO)>
= Py (’T;_ < OO) ]P)X (T;_l < OO)
=Py (1, <o) P (N(y) > n—1)

par Markov fort et car XTy,H =y (car temps de visite de y).



On conclue la preuve par récurrence car pour n =1,
P«(N(y) = 1) = Px(ry < 00).

On peut déduire les corollaires suivants du lemme.

Corollaire

(i) Si P (75 < 00) < 1 alors, sous Py, N(x) suit une loi
géométrique de paramétre p =1 — Py (7.7 < 00) = Py (78 = 00).
(ii) Si, x,y sont dans E

1
1-— ]P)y(T;— < 00)

G(va) = IEDx(’ry < OO)

1
- 1 - P (1 < 0)

G(x,x)

(avec la convention % =400 et0xo00=0.)

Preuve. (i) Conséquence directe du lemme avec x = y.

(i) Ex(N(y)) = >_,>1 Px(N(y) > n), puis c’est une somme
géométrique.



Définition

(i) On dit que x conduit & y, on note x ~y, si Py(1, < co0) > 0.
(ii) On dit que x communique 3 y, on note x ~ y si x ~ y et
Y~ X

On a facilement que
(x~y)e (@n=0ta. Q"(x,y)>0) < (G(x,y) >0),
Gar G(x,y) = a0 Q(x,¥) €t G(x,y) = Px(r, < ) G(x.x).

On en déduit facilement que ~ est une relation d'équivalence. Ses
classes d'équivalence sont appelées classes de communication.

Lemme

(i) Si x ~ y alors (x rec.)=(y rec. et P,(1x < 0) =1).

(i) Si x ~ y alors (x rec.)<(y rec.) et dans ce cas

Py (7 < 00) = Py(1y, < 00) = 1.

Remarque. En particulier, on déduit de (i) que si x est rec. alors
(x~y) e (x~y)



Preuve. (i) On a par la propriété de Markov forte:

PX(N(X) < OO) = IP>X(7—y <00, Tx 00 = OO)
= Il“-_':><(]1Ty<oo]17x<oc> 0 0™)

= Pu(1y < 00)Py (7 = 00).

Comme P, (71, < 00) > 0 (car x ~> y), si x est rec. alors
P.(N(x) < 0o0) = 0 implique que P, (7, = 00) = 0, donc

Py (7% < 00) = 1.

En particulier y ~» x. Donc 3 des entiers n; et n, tels que
Q™ (x,y) > 0et Q™(y,x) > 0. Donc

=> Q"(y,y) = Q™(y,x (ZQ X, x ) Q™(x,y)
n=0
= Q™(y,x)G(x,x)Q™(x, y)
Donc G(x, x) = oo implique G(y,y) = oo donc y est rec.

(i) découle de (i)



Par le lemme précédent, dans une classe de communication, soit
tous les points sont récurrent, soit tous transitoires. On note R
I'ensemble des points récurrents, alors R se partitionne en ses
classes de communications

R = UjerRi,
les R; sont appelées classes de récurrence.

Théoréme (Théoréme de classification des états)

(i) Soit x rec. et i t.q. x € R;, alors Py p.s.
-N(y) =00, siy € R;,
-N(y)=0,siy € R,

(ii) Soit x € E\R, et T =inf{n >0, X, € R}, alors P, p.s.
-soit T =00 et N(y) < oo pour tout y € E.

-soit T < oo, alors 3 j €| tel que Xt € Rj et, Vn> T X, € Rj,
N(y) < oo poury € E\R;, N(y) = o0 poury € R;.

Preuve. Admis, cf Le Gall p. 202.






Définition
On dit que la chaine est irréductible si x ~ y pour tous x,y € E
(cad que P (1, < 00) > 0 pour tous x,y € E).

Proposition
Si la CM est irréductible alors

- Soit tous les points sont récurrents, E est une classe de
récurrence et on a Vx,y € E, P,(N(y) = o0) = 1.

- Soit tous les points sont transitoires, et dans ce cas Vx,y € E
P, (N(y) < o0) = 1.

Dans le premier cas on dit que la CM est récurrente irréductible,
dans le deuxiéme transitoire (ou transiente) irréductible.

Preuve. Application directe du théoréme de classification des états.



Cas des CM a espace d’états fini.

On note {C;}jey les classes de communications de E, donc
E= jeJCj.

Proposition

On suppose E fini.

(i) les classes de récurrences sont exactement les classes de
communication C; telles qu'il n’existe pas x € Cj ety € E \ C; tels
que X ~> y.

(ii) si la CM est irréductible alors elle est récurrente.

Preuve. (i) Si C; est tel que (x € Cj et x ~ y)= (y € C}), alors
sous Py, X, € C; Vn € N. Comme C; est fini, il existe au moins un
point y dans C; tel que N(y) = oo. Donc y est récurrent, donc C;
est une classe de récurrence.

Réciproquement, si il existe x € Cj et y € E \ C; tels que x ~ y,
alors y + x sinon y serait dans C;. Donc

Py (N(x) < 00) = Py(1, < 00)P, (7 = 00) = Py(71, < 00) > 0.

Donc x est transitoire et la classe C; est transitoire:






La marche aléatoire simple sur Z?: théoréme de Polya

Théoréeme (Théoreme de Polya)

La marche aléatoire simple (MAS) sur Z.¢ est irréductible et

récurrente, sid =1oud =2
transitoire, si d > 3.

Preuve. Nous présentons une preuve qui permet de calculer la
transformée de Fourier de la fonction de Green. Il y a de
nombreuses autres preuves dont une par calcul direct (ou
estimation) combinatoire de la probabilité que la MAS revienne a
I'origine au temps n.

On note (X,)n>0 la MAS partant de 0. Pour 8 € [—7, 7[¢ on note

() = E (exp(i (0, Xn))

la fonction caractéristique de X, ((-,-) denote le produit scalaire
dans R9.) Comme X, € Z9, ¢, serait 27-périodique en chaque
coordonnée si définie sur RY, on la restreint donc a [, [“.



OnaX,=Y1+---+ Y, ot les Y sont les pas i.i.d. de la MAS (cf
definition), on a donc

d n
oal0) = (E(exp(i 6, 2)))" = <2d (e 4 ))

o "
:< Zcos(&;))

i=1

Q|+~

D’autre part, on a

Zeex]}”o Zeex (0, x).

xezd xez4d
Donc
/ on(0)dby---dig = > Q"(0,x) H / e%0d0
[—m[d o ol
= (27)?Q"(0,0).

(En effet comme Y~ ;4 Q@"(0,x) = 1 on peut utiliser Fubini car la
somme est dominée.)



Pour 0 < p < 1, on note

= Z ann(07 0)7
n=0

de sorte que G(0,0) = lim,_1,5<1 G,(0,0). On a par le calcul
précédent et par Fubini pour p < 1, en notant df = df -- - dfy,

Zp G | 0%

00 d "
1 / 1
- - "= cos(6; do
(2m)9 [—m[dg (d; ( )>

do

1
2m)d /[mr[d 1-£ 27:1 cos(6;)

En effet, on a

n
p" (% 27:1 COS(&')) ’ < p", on a donc des séries

absolument convergentes.



Ensuite on montre que

1
|m/ 1 w:/ do
P Jeamld 1 — 5570 cos(6;) [—rad 1 — 5 Z, 1 cos(6;)

(Notez que les intégrants sont toujours positifs car
1L S°9  cos(6;)| < 1, I'intégrale de droite a donc un sens et est a
valeurs dans Ry U {400}.)

En effet, sur le domaine {0, ;Zd 1 cos(#;) > 0} on peut utiliser la

convergence monotone et sur le domaine {6, % Z, 1 cos(#;) < 0},
on peut utiliser la convergence dominée car sur ce domaine

et <L
1557 cos(0)

On a donc démontré

1 1
G(0,0) = / dé.
(©.0) (2m) Jipmfe 1 — %Zle cos(0;)




A partir de cette expression, on peut voir si G(0,0) < oo ou
G(0,0) = oo. En effet, quand 6 — 0

1< 1
2
1-— 5 ;_1 cos(6;) ~ 5”9” :

Comme la divergence de |'intégrale se fait au voisinage de 0,

G(0,0) < oo ssi
1
———df < .
/Bd(o,n GE

En intégrant sur le rayon, cad sur r := ||0|| on a

1 11
—df = d|B4(0,1 / Y
/Bd(O,l) 162 1Ba(0, 1)1 o r?

1
= d|By(0, 1);/ rd=3dr
0

ou |B4(0,1)] est le volume de la boule unité de centre 0 et de rayon
1. (cf par ex. "Garet, Kurtzman" propriété 4.48).

On voit donc que G(0,0) < oo ssi d > 2. CQFD.



Exemple du processus de Galton Watson

On suppose pg > 0. Dans ce cas, 0 est un point absorbant (c'est a
dire que si on est en 0, on y reste avec proba 1) et k ~~ 0 pour tout
k € N. En effet,

P(Zny1 =01 Z, = k) = pk.
car il faut que chaque individu ait 0 descendant.

Si on applique le Théoréme de classification des états, on voit que
{0} est la seule classe de récurrence, donc soit la population
s'éteint (cad Z, atteint 0), soit chaque k € N est visité un nombre
fini de fois, donc Z, — co. Donc,

P({Z, s'éteint} U{Z, — oo}) = 1.

Remarque: En L3, vous avez vu que P(Z, — 00) > 0 ssi m > 1.



Marche aléatoire générale sur Z
Soit Xp = x+ > p_1 &k, ot (€k)k>1 est une suite de v.a. i.id. a
valeurs dans Z, x € Z la position initiale. On suppose les (£x)
intégrable et on note m = E(&).
Proposition

(i) Si m # 0 alors X, - m — +o0 et tous les points sont transitoires.
(ii) Si m = 0 alors tous les points sont récurrents. La marche est
irréductible ssi tout élément de 7. s'écrit comme somme d’éléments

de Supp(loi(€)).
Preuve Par la LGN, on a & — m, p.s..

(i) Si m # 0, ¢a implique X -m — 400 p.s.

(ii) Supposons m = 0 et supposons 0 transitoire. On note G(x,y)
la fonction de Green. On a donc G(0,0) < oo et
G(0,x) < G(x,x) = G(0,0),

par invariance par translation. Donc pour € > 0, pour N € N

> G(0,x) < G(0,0)(2¢N + 1) (1)



Par la LGN on a % 20 et pour tout € > 0, 3 Ny € N tel que
Xn

Po(f < 6) =

1
> —, pour n>= N
n > p 0-

Donc, pour n > Np,
X 1
> QU0,x) =Po(= <€) > =
|x|<en n 2

Finalement, pour N > N,

> G0,x) = ZZQOX NNO). (2)

[x|<eN n=Nop |x|<eN

On choisit maintenant e tel que 2¢G(0,0) < 1/4 puis N > 4G(0,0)
tel que (N — Ng) > 1N. On a donc G(0,0)(2¢N + 1) < N/4, on
arrive avec les inégalités (1) et (2) a

1 1
ZN < E G(0,x) < ZN
[x|<eN

Donc a une absurdité. Donc 0 est récurrent, donc tous les x sont
récurrents. Le reste est simple.



4-Mesures invariantes
Définition
Soit v une mesure positive sur E telle que u({x}) < oo pour tout
x € E et p# 0. On dit que . est une mesure invariante si

p(x) = Z w(y)Q(y,x), VxeE. (3)
y€eE

Si w(E) =1 on dit que  est une probabilité invariante. On notera
souvent uQ = p pour I'équation (3).

Remarque: Si ;4 est une probabilité invariante, alors si la loi initiale
est /1 (cad sous IP,) alors X, a pour loi . En effet, par récurrence,
si on suppose que, sous P, X, ~ p alors

Pu(Xnt1=x) = > Pu(Xa = y)Qy,x) = Y 1(y)Q(y,x) = u(x).

yeE yeE

Exemple 1. Sur Z7, la mesure uniforme pu({x}) =1, Vx € Z9, est
une mesure invariante pour toute marche aléatoire.



Remarque: Quand E est fini, I'équation 4 Q = i correspond a p
est vecteur propre a coeff positifs de Q avec vap 1. La matrice Q
étant stochastique, on sait que 1 est vecteur propre de @ avec vap
1, donc 1 est aussi vap de Q. Le fait qu'on puisse trouver un
vecteur propre a coefficients positifs est moins simple (voir plus
loin) et aussi lié au théoréme de Perron-Frobenius dans le cas E fini.

Définition-Proposition
Soit v une mesure positive sur E telle que u({x}) < oo pour tout
x € E et p# 0. On dit que u est une mesure réversible si

n(x)Q(x,y) = u(y)Q(y,x), Vx,y € E.

Une mesure réversible est invariante.

Preuve: > 1u(y)Q(y,x) = u(x) 22, Q(x,y) = p(x).
Remarque: La réciproque est fausse (exo: trouvez un
contre-exemple) | Néanmoins beaucoup de CM qui proviennent de
la modélisation ou de la physique sont réversibles. Les CM
réversibles ont des propriétés remarquables et sont plus simples a
étudier (explication peut-étre en fin du cours).



Exemple 2. La MAS sur Z9 admet la mesure uniforme comme
mesure réversible. Par contre, cette mesure est invariante pour
toute marche aléatoire mais pas forcément réversible. (Exo: trouvez
une condition sur les pas de la marche aléatoire pour que cette
mesure soit réversible.)

Exemple 3. (Urne d'Ehrenfest). Soit x mesure sur {0,..., N}
donnée par

) N )
M(J)Z(J.), je{0,...,N}.
Alors 11 est mesure réversible, car
No(i iy~ (MN=J _ (N Nj+1_ oo
M(J)Q(J’J+1)_(j> N _Q'_|_]_> N —H(J+1)Q(J+1,J),

Donc v(j) = %(/jv) est une probabilité réversible (donc invariante).
Interprétation. Si on place chaque boule au hasard dans l'urne A ou
B, le nombre de boules dans A a pour loi v. Donc la probabilité
invariante correspond a placer chaque boule au hasard.



Proposition (Existence)
Si x est un point récurrent de la CM, alors la mesure v, donnée par

-1
vx(y) = Ex Z Ix=y |, Vy€E,
k=0

est une mesure invariante. Son support est la classe de récurrence
de x.

+_ .
Preuve. Si on note N,(y) = ZZX:Ol Ix,—y, le nombre de visites en
y avant le premier retour en x, par la propriété de Markov fort on a

Py(Ni(y) = n) = Py(1y < T;)Py(T;’_ < TX)"_I,

pour y # x et Ny(x) = 1. (La preuve se fait de la méme facon que
la proposition sur N(x): exo). Comme x est rec., x ~> y ssi x ~ y.
Donc Py (7, < 757) > 0 ssi x ~ y. De plus si x ~ y, alors

Py (7,5 < 7x) < 1 donc E,(Nx(y)) < co. La mesure vy est donc
finie et strict positive sur la classe de récurrence de x, nulle ailleurs.
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On prouve maintenant que v, est invariante. Pour y € E,

S n(@QE) =SB 3 1k | @ y)
k=0

zeE zeE
-1
- ZEX Z ]le:zQ(Z7y)
zeE k=0
“+oo
=) E. (Z Lo ps Lx=-P2(Xa = y))
zeE k=0
+oo
= Z Z IEx <]lk<7-x+ ]le:sz(Xl = y))
z€E k=0

Comme 7 est un temps d'arrét on utilise que
{k <t} {Xy =z} = {1 <k} N {Xk =z} € Fu.

et on applique alors Markov faible pour déduire

Ex (]ll<<1';r ]leZZPZ(Xl = )/)> = Ex <]1k<7';r ]le:Z]le+IZY) :



Donc,

+o0
Z VX(Z)Q(Zay) = Z ZEX (]]-k<7—x+ ]]-Xk:zﬂXkJrl:y)

zeE z€E k=0
+oo
= § :EX ]lk<7-;r]1xk+1:y E :]]‘Xk:Z
k=0 zeE

+oo
= ZEX (Ilk<7.x+ ﬂXk+1=y)
(Z Lyerrlx, y)
(Z Lecrzialx y)
Z Lx=y



On conclue de la facon suivante: si y # x,

+
T —1

Tj Tj—l
Ex Z Ix,=y | =Ex Z Ix,=y | =Ex Z Ix=y | = vx(y)
k=1 k=1 k=0

car sous P, Xo = x et X + = x. Si y = x alors
X

T -1
B | Y Ixox | =1=E | Y Ix=x | = wmlx)
k=1 k=0

On a donc démontré que
> v(2)Q(z,y) = vxly)-
zeE

On a aussi remarqué la chose simple suivante.

Proposition

On a pour tout x € V,
vx(x) = 1.



Théoréme

Soit (Xn)n>0 une chaine de Markov irréductible et récurrente. Alors
il existe une mesure invariante, elle est unique a constante
multiplicative prés (cad que deux mesures invariantes sont toujours
proportionnelles). De plus elle est strictement positive sur tout E.

Preuve. Existence. C'est une conséquence du lemme précédent, en
prenant v, pour un x € E. La classe de récurrence de x est E car
la chaine est irréductible et récurrente, donc le support de v, est
tout E.

Unicité. Soit v une mesure invariante de la CM. On choisit x € E,
on veut montrer que u est proportionnelle a v, donc que

p=p(x)vx, (cad p(y) = p(x)vx(y), Vy € E)

car vx(x) = 1. Si on démontre cela, on saura que tout mesure
invariante est proportionnelle & v, donc on aura unicité a constante
multiplicative prés.



On commence par montrer que p > pu(x)vy. Pour p € N, on note

(mF=DAp
) =Ec| D dx=y|, Wy€E,
k=0

Pour p =0 on a 2 = §,, donc uu > u(x)r2. On va montrer la
propriété par récurrence. Si on suppose la propriété vraie pour p, en
procédant comme dans la preuve du lemme, pour y # x,

wy) =Y m2)Q(zy)

zeE

> u(x) Y _v8(2)Q(z,y)
z€eE
(& =1)Ap

=u()) B[ D 1x-2Q(z,y)

z€eE k=0
A (p+1)

= pu(x)Ex Z L=y | = n(VE(y)
k=1



Pour y = x, on a toujours v?(x) = 1 pour tout p, donc

(x) = u(x)VP(x).

On a donc par récurrence que pour tout p, > u(x)vk. D'ou
u(y) 2 p(x) lim v2(y) = p(x)vx(y), Vy € E.
p—00

et on a égalité en y = x.
On note

Eo={y € E, u(y) = p(x)vx(v)}, B =A{y € E, uly) > u(x)vx(y)}-
Donc Eg # ) car x € Ey. Supposons que E; # (). Comme la CM

est irréductible on peut trouver y' € Ey, y” € Eg tels que
Q(y',y")>0.0na

=> 1(2)Q(z,y")
z€E

> u(x)(2)Q(z,y") = p(x)v(y") = p(y").
zeE

d'ou contradiction, donc E; = (). (L'inégalité stricte précédente
vient de ce que dans la somme l'inégalité est stricte pour z = y' et
large pour les autres termes.)



Proposition
Soit (Xn)n=0 une CM irréductible récurrente.

(i) (3 une proba invariante v) < (Ix € E tel que Ex(7) < o0)
Dans ce cas toutes les mesures invariante sont de masse finie,
Ey(7,}) < oo pour tout y € E. De plus, la probabilité invariante v
est donnée par

1
Wy) = ——, VycE.
Ey(T;r)

(i) (} de proba invariante) < (Ix € E tel que Ex(7f) = )
Dans ce cas toutes les mesures invariante sont de masse infinie, et
Ey(7,5) = oo pour tout y € E.

Dans le cas (i) on dit que la CM est irréductible récurrente
positive, dans le cas (ii) irréductible récurrente nulle.



Preuve. (i) Pour x € E on a que

TS—1 -1
VX(E) = Z VX(Y) = [Ex Z Z ]le:y = Ex Z 1] = EX(T;—)
y€eE k=0 y€E k=0

Donc vy (E) < oo ssi Ex(7,7) < co. Comme toutes les mesures
invariantes sont égales a constantes prés, on a vx(E) < oo ssi
vy(E) < oo pour tout y € E, donc

(3x € E, Ex(f) < 00) & (Vy € E, Ey(7,)) < o0)

< (les mes. inv. ont une masse finie)

Dans ce cas la mesure invariante est donnée par

Ux
V= I (E) Vx € E.

Comme vy (x) = 1, et v (E) = Ex(7;7), ¢a donne le résultat.
(i) Similaire.



Remarque: Si E est fini et la CM est irréductible, elle est
récurrente positive.

Proposition

Si la CM est irréductible et si il existe une probabilité invariante,
alors elle est récurrente (positive).

Remarque: Faux en général si il existe seulement une mesure
invariante: ex. la MAS sur Z9, d > 3.

Preuve. Soit v probabilité invariante. Soit x € E.

DGl x) =) vy ZQ y,x) =Y v(x) = +oo.
y€E y€E n=0

D’autre part,

ST ()G, x) € 3 y)G(xx) = Y(E)G(x,x) = G(x,x).

y€E yeE

Donc G(x, x) = co. La CM est récurrente et récurrente positive
par définition.



Exemple. Chaine de naissance et de mort. On se donne
(wi)i=1 €]0,1[N". On considére la CM sur E = N qui saute de +1
avec probabilité de transition

Q(0,1) =
Q(i,i+1) = wj, sii>1
Qiyi—1)=1-w;, sii>1

On cherche (v(i))icn, mesure reversible, telle que v(0) = 1: on
doit avoir

v(0) =v(1)(1 —w1), v(wi=v(i+1)(1—-wit1), i > 1.

On pose p; = +=~, pour i > 1. Par récurrence, ¢a donne pour
n>1,

v(n) = pr-porg—— = p1- po-1(1+ pn).

n

La CM est donc récurrente positive ssi > -1 p1-- - pp < 00.
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5- Le théoréme ergodique
Théoreme (Version générale)
Soit (X,) une CM irréductible et récurrente. Soit y une mesure
invariante de la CM. Soient f, g, deux fonctions définies sur E. On

suppose de plus que f est u-intégrable et g > 0 et
Y e8&(y)uly) > 0. Alors, pour tout point initial x € E,

im0 FO) _ Lyee FOIR)

=00 LX) e g()uly)’

Théoréme (version récurrente positive)

Soit (Xp) une CM irréductible et récurrente positive, et v la
probabilité invariante. Soient f une fonction définie sur E et
v-intégrable. Alors, pour tout point initial x € E.

n—1
1
Jim =Y F(X) =D f)uy), Pxps.
k=0 yeE



Remarque: Le théoréme ergodique s'occupe donc de la
convergence p.s. pour des moyennes de Cezaro de fonctions prises
le long de la trajectoire f(X,). Le premier théoréme peut aussi
s'écrire comme le rapport des moyennes de Cezaro pour f et g, en
divisant par n chaque terme.

Preuve du 2éme théoréme. Conséquence directe du premier en
prenant g = 1.

Preuve du ler théoréme. On suppose d'abord f > 0. On se place
toujours sous Px. On considére les temps de visites successifs de x:

P =7,=0
Tt =inf{k > 7l Xk =x} =i+ i 00, i1

Pour n € N, on note N,(x) le nombre de retours en x avant le
temps n — 1:

n—1
Na() = [{0< k<n=1, X =x}| = > Iy
k=1



On peut décomposer la somme suivant les excursions de la CM:

n—1 Nn(X)
D (X)) = (Z Zi(f)) + Z(f)

ou

Lemme

Sous Py, les (Z;(f))i>1 sont i.id. et Ex(Z;(f)) = [¢f du.

Preuve Soient 1, ..., ¢, des fonctions test, par Markov fort,

Ex (p1(Z1) - ¢i(Z1)) = Ex (@1(21)902(21 00.+)-pi(Z-10 OT;))
= Ex (p1(Z1)Ex (p2(21) - - 01(Z1-1)))
= Ex (¢1(21)) Ex (2(21) - - - ¢1(Z1-1))

On conclue par récurrence que

Ex (p1(21) - ¢i(Z1)) = Ex (p1(Z1)) - - - Ex (01(Z1))
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Les Z;(f) sont donc i.i.d., et on a

IEx(zl(f)) = Ex (XE: f(Xk)) = Z f(y)Ex (XE: ]leY>
k=0 k=0

y€eE

= > fy)y):

yeE
Ceci conclue la preuve du lemme.
On remarque maintenant, comme f > 0, que
Z(f) < Zn,+1(f)
On a donc

Sz _ SR f(X(K) _ S zi()
N, (x) b N, (x) b N, (x)




Comme limp_,o0 Np(x) = 00 p.s. car x est récurrent, comme les
Zi(f) sont i.i.d., on a, p.s.

D Sy 10 NS S anl 4 (A B B
R Oty o e CUORY L
On a donc

SRR
n||—>oo No(X) —/fd s P.S.

On peut faire la méme chose pour la somme des g(Xk), et on
obtient, si [ f dvy < oo,

Ezéka _ [fdue  [fdu
im
n%oozk Og fgdl/x fgd,u

La derniére égalité vient du fait que toutes les mesures invariantes
sont proportionnelles.
Pour f générale on écrit f = T — .

p.s.



Corollaire
Soit (Xp) une CM irréductible récurrente.
(i) Si la chaine est récurrente positive, et v la probabilité invariante:

lim fZIle —y=v(y), Px ps. Vx,y€E.

n—oco n

(ii) Si la chaine est récurrente nulle:

lim *Zﬂxk -y =0, Py ps. Vx,y€E.

n—oo n

Remarque. Tous les théorémes précédents sont vrais sous P, a la
place de P, par additivité.

Preuve. Pour (i) on applique le 2éme théoréme a f = §,.

(ii) On applique le ler théoréme a f = d, et g = 1. Comme la CM
est récurrente nulle, [ gdu = p(E) = +oo.



6- Convergence en loi vers la mesure invariante

Définition-Proposition

(i) Soit x un point récurrent de la CM. Par définition, la période de
x, notée d(x), est le PGCD de I'ensemble des temps de retour
possibles en x:

d(x) := PGCD(Lx), ou Ly={n=>0, Q"(x,x) > 0}.
De plus on a d(x)Z = Ly — L.

(ii) Si la CM est irréductible et récurrente alors tous les points ont
la méme période, notée d, appelée période de la CM. La CM est
dite apériodique si la période est 1.

(iii) Si la CM est irréductible récurrente et apériodique, alors pour
tout x,y € E, il existe ng € N (dépendant de x et y) tel que

Qn(X,)/) >0, VnZ>= ng.



Preuve.

(i) Lx est stable par addition car si Q™ (x,x) > 0 et Q™(x,x) >0
alors @™ *™(x, x) > 0. Donc Ly — Ly est un sous groupe de Z.
Comme Ly C d(x)Z car d(x) = PGCD(Ly), on a que Ly — L, est
le sous-groupe engendré par d(x).

(i) Montrons que d(y)Z C d(x)Z, Vx,y € E. Comme x ~ y,
dny, ny tels que Q™ (x,y) > 0 et Q™(y,x) > 0. Doncsi n e L(y)
alors QMMM (x x) > 0etn +n+n € Ly.

Donc,sinelL,, ke L,

n—k:(n1+n+n2)—(n1+k+n2)€Lx—Lx~

Donc,
L,—L,CLi— L, dou d(y)Z C d(x)Z.

Par symétrie du role de x et y, on obtient d(x) = d(y).



(iii) Soit x € E. Si d(x) = d =1, il existe n; et m; dans Ly tels
que ny — my = 1. Tout entier n s'écrit

n=mk+j, aveck>0,0<j<m —1.

Pour k > m1, on peut écrire

n:m1k+j:m1k+j(n1—ml):ml(k—j)—l—n]jeLX,

car k—j>0et Ly + Ly C L,. Donc pour n > m?, on a
Q"(x,x) > 0.

Comme x ~ y, il existe ky tel que le(x,y) > 0, et donc
Q"M (x,y) > 0,

pour n > m?. Ceci conclue la preuve avec ng = m? + ky.



Définition-Proposition
(i) Soit 11 et v deux mesures de probabilité sur E. On appelle
distance en variation totale entre i et v

drv(p,v Z |(x

XEE

(i) On a 0 < dty(p,v) <1, dry(p,v) =0ssip=v, et

drv(u,v) =1 ssi et v sont a supports disjoints. De plus, dty est
une distance sur l'espace des probabilités sur E.

(iii) Si (pn) est une suite de probabilités et v une probabilité, alors

(o1 =6) = (s ).

Remarque. En fait (iii) est une équivalence dans le cas E fini ou
dénombrable, mais nous n’en aurons pas besoin.

Preuve. (ii) facile, exo.

(i) |pn(x) — v(x)| < 2d1v(in, v), pour tout x, d'ou I'implication.



On adoptera la notation suivante: si u est une probabilité sur E, on
note £,,(Xy) la loi de X, partant de la loi y (i.e. sous P,). Pour
simplifier on note, £, := L;, quand la CM part de x.

Théoréme
Soit (X,) une CM irréductible, récurrente positive et apériodique, et
v sa probabilité invariante. Alors, pour toute distribution initiale p,

1im_drv(£,,(Xa), v) = 0.

En particulier, sous P,

L
Xp = .

Remarque. La derniére assertion est équivalente a dire que, pour
tout y € E,

lim P, (X, =y) = v(y).

n—oo



On se raméne d'abord au cas ;1 = 6,. On considére une suite
croissante Ej de sous-ensembles finis de E telle que

UE, = E.
On a

drv (L, Z\Pu(X =y) - vyl

= Z ST )P (X = y) = > u(x)w(y)
y | x x

- ZM(X)% Z P (X = y) — v(y)]
w(ES) + Z x) drv(Lx(Xn), v).

XeEk

Pour tout € > 0, on peut trouver k tel que p(Ef) < €. Donc si
drv(Lx(Xs),v) — 0 pour tout x, on obtient

limsup dtv(L£,.(Xn), V) <e.

n—o0



On considére (X)), resp. (X}/), deux CM indépendantes de méme
matrice de transition Q et de lois initiales resp. Jy et v (définies sur
un espace (2, F,IP)). On considére alors

X,=(X\,X"Ye ExE.
Alors (X,) est une CM de matrice de transition de transition Q sur
E x E définie par,
QU X", (v ") = QIR y"), WX X",y y" € E,
et de loi initiale §, ® v. (Facile: exo).

D’autre part, on peut vérifier que v ® v est mesure invariante de Q.
En effet, pour tout x’, x" € E,

> vy YN y"), (X', x")
vy

= Z QU , X )Ry, x")
=(Z v(y )R, X)) v(y") R, x"))

=v(xX"Ww(x") =vev((x,x")).



Comme Q@ est irr. rec. apériodique, pour x',x”,y’, y" € E il existe
ng, ny € N tel que

Q"(x',y)>0, n=>np, et Q"(x",y")>0, n>nj,
donc o
Qn((x’,x”), (v',y")) >0, Vn=max(ngy,np).

On en déduit que Q est irréductible. Comme d’autre part elle
admet une probabilité invariante, v ® v, elle est récurrente. (Cf
Proposition de la Section 4).

On considére

T :=inf{n>0, X, =X"} =inf{n>0, X, € D},

ou
D={(x,x")e E? x =x"}.

T un temps d'arrét pour la filtration canonique de (X,). Comme

A

(Xn) est irréductible rec.

T <00, ps.



2
y€eE
1 A
= [BOG = )~ BOxy =)
y€eE
1 N
:5 E(ﬂxé:y - ILX,;’:y)‘
yeE
1 N
<§ Z E(lr<n(lx=y — ]lXA’:y))‘
yeE
1 A
+ > Z E(1T>n(]lX,§:y B ]lX,Q’:y))‘
y€E

Considérons le dernier terme,

1 N N 1
5 3 [ ran(Txgmy = Lagmy))| < B(Lron 3 5 (Lxmy + Lx=y)
y€eE y€eE

=B(T > n).



En utilisant Markov fort pour (X)) et (X)),
E(Lren(lxi=y — Ixr=y))
n

B(1 7oLy —xy—z(Ixg=y — Txr=y))

BHM

ZIAE Drei iy =xy=2(Q" “(z,y) = Q" (z,y))
zeE

—0
On a donc montré que
drv(Lx(Xn),v) <B(T > n).

Comme ()A<,,) est récurrent, lim,_ oo I@’(T > n) = 0. CQFD.



Lorsque I'espace d'états E est fini, la vitesse de convergence est
géomeétrique.

Théoréme
Sila CM est irréductible, rec. et apériodique et E est fini, alors il
existe C >0 et0 < p <1 tel que

dTv(ﬁﬂ(Xn), 1/) < Cpn, Vn > 0.

Preuve. Comme E fini, il existe ng € N tel que,
QR™(x,y) >0, Vx,y € E.
On note
M= (N0 y)eyer ob Mix,y) = w(y).

I est une matrice stochastique, c'est la matrice de transition d'un
tirage i.i.d. sous v.



Comme inf, , Q™(x,y) > 0, on peut trouver 0 < € < 1, tel que
Q™ > ell

et donc
Q" =€+ (1—¢)P,

ol P est une matrice stochastique. (Ceci car [ est une matrice
stochastique).

On note (Yk)k>0 = (Xnok)k=0 qui est une CM de matrice de
transition Q@ := Q.

On se donne une suite de v.a. i.i.d. (17x)k>1 de loi B(e).

On définit la CM (\N/k);@l: au temps k, conditionnement 2
(Yo, .-, Yk),

Si mk+1 =1, on tire Yjy1 suivant la loi v
Si ng+1 =0, on tire Y1 suivant la loi P( Yk, )

Alors (ex0), (Y) est une CM de matrice de trans. @, cad (Y4) a la
méme loi que (Yk).



On note alors,
T =inf{k >0, nx =1}.

En procédant comme précédemment avec le temps T (exo), on
peut montrer que, Vk > 0

drv(Ly(Xagk), ¥) = drv(Lu(Yi),v) < B(T > k) = (1 - o).

L'idée est que au temps T la loi de X7 est v, comme v est
invariante, la loi de X reste v aprés ce temps la...

On montre ensuite que d1v(£,(Xn), V) est décroissant (exo). On
obtient alors la décroissance géométrique voulue.



Complément: fonction harmonique
Définition
On dit que f : E — R est Q-harmonique en x € V si

Qf(x) =0

On rappelle que Qf(x) = >_ g Q(x,y)f(y) (et implicitement on
suppose que Zy Q(x,y)f(y) est sommable.)

On dit que f est harmonique sur F C E si Qfjr = 0 (et simplement
harmonique si harmonique sur tout E ).

Proposition

Soit (Xp) une CM de mat. de trans. Q.

(i) Si f est harmonique et f(X,) integrable alors f(X,) est une
martingale.

(ii) Soit f est harmonique sur F C E et

T=inf{n >0, X,e€ F}. Si f(XanT1) est intégrable alors
f(XanT) est une martingale.



Preuve. (i) Par Markov,
Ex(f(Xnt1) [ Fn) = Ex, (f(X1)) = QF(Xa) = £(Xn).

(ii) Par Markov,

Ex(f(XTA(n+1)) | Fn)
=Ex(Lr<nf (XTa@mr1)) | Fn) + Ex(Lrsnf (XTA(n11)) | Fn)
=Ex(L1<nX7 | Fn) + Ex(L15nf (Xnt1) | Fn)
=17<nX7 + L150Ex, (f(X1))
=17<n X7 + L15nf(Xn)
=f(X7a(n))

Pour aller plus loin: equation de Dirichlet, cf e.g. notes de Le Gall
page 216, Thm 13.7.2



Pour aller plus loin

» Martingales rétrogrades et applications a la LGN, a
Hewitt-Savage ([1] Le Gall section 12.6) ou au thm de de
Finetti (Durrett [2], Theorem 4.7.9 page 253)

» Chaines de Markov réversibles et réseaux électriques [3], ou [4]
chapter 2.
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