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Chapitre 1

Equations de la mécanique des fluides
barotropes

I.1 Les équations fondamentales de la mécanique des fluides

On considére l'espace d-dimensionnel R?, avec d € {2,3}, dans lequel évolue un fluide
(gaz ou liquide) au cours du temps. Dans la description dite eulerienne, 'état du fluide est
décrit par la donnée d'un champ p = p(x,t) désignant la masse volumique locale en € R?
au temps ¢ > 0 et d'un champ de vitesse u = u(x,t) = (ui(x,t), .., uq(x,t))T désignant la
vitesse d’une particule de fluide qui se trouverait en x a la date t. Nous allons établir trés
rapidement les équations de la mécanique des fluides en partant des principes fondamentaux
de conservation de la masse et de conservation de la quantité de mouvement. Pour plus de
détails, le lecteur pourra se référer a [16, 14, 18].

Le principe de conservation de la masse implique que pour tout volume borné @ C R fixe,
la variation de la masse incluse dans O & savoir fO % dzx est égale au flux de masse (entrant
— sortant) a travers le bord O de O. Comme les particules de fluide sont transportées a
la vitesse u(x,t), la quantité de masse qui traverse JO par unité de temps est donnée par
- /. a0 PU - dS olt i est le vecteur unitaire sortant normal a 90. Ainsi :

0
/ P i = —/ pu - n(z)ds.
o Ot 00
Si on applique la formule de Stokes, on obtient :

/O (% + div(pu)) dx = 0.

Comme O est arbitraire, on en déduit finalement que 1’évolution de p est régie par I’équation
aux dérivées partielles (EDP) suivante, appelée équation de conservation de la masse :

dp . _
o +div(pu) = 0. (L.1)



Chapitre I. Equations de la mécanique des fluides barotropes

Pour ce qui est de I’évolution de la vitesse, le principe de conservation de quantité de
mouvement locale (& savoir la quantité pu) donne, en suivant les mémes étapes que pour la
conservation de la masse :

/Oa(g:‘) dm:_/E)Opu(u'n)d5+/oqu;+/aoa.nd5. (1.2)

Les deux derniers termes de (I1.2) représentent les forces extérieures qui s’appliquent au volume
de fluide O : les forces volumiques, représentées par le vecteur f (forces de gravité, forces
électromagnétiques...), et les forces surfaciques qui s’appliquent sur 0O, représentées par o
qui est un tenseur symétrique appelé tenseur des contraintes. Sur un élément de surface de 9O
orthogonal & un vecteur n, le fluide extérieur a O exerce des efforts dans toutes les directions
représentés par le vecteur o.m. On décompose ces efforts en efforts de compression, qui sont
des efforts dans la direction n et en efforts visqueux :

o=-—-pl+T. (L.3)

La matrice T est la matrice identité de taille d, p est un scalaire appelé pression, et T est
le tenseur des contraintes visqueuses, parfois improprement appelé tenseur des contraintes.
Ainsi, en utilisant (I.2), (I.3) et la formule de Stokes, on obtient 1'équation de conservation de
quantité de mouvement :

d(pu)
ot

Si ’on suppose que ’écoulement est homogéne et isotrope (invariance des propriétés physiques
par translation et rotation), le tenseur des contraintes visqueuses T est relié au champ de
vitesse a travers la loi de Hooke :

+div(pu®u) —div(T)+ Vp = f. (L.4)

T(u) = u(Vu + Vi) + X (divu) I. (L.5)

Le réel p est appelé la viscosité du fluide, les coefficients p et A sont appelés les coefficients
de Lamé. De méme que la pression p, ils dépendent a priori de la masse volumique locale p
et d’une variable T appelée température du fluide, dont I’évolution est fixée par une équation
de conservation supplémentaire : I’équation de conservation de ’énergie. Dans le cadre de ce
cours, nous nous restreindrons & des écoulements dits barotropes, c¢’est-a-dire un écoulement
ot la pression ne dépend que de la masse volumique

p=p(p)

Nous ferons simplement ’hypothése naturelle (appelée hypothése d’hyperbolicité) que la fonc-
tion p — p(p) est strictement croissante. Les coefficients de Lamé sont constants et vérifient
> 0et g+ A > 0. Le systéme composé des équations (I.1) et (I.4), et d’inconnues p(x,t) et
u(x,t), est donc fermé sans avoir a écrire une équation supplémentaire pour fixer 1’évolution
de T et s’écrit :

Op +div(pu) =0, (I.6a)

d(pu) +div(pu @ u) — div(T(u)) + Ve(p) = f. (L.6b)
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1.2. Autres modeéles d’écoulements compressibles

Ce systéme est appelé le systéme des équations de Navier-Stokes compressibles barotropes.
I1 s’écrit sous forme développée de la maniére suivante, en notant = (x1,..,24), 7(u) =

(Tij(u))léingd et f=0(f1,.fa):

d
0
Op + ; %j(ﬂuj) =0,

d ) d 9 5 |
(o) Za_puiuj Za—ﬂy )+ 5,00 = Jis i=1,.,d.

Si le tenseur des contraintes est régi par la loi de Hooke (1.5) alors :
div(7T(u)) = pAu+ (u+ \)V(divu),

c’est-a-dire,

7'2] = pAu; +

(Ed: ) i=1,..d

Jj=1

Q)‘QJ

I.2 Autres modéles d’écoulements compressibles

D’autres modeéles d’écoulements compressibles peuvent étre obtenus par simplification du
systéme (1.6).
Equations d’Euler barotropes :

Les équations d’Euler barotropes sont obtenues a partir des équations de Navier-Stokes
(I.6) en considérant un terme de diffusion nul. Le systéme ainsi obtenu permet de modéliser
des fluides dits “parfaits”’, c’est-a-dire sans perte d’énergie due au frottement local :

Op + div(pu) =0,
dh(pu) +div(pu ®@u) + Vp(p) = f.

Equations de Stokes compressibles :

Une autre simplification est de considérer un écoulement sans terme de convection dans
I’équation de quantité de mouvement. On obtient les équations de Stokes compressibles qui
modélisent un écoulement ot la vitesse est de faible amplitude, si bien que les phénoménes de
convection sont négligeables devant les phénoménes de diffusion.

Op + div(pu) =0,
O (pu) — div(r(u)) + Vep(p) = f.
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Equations de Stokes compressible stationnaires :

Si de plus I’écoulement est stationnaire, c’est-a-dire que la masse volumique et la vitesse
ne dépendent pas du temps, les dérivées temporelles s’annulent et on obtient le systéme de
Stokes compressible stationnaire :

div(pu) =0,
—div(r(u)) + Vp(p) = f.

On peut aussi considérer des écoulements ot les coefficients de Lamé sont tels que p+ A = 0.
Le terme de diffusion visqueuse devient alors —div(7(u)) = —pAu.

I.3 Modéles d’écoulements incompressibles

On dit qu’un écoulement est incompressible lorsque la masse volumique est simplement
advectée par la vitesse du fluide sans phénoméne de compression ni dilatation, i.e.lorsqu’elle
vérifie 'EDP

dp

En combinant cette équation avec I’équation de conservation de la masse (I.6a) on en déduit
que la vitesse solution des équations de Navier-Stokes est & divergence nulle :

divu = 0.

Equations de Navier-Stokes incompressibles & masse volumique variable :

Ces équations sont obtenues a partir des équations de Navier-Stokes (1.6) en ajoutant la
contrainte de divergence nulle sur la vitesse. On obtient :

divu =0, (I.8a)
Op+p-Vu=0, (1.8b)
d(pu)+ (u-V)(pu) — pAu+ Vp = f. (I.8c)

Comme il y a une équation supplémentaire (I.8a), il n’y a plus besoin de relier la pression
p & la masse volumique par une loi d’état pour fermer le systéme. Il est possible de voir (p, u)
comme la solution d’un probléme variationnel associé aux deux équations (1.8b) et (I.8c). La
pression p peut alors étre vue comme le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de
divergence nulle (I.8a) sur la vitesse.



I.3. Modéles d’écoulements incompressibles

Equations de Navier-Stokes incompressibles :

Ces équations sont obtenues a partir de (I.8), en considérant que la masse volumique n’est
plus simplement advectée, mais qu’elle est constante en espace et en temps : p(x,t) = p ou
p > 0 est une constante donnée, dépendant du fluide considéré. On obtient le systéme suivant :

divu =0,
(1.9)
pou+p(u-V)u— pAu+ Vp = f.

On peut toujours se limiter a résoudre ces équations avec p = 1. En effet, si (u, p) est solution
de )

divu =0,

ou+ (u-V)u — jiAu+ Vp = f.
alors (u, pp) est solution de (1.9) avec p = pfi et f = pf.

Equations de Stokes incompressibles instationnaires :

La aussi, pour des écoulements ot les phénoménes de diffusion sont dominants, on peut
simplifier le modéle en :

divu =0,
(1.10)
Oyu — pAu+ Vp = f.
Equations de Stokes incompressibles :
Le modéle stationnaire correspondant a (1.10) est le fameux modéle de Stokes :
divu =0,
(I.11)
—puAu+Vp=f.

On peut se limiter & étudier le probléme de Stokes avec p = 1. En effet, si (u, p) est solution

de
divu = 0,

alors (u, up) est solution de (I.11) avec f = uf.






Chapitre 11

Un schéma numérique pour le
probléme de Stokes stationnaire

Soit © un ouvert borné connexe de R%, d € {2,3}, de bord lipschitzien. On se donne une
fonction f € L2(Q)4, et on considére le probléme de Stokes :

Trouver w (& valeurs dans R?) et p (& valeurs dans R) définies sur Q telles que :

—Au+Vp=Ff, dans €, (IL.1a)
divu =0, dans Q, (IL.1b)
u =0, sur 0f2. (IL.1¢)

La condition aux limites ujgn = 0 est appelée condition de Dirichlet homogene. C’est la
condition aux limites naturelle sur la vitesse pour un écoulement visqueux. Elle exprime le
fait que le fluide adhére & la paroi 0f2.

Le pression ne peut étre déterminée qu’a une constante prés. En effet, si (u,p) est une
solution de (II.1), alors pour tout réel ¢, (u,p + ¢) l'est aussi. Afin de restaurer I'unicité, on
peut donc supposer que la pression recherchée est de moyenne nulle sur €2, ou de maniére

équivalente :
/ p=0. (I1.2)
Q

Cela permet en effet de restaurer 'unicité car le gradient, méme pris dans un sens trés faible
(au sens des distributions), vérifie la propriété naturelle suivante dés lors que ) est connexe :
sip € D'(Q) est telle que Vp est nul dans D'(Q)?, alors p = cste. Ainsi, deux distributions
qui ont méme gradient différent d’une constante.

II.1 Résolution du probléme de Stokes

On cherche des solutions faibles du probléme de Stokes (II.1). On prend le produit scalaire
de (II.1a) par une fonction test v € D(Q)? et on multiplie (II.1b) par une fonction test
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

q € D(Q). Apreés intégration par parties dans la premiére équation, on obtient :

/QVu:V'v—/deivv:/Qf-'v, (I1.3)

/ gdivu = 0. (IL.4)
Q

Au vu de ces équations et de la condition de Dirichlet homogéne (II.1c), il est naturel de
rechercher la vitesse u dans ’espace Hé(Q)d. L’espace naturel dans lequel on va chercher la
pression p est I'espace des fonctions de carré intégrable et de moyenne nulle sur €2 :

1@ = {ac 2@ | [ 4=0}.

Comme D(2)? est dense dans H}(Q) := H}(2)?, on peut prendre les fonctions tests v dans
le méme espace que . De plus, si u € H}(Q) est solution alors pour tout ¢ € D(2) et tout
réel c on a :

/(q—l—c)divu:/qdivu—l—c/ divu:/qdivu+c/ u-n:/qdivu,
Q Q Q Q o0 Q

grace a la condition aux limites de Dirichlet homogene (II.1c¢). Ainsi, si ¢ € D(2) satisfait
(I1.4), alors g + ¢ aussi, pour tout réel ¢. On peut donc supposer que ¢ est de moyenne nulle
et par densité, on peut prendre les fonctions tests ¢ dans L2(2). On aboutit & la formulation
variationnelle du probléme de Stokes qui s’énonce ainsi :

Trouver (u,p) € H{(Q) x LE(Q) tels que :

Vu:Vv—/pdiv'v:/f~v, Yo € HY(Q), (I1.5a)
Q Q

Q
/ qdivu =0, Vg € L3(Q). (IL.5b)
Q

Pour tout w € H{(Q), on peut définir Au comme un élément de H=1(), 'ensemble des
formes linéaires continues sur H}(€2), par la relation :

<Au,’u>H717H(1) =— /Q Vu: Vo, Vo € HY().

et on a alors [[Aullg-1q) = sup{](Au,wal’Hé], vl ) = 1} < |wllg () De fagon
similaire, toute fonction f € L2(Q)¢ induit un élément de H=1(£2) par la relation

(f o) g = /Qf -, Vo € H(Q).

12



I1.1. Résolution du probléme de Stokes

On alors [|flla-1@) = swp{[(f,v) g1 ml IWlm@ = 1} < Callflliz@). ot Co est la
constante de I'inégalité de Poincaré : [|v||r2(q) < Cq ||'U||H5(Q)' Enfin, pour tout p € L3(Q), on
définit son gradient comme un élément de H=1(Q) par la relation

<Vp7fv>H*1,H(1) = - /deivv, NONS H(l)(Q)v

et on a [ Vplui(0) < vV Iplliz) (car [divolizo) < VAV ol pour tout v € H()).

Avec ces définitions, on peut réécrire la formulation variationnelle (II1.5) de la maniére
équivalente suivante :

Trouver (u,p) € H{() x L3(Q) tels que :

—Au+Vp=f dans H™(Q), (I1.6a)
divu = 0, dans L3(Q). (I1.6b)

Le probléme de Stokes est bien posé au sens de Hadamard :

Théoréme 11.1

Il existe un unique couple (u,p) € H§(Q) x L&(2), solution faible du probléme de Stokes
(I1.6) (i.e. vérifiant (I1.5)). Cette solution vérifie les estimations a priori suivantes :

[ellm @) < Call fllLz@) (IL7)

Ca
<2 I1.8
Pll2 ) < Cron £z (IL.8)

ou Cq est la constante de Poincaré et Cygg est une constante qui ne dépend que de §2.

La démonstration de ce résultat se fait en deux étapes.

Etape 1 : élimination de la pression : résolution en vitesse :

Considérons 'espace V noyau de 'opérateur divergence dans H(l)(Q) :
V := Ker(div) = {v € HY(Q) | dive = o}. (IL9)

L'opérateur (linéaire) div : H{(Q) — L3(Q) étant continu, I'espace V est fermé comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. C’est donc un espace de Hilbert
pour le produit scalaire hérité de H{ ().

Si u est solution de (IL.5) alors w € V. De plus, pour tout v € V, on a fﬂpdivv =0
donc u est aussi solution de la formulation faible suivante :

13



Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

Trouver uw € 'V tel que :

a(u,v) = /Qf ‘v, Vv eV, (I1.10)

ou l'application a : V. x V — R est définie par a(u,v) = fQ Vu : Vou. On a ainsi éliminé la
pression p et on retrouve 14 pour la vitesse u la formulation faible du probléme de Poisson
(multi-D) —Awu = f. On montre aisément que Uapplication a est continue et coercive sur
V x V, et 'application linéaire v > fQ f - v est continue sur V. On peut donc appliquer le
théoréme de Lax-Milgram (voir [4]) pour montrer qu’il existe un unique champ de vitesse u
solution de (I1.10). Il existe donc au plus une vitesse w solution du probléme de Stokes (I1.5).

En prenant u comme fonction test dans la formulation faible (I1.10) (ou dans (II.5a)) on
observe que :

gy g = /Q Vu: Vu = /Q Fu < el < Callflelulm o).

ce qui donne l'estimation a priori suivante sur la vitesse solution :

[ullm o) < CallfllLz@)- (I1.11)

Etape 2 : restitution de la pression :

Soit u I'unique solution de (I1.10). Par définition du probléme (I1.10), on sait que I’élément
f + Au de H1(Q) vérifie f + Au € Ker(div)t = V+, ol l'orthogonal est entendu au sens
de la dualité entre H=1(Q) et H(Q). En effet, w solution de (I1.10) s’écrit :

(f +Au,v)g-1 1 =0, Vo € Ker(div).
On sait aussi que pour tout p € LZ(2), I'élément Vp € H~1(2) est aussi dans Ker(div)+ =
V-1 puisque :
(Vp,v)p-1 1y = — /deivv =0, Vo € Ker(div).

Autrement dit, on a Im(V) C Ker(div)*. Sil’on montre que I'on a en fait Im(V) = Ker(div)*,
alors l'opérateur gradient est surjectif sur Ker(div)":, et la pression p recherchée est donc
définie par :

Vp=Ff+Au —  p=VY{f+Au).

En réalité, comme les opérateurs gradient et divergence sont duaux, on a mieux que Im(V) C
Ker(div)*. On a en effet :

m(V)* = {v € HY(Q) | (Vp,v)gz151 = 0, ¥p € L3(Q) |
- {'v cHYQ) | - /deivv —0,Vpe Lg(Q)}

= {'v c H) () | divo = 0}
= Ker(div),

14



I1.1. Résolution du probléme de Stokes

d’ott 'on déduit que Im(V) = Im(V)lL = Ker(div)® car H}(Q2) est réflexif (c’est un espace
de Hilbert, voir [4]). Ainsi, pour montrer que le gradient est inversible sur Ker(div)*, il reste
a montrer que 'espace Im(V) est fermé. Contrairement a la dimension finie, ot tout espace
vectoriel est fermé, ce résultat est ici non trivial, en ce qui concerne I’opérateur gradient. Il est
la conséquence de la propriété suivante (en fait les deux propriétés sont équivalentes), clas-
siquement appelée condition inf-sup ou condition LBB pour Ladyzenskaia-Babushka-Brezzi,
que nous admettrons.

Proposition I1.2 (Condition inf-sup ou LBB)

11 existe une constante Crgp > 0, ne dépendant que de I'ouvert 2 telle que :

/ qdivo
inf sup X > C1BB. (I1.12)
eL3(@) | veri () 122 vl )
q#0 v#£0

L’inégalité (I1.12) est équivalente a dire que pour tout ¢ € L(€2), il existe v € H(£2) avec
||v||H(1)(Q) =1 tel que :

Cres llallLz() S/qdivv.
Q

En particulier, pour tout q € L%(Q), en choisissant ce v on obtient que :

Cumllizo) < [ adivo = ~(Va. o) sy < [Vallsollolno) = Vel o)
L’inégalité
1
lallez) < m—IVala-1@), Vo€ Li(), (I1.13)
CLBB

implique que Im(V) est fermé. En effet, considérons une suite (Vg,) C Im(V) qui converge
vers ¢ € H™1(Q) avec g, € L3(Q) pour tout n. La suite (Vg,) est de Cauchy, et par (I1.13),
la suite (g,) est aussi de Cauchy dans L%(Q2) donc convergente vers un certain ¢ € L3(€).
Par continuité du gradient, on a alors ¢ = Vg i.e. ¢ € Im(V). Donc Im(V) = Im(V) =
Ker(div)l. D’apreés le théoréme de ’application ouverte, 'opérateur V est inversible sur son

image, d’inverse continu, et d’aprés (I1.13) la constante de continuité est au plus CEéB' On
peut donc définir p = V(£ + Aw).

Appliquons l'inégalité (I1.13) a la pression p solution du probléme de Stokes. On a Vp =
f + Awu dans H(Q) donc :

Cuslplie) < IVolla o) = If + Aularo) < (I Flr1 @ + |Aulr) )

Comme [[Aullg-1(g) < HUHH})(Q) et [fla-1) < Cal flr2(q), on obtient grace a I'estimation

(IT.11) sur la vitesse, 'estimation a priori suivante sur la pression solution :

Ca
. 11.14
Cron 1 £tz (I1.14)

[Py <2
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

‘

Fi1GURE II.1 — Notations pour un maillage triangulaire.

II.2 Approximation numérique : maillage et fonctions discrétes

On suppose a partir de maintenant que €2 est polygonal si d = 2, et polyédrique si d = 3.

Définition I1.1 (Masillage triangulaire (voir Figure I1.1))

Soit Q un ouvert borné connexe de R? d € {2,3}, polygonal si d = 2, et polyédrique
si d = 3. Un maillage triangulaire de §) (ou triangulation) est une partition M de )
en un nombre fini de simplexes K (triangles si d = 2 et tétraédres si d = 3) tels que
Q = UgemK. On suppose que le maillage est conforme i.e. que “toute face o d’un élément
K € M est soit contenue dans la frontiére 0€), soit égale a une face d’un autre élément L”,
et on note alors 0 = K|L. Pour chaque K € M, on note £(K) I’ensemble des (d+ 1) faces
de K, et par £ I'ensemble des faces du maillage. On note Eey resp. &y ’ensemble des
faces externes resp. internes : Eexy = {0 € £,0 C 0N} and Eiyy = €\ Eext- Pour K € M et
o € £(K), nk , désigne le vecteur unitaire normal a o et sortant de la maille K. On note
| K| la mesure d-dimensionnelle de K et |o| la mesure (d — 1)-dimensionnelle d’une face o.

Définition I1.2 (Pas du maillage)

Soit M un maillage, pour chaque maille K € M, on définit hi le diamétre de K (mesure
du plus grand segment inclus dans K ). Le pas du maillage est défini par :

hypf = max hg.
M KeM

Définition I1.3 (Régularité du maillage)

Soit M un maillage, pour chaque maille K € M, on définit ok le rayon de la plus grande
boule inscrite dans K. Le paramétre de régularité d’un maillage M donné est défini par
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I1.2. Approximation numérique : maillage et fonctions discrétes

le réel : h
Orf = iy 11.15
MRS o HH19)

Définissons a présent les espaces fonctionnels discrets pour la pression et la vitesse.

Définition I1.4 (Espaces fonctionnels discrets pour la pression)

On note Ly(Q2) C L2(Q) Despace des fonctions scalaires constantes sur chaque maille
K € M. Pour tout q € Ly () et K € M, on note qi la valeur constante de q sur K. On
note Lrq,0(§2) I'espace des fonctions constantes sur chaque maille K € M et de moyenne
nulle sur <) :

Lao(@) ={a€Lu@) | > |Klax =0},
KeM

Pour la vitesse, on va approcher les fonctions de H!(£2) grace a 'élément fini de Crouzeia-
Raviart [5]. Notons II; Iespace des polynomes affines dans R? :

II; = span{l7 T, 1= 1,..,d}.

Les degrés de liberté pour la vitesse sont associés aux faces o € E(K) par les formes linéaires :

{Fa, o€ 5} avec F,(u) = %/ou

Définition I1.5 (Espaces fonctionnels discrets pour la vitesse)

e On définit I'espace de fonctions Haq(Q2) associé a I’élément fini de Crouzeix-Raviart :

Ha(9) = {u € LA(Q) | u € T, VK € M;

avec Fy(u) continue a travers chaque face o € &nt}.

e On définit Hpag0(Q2) C Haq(Q2) Iespace des fonctions discrétes dont les degrés de
liberté associés aux faces de bord sont nuls :

Hpa0(2) = {u € Hym(Q) | F,(u) =0 pour tout o € 5ext}.

Dans la suite, pour alléger les notations, nous notons Hq(€2) := Hu ()4 et Hpgo(Q) =
Hp0()%
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

Remarque II.1

Comme ui € Iy, on a ‘%‘ fa ug = ug(xTs) ot T, est le centre de masse de la face
o € E(K). Ainsi, une définition alternative de Hxq(Q2) est :

Hp () = {u e12(Q) | ux €, VK € M;

et u g (x,) =y (xs) pour tout o € Eing, 0 = K|L}

Définition I1.6 (Fonctions de forme)

On appelle fonctions de forme les fonctions (, € Hp(Q2
0,00 € E, Fu(Cy) =67 o167 =1sio =0 et dl =
u € Hpg (Q) :

), o € &, telles que pour tous
0 sinon. On a alors, pour tout

u:ZuUCU, ol uozFo(u):i/u:u(mo),Vaeg.

el ’U’

On au € Hpo(2) si, et seulement si u, = 0 pour tout 0 € Eext.

Notons qu'une fonction de forme (, € Hxa((2) a son support inclus dans les mailles
adjacentes a o.

I1.3 Le schéma numérique

Pour w € H) (), on définit sur tout 2, V yu, le gradient discret associé a 1’élément
fini de Crouzeix-Raviart comme la fonction (& valeurs dans R*9) réguliére sur chaque maille
K € M, égale & V(u|g). De méme, on définit sur tout 2, divau, la fonction scalaire égale
sur chaque maille K € M a div (u|g).

La méthode d’approximation numérique consiste & écrire la formulation variationnelle
(I1.5) du probléme de Stokes en remplagant les espaces continus H}(Q) et L3(Q) par leurs
équivalents discrets H0(2) et Lago(£2), ainsi que les opérateurs différentiels gradient et
divergence par leurs analogues discrets définis ci-dessus. Le schéma numérique s’écrit donc :

Trowver (u,p) € Hpgo(2) x Lago(Q) tels que :

/VMUZVMU—/pdiVM’U:/f"U, Vo € Hp0(9), (I1.16a)
Q Q Q

/ gdivypiu =0, Vg € La,o(9). (I1.16Db)
Q
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I1.4. Estimations a priori sur la solution du schéma

I1.4 Estimations a prior: sur la solution du schéma

Soit (u, p) une solution du schéma numérique (I1.16). On cherche des estimations sur cette
solution, c’est-a-dire des bornes a priori sur des normes de la vitesse et de la pression. De
méme qu’en continu, on obtient ces estimations a priori en prenant comme fonction test
dans la formulation faible la solution elle-méme. Commengons par I’estimation a priori sur la
vitesse discréte. On prend v = u dans (I1.16a) ce qui donne :

/VMu:VMu—/pdivMu:/f-u.
Q Q Q

Or, par (I1.16b), le terme fﬂpdiVM u est nul ce qui donne :

/Q Vi Vg — /Q Fou< | Flemlule -

On introduit la semi-norme H! discréte ||. |1, 2, a1, définie pour tout w € H () par :

ful? o= [ Varu: Vo= 3 [ Vuiva
@ Kem”’ K

La semi-norme ||.|[|1,2, m est en fait une norme sur l'espace Hpq0(f2) grace a une inégalité
de Poincaré discréte (voir la Proposition II1.8 du chapitre III pour la démonstration). Si le
paramétre de régularité de la discrétisation vérifie O < 6, alors il existe une constante C'(6p)
telle que :

[ulr2) < C0o)llull,2,Mm; Vu € Hp,0(92). (I1.17)

On en déduit une estimation a prior: sur la vitesse approchée qui est 'analogue discret de
I'estimation a priori (II.11) sur la solution exacte :

[wll1,2,m < C(60) | f L2 (o)- (I1.18)

L’estimation a priori sur la pression s’obtient de maniére analogue au cas continu. Elle
découle d’une condition inf-sup discréte vérifiée pas les espaces discrets Lg,0(£2) et Hag,0(€2).
C’est cette propriété qui justifie 'utilisation des éléments finis de Crouzeix-Raviart pour I'ap-
proximation numérique sur des simplexes des modéles d’écoulements incompressibles. On a le
résultat suivant, qui sera démontré au chapitre III.

Proposition I1.3 (Condition inf-sup discréte)

On suppose que le paramétre de régularité 0 de la discrétisation vérifie Oy < 6y pour
une constante 6y > 0 fixée. Alors il existe une constante Crap(£,6p) telle que :

/qdiva
0

inf sup > CLeB(Q,60)). (I1.19)
q€Lla,0(Q) | veH 0(Q) ||<J||L2(Q) [v][1,2, 1
q#0 v#0
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

L’inégalité (I1.19) est équivalente a dire que pour tout ¢ € L,0(€2), il existe v € Hpq0(2)
avec [|[v]l1,2,m = 1 tel que [, ¢divagv > CLe(R,60)llqllL2()- En appliquant ceci & la pression
p solution de (II.16), on a l'existence d'un v € Hp0(Q2) avec ||v]j1,2, m = 1 tel que :

Crei(£,60)[pllL2 @) é/pdiVM’UZ/VMU¢VMU—/ fv
0 Q Q

< Nl m vl 2, m+ [ Flz@llvlize)

< lull1,2, m + C(00)[| fllL2()

par l'inégalité de Poincaré discréte ||v[i2q) < C(6o)||v][1,2, 1 et parce que [[v]1,2, m = 1. En
utilisant 'estimation a priori (I1.18) sur la vitesse, on en déduit I'estimation a priori suivante
sur la pression p solution, analogue discret de l'estimation a priori (I11.14) pour la solution
exacte :

2C(6)
< — . 11.20
||p||L2(Q) > CLBB(Q,90)||f||L2(Q) ( )

I1.5 Existence et unicité de la solution du schéma

Les espaces vectoriels Hpg0(€2) et Lag,0(€2) sont de dimensions finies et donc isomorphes
a leurs espaces duaux respectifs Hpgo(2)" et Lago(2)'. Considérons l'application linéaire
suivante :

HM,()(Q) X LM70(Q) — HM70(Q)/ X LM70(Q)/
(u,p) — <v|—>/VMu:VM'v—/pdivM'v,qn—)/qdiVMu>.
Q Q Q

D’aprés les estimations a priori (I1.18) sur la vitesse discréte et (I1.20) sur la pression discréte,
cette application est injective. Elle est donc surjective (les espaces vectoriels de départ et
d’arrivée sont de méme dimension), d’ou l'existence d’une unique solution au schéma pour
tout f.

I1.6 Convergence du schéma vers la solution exacte

I1.6.1 Principes généraux pour la preuve de la convergence

On considére (M(m))meN une suite de maillages telle que h(™ = h Mm(m) tende vers 0
lorsque m tend vers +00. A chaque m € N est associée une solution (u(m), p(m)) du schéma
numérique (I1.16) et on s’attend a ce que (u(m), p(m)) converge, lorsque m — +00 - c’est-a-dire
lorsque le pas des discrétisations h™) tend vers zéro- vers un couple (u, p) solution faible du
probléme de Stokes (II.1). La démonstration d’un tel résultat se fait classiquement en trois
étapes :
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I1.6. Convergence du schéma vers la solution exacte

1. Compacité : on commence par démontrer que 'on peut extraire une sous-suite de
(w™), pm), N, toujours notée (w(™ p(™), o, qui converge en un sens a préciser vers
un couple (u,p) lorsque m — +oo. La compacité découle en général des estimations a
priori sur (w(™ pm).

2. Régularité de la limite : on démontre que la limite (u,p) vérifie l'intégrabilité et la
régularité requise par la solution exacte. Ici on vérifie que w € H}(Q) et p € LE(9).

3. Passage a la limite dans le schéma : Cette étape vise & montrer que la limite (u,p)
est bien une solution faible du probléme exact, c’est-a-dire qu’elle vérifie (I1.5). Ceci
se démontre en écrivant la formulation faible du schéma (I1.16) pour (u(™,p(™) et
en passant a la limite dans cette formulation lorsque m — +oo. Il faut alors que les
convergence de u(™ vers u et de p(™ vers p soient suffisantes pour faire ce passage a
la limite.

On démontre ci-dessous le théoréme suivant :

Théoréme I1.4 (Convergence du schéma numérique)

Soit (./\/l(m))meN une suite de triangulations telle que h(m) = h pqomy tende vers O lorsque m
tend vers +00. On suppose que la suite de maillages est réguliére au sens ot il existe g > 0
telle que pour tout m € N, (™) .= 0 pqomy) < 0o. Pour chaque m € N, on note (u(m),p(m))
la solution du schéma numérique (I11.16). Alors, il existe (u,p) € H}(Q) x L3(Q) tels que
u™ — u fortement dans L2(Q), p™ — p faiblement dans L*(Q) et tels que (u,p) est
une solution faible du probléme de Stokes.

I1.6.2 Compacité et régularité de la limite

Soit donc une suite (./\/l(m))meN de triangulations telles que (™ = h Mm(m) tende vers 0
lorsque m tend vers +oc et soit (™), p(™) la solution du schéma numérique (I1.16) obtenue
pour un maillage M ™ donné. On suppose que la famille de maillage (M(m) )men est réguliére :
il existe 6y > 0 telle que

0" =0 ) <6, VYmeN. (I1.21)

On a alors les estimations a priori suivantes sur la suite (u(m),p(m))meN :

”u(m)Hl,Z,M(m) < C)fllr2(e) Vm € N, (I1.22)
2C(0)

(m) <=0 Vm e N. 11.23

12" L2y < CLBB(Q790)”fHL2(Q)7 (I1.23)

On obtient facilement de la compacité faible sur la pression. L’estimation (I1.23) sur la
pression implique qu’il existe une sous-suite de (u(m) , p(m))meN, encore notée (u(m) , p(m))meN,
et p € L2(Q) telle que p™ — p faiblement dans L2(€).
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

Pour comprendre comment fonctionne la méthode de compacité sur la vitesse, on va sup-
poser momentanément que la suite des vitesses discrétes vérifie (u(™),,eny C HY(Q) avec
I’estimation a prior:i suivante :

1w g0y < ClF ), YmeN, (IL.24)

Comme Q est borné, on sait par le théoréme de Rellich que H(l)(Q) s’injecte compactement
dans L2(Q)¢. L’estimation (I1.24) sur la vitesse implique donc que la famille {u(™},,cy est
compacte dans LQ(Q)d : quitte & extraire & nouveau une sous-suite, il existe une fonction
u € L2(Q)? telle que u™ — u fortement dans L?(Q)%.

Pour montrer que la limite u appartient en fait a H(l)(Q) on procéde comme suit. On étend
u™ et u a tout R% en les prolongeant par zéro en dehors de 2. On a alors u™ — u dans
L2(R%)?, ce qui entraine Vu™ — Vu au sens des distributions. Or, comme u(™ € H}(Q),
son prolongement par zéro est dans H'(R?) (voir [4]) avec |Vu(™)||; 2 ®d) < C | fl2@) pour
tout m € N. On en déduit que la limite faible Vu est aussi dans L2(R%)4*4 avec | V|12 ®Re) <
C | fllr2(q)- Ceci implique que le prolongement de u est dans H!'(R?) et comme u = 0 en
dehors de (2, on a ujpq = 0 c’est-a-dire u € H}(Q).

Ce raisonnement pour la compacité sur la vitesse n’est pas applicable ici car contrairement
aux méthodes numériques d’approximation interne, I’approximation de la vitesse par les élé-
ments finis de Crouzeix-Raviart ne fournit pas des solutions approchées dans ’espace H(l)(Q)
En effet, les fonctions u(™ € H M(m),O(Q) présentent des sauts & travers les faces du maillage.
On ne peut donc pas appliquer directement le théoréme de Rellich. Il faut re-démontrer un
résultat de compacité pour les suites de fonctions qui sont bornées dans la norme discréte
| 1l1,2, m. C’est I'objet du chapitre IIT ot sont démontrés des résultats d’analyse fonctionnelle
(injections de Sobolev, compacité, condition inf-sup discréte) pour les fonctions discrétes de
I'espace Hp,0(€2). En particulier, nous démontrerons le théoréme suivant, que nous admettons
pour l'instant :

Théoréme 1I1.5

Soit (M(m))meN une suite de maillages réguliére de € i.e. satisfaisant 0 y,m) < 0y pour
tout m € N avec 6y > 0. Pour tout m € N, soit u(™ € H ) o(€2). On suppose qu'il

existe C' € R telle que Hu(m)Hl,zM(m) < C, ¥m € N. On suppose aussi que hm) — 0
lorsque m — 4o00. Alors :

1. 1 existe une sous-suite de (u(™),,en, toujours notée (u\™),,en, qui converge dans
L2(Q) vers un certain u € L2((Q).

2. La limite u appartient a Hy(Q) avec ||Vl 2q) < C.

Appliqué a la suite (u(m))meN composante pas composante, ce résultat donne l'exis-
tence d’une fonction u € Hé(Q) telle que, quitte a extraire & nouveau une sous-suite de
(w™ pm) oy, ul™ — u fortement dans L%(Q)¢ lorsque m — 4-00.
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I1.6. Convergence du schéma vers la solution exacte

I1.6.3 Passage a la limite dans le schéma numérique
Passage a la limite dans I’équation de conservation de la masse :

On souhaite démontrer que la vitesse limite w vérifie ’équation de divergence nulle au
sens faible (IL.5b). Par densité de C2°(€2) dans L2(Q), il suffit de vérifier cette égalité pour les
fonctions test réguliéres :

/ gdivu =0, Vg € C°(Q) telle que / q=0. (I1.25)
Q Q

Soit donc ¢ € C2°(2) telle que [, ¢ = 0. Pour tout m € N, on définit ¢™m e L g o €en
posant g = |—11(‘ qu pour tout K € M _ A m fixé, on prend ¢™ comme fonction test
dans la formulation faible de I’équation discréte de continuité (I1.5b). On obtient :

/ g™ div oy u™ =0,  V¥meN. (11.26)
Q

Si l'on démontre que div y4(m) w(™ — divu faiblement dans L2(Q) et que q™ — ¢ fortement
dans L2(2), alors on peut passer  la limite lorsque m — +oo dans (I1.26) et on obtient alors
(I1.25). C’est l'objet des lemmes I1.7 et I1.8 ci-dessous.

On commence par un résultat technique qui sera démontré au chapitre III.

Lemme I1.6

Soit M un maillage de €1 tel que O < 0y, avec 6y > 0. Pour toute fonction v définie sur
Q et tout o € &g, avec 0 = K|L, on note [v], = le saut de v a travers o ( i.e.|[v],(x)| =
vk (2) — vi(2)], pour tout © € o), et pour o € Eexi, 0 € K, on note [v]s(x) = vg(x),
pour tout ® € o. Enfin, on note h, le diamétre de o pour tout o € £. Alors il existe une
constante C(d,0y) telle que :

(X [lel)’ <@t lohan.  Wetuo@. L2

el

Lemme I1.7 (Convergence faible de la divergence discréte)

Soit (./\/l(m))meN une suite de maillages réguliére de € i.e. satisfaisant 0 \,m) < 0y pour
tout m € N avec 0y > 0. On suppose que h{"™) = hygmy — 0 lorsque m — +o0. On se
donne une suite (v(m))meN telle que pour tout m € N, v(™) e HM(m)’O(Q). On suppose
qu’il existe C' € R telle que ||v(m)||172,M(m) < C,¥m € N et qu'il existe v € L2(Q)? tel que
v(M) — v faiblement dans L2(Q)? lorsque m — +o00. Alors div v (au sens des distributions)
est dans L?(Q) et quitte a extraire une sous-suite, on a div ym) v(™) — divv faiblement
dans L2(Q) lorsque m — +oc.
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

Démonstration: Soit ¢ € C2°(Q).

/leM(m>v ™ = Z /dlvv(m)¢

KeMm)
= (M. v+ (¢7nK,0)
KE%“”) / UGSZ /
—/ v™ .V + Rv™, ¢) (I1.28)
Q

avec

@0 = 3 [ Gnin) = 3 [0l (6= otwn) ni).

oe&lm) oe&lm)

car l'intégrale du saut de v(™ a travers une face o est nulle. En appliquant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on voit que :

1

Rl < (X [ o) (E [ helo— o)

oes(wﬂ 065(7")

En utilisant I'inégalité (I1.27) on obtient :

R, 0)| < C o™ i (3 [ holo = olan)?)”

oe&lm)

<CCd90 3 /h|¢ ¢mg)|)

U€£(m)

Comme ¢ est réguliére, on a pour tout & € o, [p(x)—d(xs)| < ho ||V (L) < R(m) [V &L~
par le théoréme des accroissements finis. On en déduit que

|R(v™, )| < h™ C C'(d,6)) |02 |V = 0 quand m — +oo.

En faisant tendre m vers 400 dans (IL.28), on obtient, comme v(™ — v faiblement dans L?
que :

/ div o m) ™ g — [ ™. Ve quand m — +o0.
Q Q

Ainsi, div ygom v™ — div v au sens des distributions. Comme par ailleurs [[v(™)||; 5 g < C,
Vm € N, la suite de fonctions (div yqem) v"™))men est bornée dans L2(). Elle admet donc

une sous-suite qui converge faiblement dans L?(2), mais aussi dans D’(f2), vers une fonction
w € L%(Q). On en déduit que dive = w donc divwv € L?(Q). |

En appliquant le lemme I1.7 & la suite (u(m)), on obtient que (quitte & extraire une sous-
suite) div ,em) u™ — divu faiblement dans L?(€2).
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I1.6. Convergence du schéma vers la solution exacte

Lemme II1.8

Soit ¢ € C°(8). Soit (M™),.cn une suite de maillages réguliére de ) i.e. satisfaisant
0 pqom) < Oo pour tout m € N avec 6y > 0. On suppose que h(m) = hjgomy — 0 lorsque
m — +o0. Pour tout m € N, on définit ¢(™ Ly m) en posant qx = ﬁ fK q pour tout

K € M) Alors ¢'™ —s q fortement dans L2(Q) lorsque m — +oo0.

Démonstration: Laissée en exercice. [ |

Passage a la limite dans I’équation de quantité de mouvement :

On souhaite a présent démontrer que la limite (u,p) vérifie I'équation de quantité de
mouvement au sens faible (I1.5a). Par densité de C°(Q)? dans H}(Q), il suffit de vérifier
cette égalité pour les fonctions test réguliéres :

/ Vu: Vv — / pdive = / fv, Yo € ()4, (11.29)
Q Q Q

Soit v € C(Q)%. Pour tout m € N, on définit v(™) H (m) o en posant (M) = Iymyv
ol pour un maillage donné M, l'opérateur I est défini par :

VR Hé(Q) — HM70(Q)

v o Lyu=3 <%/{Iu> .. (I1.30)

el

A m fixé, on prend v(™ comme fonction test dans la formulation faible de I’équation
discréte de quantité de mouvement (II1.16a). On obtient :

/ V agom ™ 0V 0™ — / p™ div gy 0™ = / f-o™,  ¥YmeN. (IL31)
Q Q Q

On sait que p(™ — p faiblement dans L2(Q). Ainsi, pour passer a la limite dans (I1.31) et
obtenir (I1.29), il suffit de démontrer que V ,;omu(™ — Vu faiblement dans L?(2)9*? ainsi
que les convergences fortes dans L2(€2) de VM(m)'v(m) — Vv et divy m) 0™ - divw et la
convergence v(™ — v faible dans L2(2). C’est I'objet des lemmes I1.9 et I1.10 ci-dessous.

Lemme I1.9 (Convergence faible du gradient discret)

Soit (M™),,en une suite de maillages réguliére de  i.e. satisfaisant O pqomy < 6o pour
tout m € N avec 0y > 0. On suppose que h(™) = hygmy — 0 lorsque m — +o00. On se
donne une suite (v"™),,er telle que pour tout m € N, v(™) ¢ H py(m) o(€2). On suppose

qu’il existe C € R telle que ||'v(m)||172’M(m) < C,¥m € N et que v'"™ — v faiblement
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

dans L2(Q)? lorsque m — +o00. Alors V v (au sens des distributions) est dans L2()?*? et
quitte & extraire une sous-suite, on a VM(m)’v(m) — Vw faiblement dans L2(Q)?*? lorsque
m — +00.

Démonstration: Soit ¢ € C°(Q)?*4 :

Voo o™ 1 @ /Vv
Q KeMm)
- Z /v<m> divg+ / (11.32)
Ke/v((m) ce&(K

— / o™ . div ¢ + R(v™ ¢)
Q

avec

Ro™.0)= Y [0 bns = S [0 (6= olwo)n

oe&(m) og&lm)

car l'intégrale du saut de v(™ a travers une face ¢ est nulle. En appliquant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on voit que

1

R0 < (X o [10F) (X [ hale- b)) .

aef:(m) og&(m)

En utilisant l'inégalité (I1.27) on obtient :

1

RO, 0)] < O 0010 lhzse ([ holé = d(en)P)’

oceg&lm)
1

<coam( X [ nle-oap)’

0'65(7")

Comme ¢ est réguliére, on a |p(x) — Pp(x,)| < h(m)||v¢||Loo(Q) pour tout £ € o par le
théoréme des accroissements finis. On en déduit que :

IR(v™, )| < K™ C C'(d,0)) 9] |[V|L<(Q) = 0 quand m — +oc.

En faisant tendre m vers +oo dans (I1.32), on obtient, comme v{™) — v faiblement dans
L2(Q)? que :

/ VM(mw(m) ¢ — — [ v-div o, quand m — +oo.
Q Q

Ainsi, V ™ — Vo au sens des distributions. Comme par ailleurs [[v(™ |, 5 yom < C,
Vm € N, la suite de fonctions (V ;em v™)men est bornée dans L2(Q2)?*¢. Elle admet donc

une sous-suite qui converge faiblement dans L?(92)?*? mais aussi dans D’'(Q)9*?, vers une

fonction w € L2(Q2)9*?¢. On en déduit que Vv = w donc Vv € L2(Q)4*4. |
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L_emme I1.10

Soit v € C°(Q)4. Soit (M™),.cn une suite de maillages régulicre de Q i.c. satisfaisant
0 pqom) < 8o pour tout m € N avec 6y > 0. On suppose que h(m) = hygemy — 0 lorsque
m — +o00. Pour tout m € N, on définit v(™ e H p(@m) o en posant oM = I\ omyv. Alors :

e v(™ — v fortement dans L2(Q) lorsque m — 400,
o div ) (m) (™ — divw fortement dans L?(Q) lorsque m — 400,
° VM(m)'v(m) — Vo fortement dans L%(Q)?*? lorsque m — +o0.

Démonstration: Ce résultat est une conséquence directe des propriétés d’approximation de
Popérateur I rappelées dans lemme II.11 ci-dessous et qui sont établies au chapitre III (voir
aussi [5]). On démontre le premier point :

™ =vlfe) = D lv—Lpemvliag) < ()2 C(6o) [vluz) =0 lorsque m — +oo.
KeMm)

Pour la convergence du gradient discret, on écrit :

IV gm0 — V [z (gaxa = > Vu- V Lyiom 0| F2 (eyaxa
KeM(m)

< pm C(0o) |v|a2() — 0 lorsque m — +o0.

La convergence de la divergence discréte résulte de celle du gradient discret. |

Lemme II.11 (Propriétés de U'opérateur Iaq)

Soit M un maillage de ) tel que Opr < 0y avec 0y > 0. L’opérateur I satisfait les
propriétés suivantes : il existe C(0) telles que :

e Stabilité : pour tout v € H}(Q) :
Hamwll, 2, m < C(6o) [[v]lgzye)-

e Propriétés d’approximation : pour tout v € H2(Q2) N H§(Q) :

lo = Lmwllee iy + b [V (0 = Imo) 2 (gyaxa < C (o) Wi [vlzx)y, VK € M.

I1.6.4 Fin de la preuve du Théoréme 11.4

On a donc démontré, par des extractions de sous-suites successives qu’il existe une sous-
suite de (u(™, p(™), <y, encore notée (™), p(™),, ey telle que, lorsque m — +oo0, ul™ — u
fortement dans L2(Q)? et p™ — p faiblement dans L2(Q) avec (u,p) € H}(R2) x L3(Q) une
solution faible du probléme de Stokes instationnaire (I1.5). Or, on sait que la solution faible
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Chapitre II. Un schéma numérique pour le probléme de Stokes stationnaire

du probléme de Stokes instationnaire est unique (c.f. Théoréme I1.1). C’est donc toute la suite
(w™ pm™), oy qui converge vers (u,p). Ceci est une conséquence du résultat suivant :

Proposition 11.12

Soit X un espace topologique séparé. Soit (up)nen une suite d’éléments de X et u € X.
Alors u,, converge vers u si, et seulement si de toute sous-suite de (u,)nen, on peut extraire
une sous-sous-suite qui converge vers u.

En effet, on a démontré que de toute sous-suite de (u(m), p(m))meN, on peut extraire
une sous-sous-suite qui converge vers un couple (v, q) solution du probléme de Stokes insta-
tionnaire. Or cette solution étant unique, on a (v,q) = (u,p). Donc de toute sous-suite de
(u(m), p(m))meN, on peut extraire une sous-sous-suite qui converge vers (u,p). Donc toute la
suite (u(™, p(™), N converge vers (u, p).

I1.7 Ecriture locale du schéma numeérique

Il est possible d’écrire une version “locale” du schéma numérique, qui rappelle la forme
forte du probléme de Stokes stationnaire (II.1). Pour cela, on va introduire un deuxiéme
maillage, appelé maillage dual du maillage M, dont les mailles sont associées aux faces o € £
du maillage M.

Définition I1.7 (Maillage dual)

Soit M une triangulation comme introduite a la Définition I1.1 et soit £ I’ensemble des
faces des mailles de M. On définit un “maillage dual” associé aux faces o € £ comme suit.
Pour K € M et o € £(K), on commence par définir Dk , comme le cone de base o et de
sommet le centre de gravité de K (voir Figure I1.2). On obtient alors une partition de K
en d + 1 sous-volumes de méme mesure |Dk | = |K|/(d +1). Le volume Dk , est appelé
la demi-maille duale associé a K et 0. Pour o € &, 0 = K|L, on définit la maille duale
D, associée a 0 en posant D, = D U Dy, , et pour 0 € Eexy N E(K), on définit D, par
D, = Dk . L'ensemble Uycg D, est alors un autre maillage de €0 appelé “maillage dual”
et est associé a I'ensemble €. On note £(D,) I'ensemble des faces de D, et € = Dy|Dy la
face séparant les deux mailles duales D, et D,. Comme pour le maillage primal, on note
Ent l'ensemble des faces duales incluses dans le domaine Q et E. l'ensemble des faces
duales situées sur le bord 0f). Dans ce dernier cas, il existe alors o € Eqy tel que € = 0.

Rappelons I'écriture du schéma numérique.

Trowver (u,p) € Hpgo(2) x Lago(Q) tels que :

/VMUZVMU—/pdiVM’U:/f"U, Vo € Hp0(9), (I1.33a)
Q Q Q

/ gdivypiu =0, Vg € La,o(9). (I1.33Db)
Q
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M
F1GURE I1.2 — Notations pour les mailles primales et duales.
Soit K € M. En prenant ¢ = 1 comme fonction test dans (II.33b), on a :
O—/qdlvMu—/ divu = Z /u NKq
cel(K)
Z / Z Ug' Cor ) NKo = Z lo|us - nK s, (11.34)
068 o Uleglnt UE:?(K)
car les fonctions de forme satisfont [ (o = |o]07".

Soit maintenant o € &. En prenant v = g“ge(i) comme fonction test dans (I1.33a), ou

e® est le i-eme vecteur de la base canonique de R?, on obtient :

/Q Vot Va(Cre) — / pdiva (Cre! / folGe =0 (1L35)

La pression discréte p est constante sur chaque maille K donc :

=Y / v (Ge) = Y 3 (e i

KeM KeM  o/c€(K)

/pdlvM (o ell

=pi |o| (¥ nk ) +prlol (e np,) =—lo| (pr — k) (e - nk ).

On remarque que le vecteur de R? dont les composantes sont fQ Vmu @ Vg (§ge(i)) pour
i=1,..,d s’écrit :

/ V mu.V (s
Q
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On déduit de ces calculs une forme locale du schéma numérique (I1.33). Définissons les
opérateurs différentiels locaux discrets suivants :

1
(B, =~ | Var Tt Vo € Em,
o
(Vp)a' = ||D||(pL _pK)nK,0'7 Yo S gint, g = K|L,
1
(divu)g = I Z lo|us - NK o, VK € M,
cel(K)
L Vo € &
o — |DU| 0 o o int -

En rassemblant les égalités (I1.34) pour tout K € M et (I1.35) pour tout ¢ € Eint, on voit
que le schéma numérique (I11.33) peut s’écrire :

Trouver (u,p) € Hag,0(2) x Lago(82) tels que :

- (Au)o + (Vp)o — fo—y Vo € gint, (IIBG&)

(divu)g =0, VK € M. (11.36b)

On peut vérifier que cette écriture locale est en effet équivalente a (I1.33). Pour tout v dans
H1,0(2), en prenant le produit scalaire de (I1.36a) par |Dy|ve (00t v, = F,(v) = |o| ™ [ v)
et en sommant sur o € &y, on retrouve (II.33a). De méme, pour tout ¢ € L o(Q2), en

multipliant (I1.36b) par [K|gx (ot gk = q|x) et en sommant sur K € M, on retrouve aussi
(I1.33b).

Cette écriture locale sera utile pour écrire un schéma numérique pour les équations de
Navier-Stokes compressibles. Ce schéma sera un schéma hybride : volumes-finis pour la convec-
tion et éléments finis pour la diffusion.
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11.8. Exercices

I1.8 Exercices

Exercice 11.1
Admitting the following result, prove the inf-sup condition of Proposition I1.2 :
Let Q be a bounded Lipschitz domain of R%, d > 1. Then, there exists a linear operator

B:Li(Q) — H}(Q) (called the Bogovskii operator) depending only on Q with the following
properties :

(i) For all p € L3(Q),
div(Bp) = p, a.e. in .

(ii) B is continuous : there exists C = C(Q), such that for any p € L() :

IBpla o) < Clplliz)-

Exercice I1.2

Let © be a smooth open bounded subset of R¢ and T > 0. Let ug € L%(Q)? and f €
L2(Q x (0,T))¢ and consider a solution w of the non stationary incompressible Stokes

equations :
ou—Au+Vp=f, Qx(0,7),
divu = 0, Qx (0,7,
u =0, 00 x (0,7),
u(.,t =0) = uo, Q.

Prove that if u is smooth then it satisfies the follwing a priori estimate :

T
2 2 2 2
30 Tl e + /0 I, 9)ly 0y ds < € (luola(ya + 1 20 0,104

for some constant C' depending only on 2.

Exercice I1.3

Prove that u — ||u|j1,2, m defines a semi-norm on H () and a norm on Hpo().

Exercice I1.4

Prove Lemma I1.8.

Exercice I1.5

Prove Proposition I11.12 (say in a normed vector space).
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Chapitre 111

Analyse fonctionnelle discréte

L’objectif de ce chapitre est d’étendre aux espaces de fonctions réguliéres par morceaux
issus de l'approximation par les éléments finis de Crouzeix-Raviart [5], des résultats classiques
d’analyse fonctionnelle vérifiés par les espaces de Sobolev W1P(Q) pour 1 < p < +00. On
démontre en particulier un analogue discret de la propriété inf-sup qui justifie I'utilisation de
ce type de discrétisation pour les modéles d’écoulements incompressibles. Nous démontrons
également des analogues discrets des injections continues des espaces de Sobolev W1P(£2) dans
des espaces L7(€)) pour des ¢ > p bien choisis, ainsi que des résultats de compacité, qui sont
le pendant discret du théoréme d’injections compactes de Rellich. Ces résultats s’étendent
naturellement & une approximation par les éléments finis de Rannacher-Turek [20] qui ont
les mémes degrés de liberté que les éléments finis de Crouzeix-Raviart. Les démonstrations
s'inspirent trés largement de travaux de R. Eymard, T. Gallouét, R. Herbin, et de leurs
collaborateurs. Nous renvoyons notamment au livre [8] et & 'annexe de l'article [9], ou des
résultats similaires sont démontrés pour des approximations par volumes finis.

III.1 Maillage et fonctions discrétes

Soit £ un ouvert borné connexe de R?, d € {2,3}, polygonal si d = 2, et polyédrique si
d = 3. On définit un maillage triangulaire de 2 comme suit

Définition III.1 (Maillage triangulaire (voir Figure II1.1))

Un maillage triangulaire de Q) (ou triangulation) est une partition M de €2 en un nombre
fini de simplexes K (triangles si d = 2 et tétraédres si d = 3) tels que Q = Ugep K. On
suppose que le maillage est conforme i.e. que “toute face o d’un élément K € M est soit
contenue dans la frontiére 0S), soit égale a une face d’un autre élément L”, et on note alors
o = K|L. Pour chaque K € M, on note £(K) I'ensemble des (d 4 1) faces de K, et par
& l’ensemble des faces du maillage. On note Eqyy resp. Ent ’ensemble des faces externes
resp. internes : Eoxy = {0 € E,0 C 0N} et Einy = E\ Eext. Pour K € M et o € E(K), nk o
désigne le vecteur unitaire normal a o et sortant de la maille K. On note |K| la mesure
d-dimensionnelle de K et |o| la mesure (d — 1)-dimensionnelle d’une face o.
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‘

Fi1GURE III.1 — Notations pour un maillage triangulaire.

Définition III.2 (Pas du maillage)

Soit M un maillage, pour chaque maille K € M, on définit hi le diamétre de K (mesure
du plus grand segment inclus dans K ). Le pas du maillage est défini par :

ham = max hg.
M KeM K

Définition II1.3 (Régularité du maillage)

Soit M un maillage, pour chaque maille K € M, on définit ok le rayon de la plus grande
boule inscrite dans K. Le paramétre de régularité d’un maillage M donné est défini par

hx
O = —. II1.1
M= K (TL.1)

Définition III.4

On note La(R2) C L%(Q) P'espace des fonctions scalaires constantes sur chaque maille
K € M. Pour tout q € Ly () et K € M, on note qi la valeur constante de q sur K. On
note Laq,0(§2) I'espace des fonctions constantes sur chaque maille K € M et de moyenne
nulle sur €2 :

Lao(@) ={a€Lu@) | > |Klax =0},
KeM

L’espace Ly((£2) est un espace d’approximation pour les fonctions de L2(£2). On approche
les fonctions de H'(Q) grace a I'élément fini de Crouzeiz-Raviart. Notons II; l'espace des
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polynomes affines dans R¢ :
II; = Span{l, Ti, 1= 1,..,d}.

Les degrés de liberté sont associés aux faces o € £(K) par les formes linéaires :

{FU, s 5} avec Fy(u) = %/ou

Définition II1.5 (Espace de fonctions discrétes)

e On définit I'espace de fonctions Haq(Q2) associé a I’élément fini de Crouzeix-Raviart :

Han(Q) = {u € L2(Q) | upe € Iy, VK € M;

avec Fy(u) continue a travers chaque face o € &nt}.

e On définit Hpag0(Q2) C Haq(Q2) Iespace des fonctions discrétes dont les degrés de
liberté associés aux faces de bord sont nuls :

Hpa0(2) = {u € Hym(Q) | F,(u) =0 pour tout o € 5ext}.

Dans la suite, pour alléger les notations, nous noterons Ha(Q) := Ha(Q)4 et Hpyo(Q) :=
Ha0()%

Définition I11.6 (Fonctions de forme)

o € &, telles que pour tous

On appelle fonctions de forme les fonctions (, € Hpa(Q),
= 0 sinon. On a alors, pour tout

0,0 €& Fp(C) =07 oudl =1sioc =0 etd
UGHM(Q).‘

1
u:Zuogy, ol uozFo(u):H/u, Vo e &.

el

On au € Hpo(2) si, et seulement si u, = 0 pour tout 0 € Eext.

Notons qu'une fonction de forme (, € Hx((2) a son support inclus dans les mailles
adjacentes a o.

Les fonctions de Hp((€2) présentent des sauts au niveau des faces du maillage. Ainsi, leurs
gradients au sens des distributions contiennent des mesures supportées par les faces o du
maillage. Il est donc clair que pour tout 1 < p < +oo, Hyg(2) ¢ WHP(Q2). On peut cependant
définir pour les fonctions de H(2) un équivalent discret des semi-normes normes W'?,
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Définition I11.7 (Opérateurs discrets et semi-norme W14 discréte)

Soit M un maillage de €. On définit des opérateurs gradients et divergnence discrets
pour les fonctions discrétes réguliéres par morceaux u € Hp(Q) :

Vau@) = Y Vu(@)lk(z), (I11.2)
KeM

divag u(x Z divu(z)lg(x). (I11.3)
KeM

Pour une fonction scalaire u € Hx((Q2) et pour tout 1 < ¢ < 400, on définit ||u|1, 4, m la
semi-norme W4 discréte de u par :

1

= ( [ 192al?)’” (11.4)

Pour une fonction a valeurs vectorielles u € Hp(€2) et pour tout 1 < g < +00, on définit
w1, 4, 1 la semi-norme W4 discréte de u par :

1
fulsonn = ([ 1Varultda)". (11L5)

Il est assez facile de vérifier que sur Hpq 0(€2), la semi-norme || . ||1, p, m est en fait une norme,
c’est notamment une conséquence de I'inégalité de Poincaré discréte (voir la Proposition I11.8).

II1.2  Quelques propriétés des éléments finis de Crouzeix-Raviart

On définit Iy Popérateur d*“interpolation” suivant de H{(€2) dans Hpo(€2) :

Inv | HY(Q) — Hao(Q)

DR )e

Naturellement, pour u € H}(Q) (= H}(Q2)9), on définit Iyu € Hpgo(Q) par

=3 (7 [ ) &

oel

Lemme II1.1 (Propriétés de l’opérateur Irq)

Soit M un maillage de Q tel que Opq < 6y, avec O définie en (I11.1). L'opérateur I
satisfait les propriétés suivantes : il existe C(6y) telles que :
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(i) Stabilité : pour tout u € H{(Q?) :
I amullz, 2,0 < C00) [l q)-

(ii) Propriétés d’approximation : pour tout u € H?(Q) N H(Q) :

lu = Inqulleo () + hic 1V (w = Inqw) 20y < C(00) Wi [ulmy, VK € M.

(iii) Préservation de la divergence : Pour tout g € Ly(2) et u € H0(R2) :

/qdivM(IMu):/qdivu
Q Q

Remarque III.1

Un opérateur qui vérifie les propriétés (i) et (iii) du lemme ci-dessus est appelé “opérateur
de Fortin”.

Démonstration: La preuve des deux premiers points, que 'on peut trouver dans [5], utilise des
arguments classiques (transport des inégalités vers I’élément de référence, lemme de Bramble-
Hilbert...). Nous démontrons le troisiéme point. Soit ¢ € La(2) et ©w € H g, 0(€2). Notons gx
la valeur constante de ¢ sur la maille K.

/quiVM(IMU): > /quiV(IMu): > QK/KdiV(IMU)

KeM KeM
“ Y ¥ [ S o X[ 5 (0 [ w)erne
KeM  oe&(K)’° KeM  oef(K)“7 o'eE o’

Or on sait que / (o =|0|67. On en déduit que :
o

/quiVM(IMU): doax Y, /u-nx,a

KeM o€E(K)V

= qK/ u-n= qK/ divu:/qdivu.
Z oK Z K Q

KeM KeM [ |

A présent, démontrons un résultat qui nous sera utile par la suite.

Lemme III1.2

Soit M un maillage de Q tel que O < 6y, avec O définie en (I11.1). Pour toute fonction
v définie sur Q et tout o € &y, avec 0 = K|L, on note [v], le saut de v a travers o (
ie.|[v]o(x)] = |vg(x) — vjr(x)|, pour tout & € o), et pour o € Eex, 0 € K, on note
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[v]o(x) = v (x), pour tout & € o. Enfin, on note h, le diamétre de o pour tout o € £.
Alors :

e Pour tout 1 < p < oo, il existe une constante C(p,d,0y) telle que :

Z e = [|We)” < Codonlpn.  YoeHuo(@.  (IL7)
e Pour tout 1 < p < oo, il existe une constante C(p,d, ) telle que pour tout o > 1 :

(O [ 11e1lo]) < @ Clod,b0) 01t 1y 0ot Vo € Hago(@), (ITLS)

oi11<p'<ooestdonnépar%—|—l%:1.

Démonstration: On commence par démontrer (II1.7). Comme pour tout o € &, l'intégrale du

saut d’une fonction v € Hpq,0(£2) & travers une face o est nulle, par le théoréme de la moyenne,
il existe @, € o tel que [v]y(x,) = 0 (pour élement de Crouzeix-Raviart, @, est le centre de

o). On a alors :
thl/\ =% = [l =Bl = X o [ o= (el

o€l occk ey
r
h” — / V’U‘K o+ 5(x— ;) — VoL (xs + s(x — iBU))) (@ —m,) ds‘ do
;’Gfe‘r}a
D= 1/\/ Vo (@s + 5@ — 25)) - (2 — 25) ds| da.
0EEext h
oc€e€(K)

Dans la suite, on note Vu(zx,s) au lieu de Vu(z, + s(xz — x,)) pour alléger la notation.
L’inégalité de Holder ainsi que P'inégalité (a + b)? < 2P(a? + b?) pour a,b > 0 donnent :

g;gh;_l/o“v] Z e 1/|m—ma|p/ (|VU\K(w,s)|p+|VU|L(m,s)|p) dsdx

0€E&int
o=K|L

+ Z hE- 1/|m_wa|p/ Vg (x,s)” dsde.
0€Eext
ce&(K)

Comme h, est le diamétre de o, on a | — x,| < h, pour tout € . En intervertissant les
intégrations par le théoréme de Fubini, on obtient que :

th 1/! lo|"<C) Y > ho /IVv\Klp (I11.9)

o€e& KeMoeé(K)

Soit A I’élément de référence qui est le d-simplexe dont les sommets sont origine dg = (0,..,0)
et les points a; = (0, .., 1,..0) dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la i-éme qui vaut 1,
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pour i = 1,..,d. Pour K € M, soit Ax l'application affine qui envoie les sommets de K sur
ceux de K. On note o la fonction définie pour & € K par 4(z) = v(z) ot © = Ag (). Comme
vk € II1 et que Af est affine, on a © € II;, espace qui est de dimension finie. De méme, Vo
appartient a un espace vectoriel de dimension finie. Par équivalence des normes sur un espace
de dimension finie, il existe une constante C(d) telle que pour toute fonction w € II; :

3 /|Vw|p<C /|Vw|”
5e€(K)

En notant Bx = Jac(Ak(Z)), qui de dépend pas de & car Ak est affine, le changement de
variable = A (&) montre que :

[19e@iPa. @) < 15 'i"| [ 1vi@rds@)

V(@) Pdz < Bl LK /|Vv )P de,
/ |K|

avec | Bi|| < hx /o et |Bg'|| < h/ox. Par définition du paramétre de régularité du maillage,
il existe C(0) tel que h, “;“ < C(p). Comme les quantités i, ¢, |6 et | K| ne dépendent que
de d, on en déduit qu'il existe C(p,d, 6p) telle que :

Z h /|VU|K|p§C(p7d790)/ |V’U\K|p7
ce&(K) K

ce qui, combiné avec (II1.9), termine la preuve de (II1.7).

A présent, démontrons (IIL.8). Comme [v],(x,) = 0, on a [|v|*]s(x,) = 0. De plus,
comme « > 1, |[v|* est régulicre 1a ou v est réguliére et on a en particulier que Vi]u|* =
asgn(v)|[v|*"1Vuv. En reprenant les mémes étapes que pour la preuve de (II1.7), on trouve
que :

SFNIEREED S A LD D SRy IEEal A0
o€& KeMoe&(K) KeMoeE(K)
En appliquant I'inégalité de Holder dans I'intégrale sur o, on obtient :
PN AIEREESY Z ho AVl a1 () [ VOILo(0)-
i KeMoe&(K

On montre, toujours en utilisant le changement de variable & = Ag (&) que pour tout 1 < g <

(O Ol
o]\ e
vl < (igp) Nolkscor Vol < B (M) IV6l0(a),
et
A K| Iy
ol < ({7 K|) oo 1Vl < W (i, KI) 190l

On en déduit, en utilisant un argument de dimensionnalité finie et le fait que % + % =1:

K], ol

ho allvllf, y 1Volle o) sag he g 1015ty 10y 192l )

P (ﬂ 1)
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Chapitre III. Analyse fonctionnelle discréte

Les quantités |K| et |§] ne dépendent que de d et par définition du paramétre de régularité

du maillage, il existe C(6y) tel que h, % < C(6p) ce qui conclut la preuve de (II1.8). |

I11.3 Condition inf-sup discréte

Nous démontrons ici la propriété qui justifie I'utilisation des éléments finis de Crouzeix-
Raviart - et donc d’une discrétisation sur grilles décalées ot les inconnues de pression et de
vitesse ne sont pas discrétisées aux mémes endroits - pour 'approximation numérique des
modéles d’écoulements incompressibles.

Rappelons la propriété dite inf-sup, vérifiée au niveau continu par les espaces L%(Q) et

H; ().

Proposition II1.3 (Condition inf-sup ou LBB)

11 existe une constante Cypp > 0, ne dépendant que de 'ouvert €2 telle que :

/ q divv
Q

inf sup > C1BB.- (I11.10)
e | veni() lalz@) vl
q#0 v#0

Il s’agit de démontrer une propriété du méme type vérifiée par le couple d’espaces de
fonctions discrétes (Lago(€2), Hat0(2)) ott Lago(€2) est muni de la norme L2, et ott Hpq0(€2)
est muni de la norme W2 discréte.

Proposition II1.4 (Condition inf-sup discréte)
Soit C(92,6p) = CrLea/C(0p) ot C () est la constante de stabilité du Lemme III.1. Alors :

Z /quivv

inf sup KeM > C(Q,6)). (IT1.11)
9€Lat,0() | weH o) [2llL2 () (1011, 2, 1
q7#0 v#£0
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Démonstration: Soit ¢ € L o(f2) telle que ¢ # 0. On a :

Z / gdivv Z / qdiv(Ipw)
Kem” K Kem’ K
sup > sup
veHpo@) | Iz [vlle, m [ 7 wemry | llalliez@) ol 2, m
v#0 v#0
/qdivu
= sup &
vert(oyd | lalliz@) Haoll, 2,0
v#0
divu
- R
vert(oyt | lallz) lvlley [Zvmvll, 2, m
v#0
divu
> sup /szq 1 C'LBB_
 weH}(Q) lallrz(a) ||’U||H}, C(6o) — C(bo)
v#0
On obtient le résultat en passant a 'inf sur g € Lag,0(€2) dans cette inégalité. |

I11.4 Injections de Sobolev discrétes

Rappelons le fameux résultat d’injection continu pour les espaces de Sobolev dont une
démonstration peut étre trouvée dans [4].

Théoréme II1.5 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg)
Soit 1 < p < d. Alors il existe une constante C(p,d) telle que :

lullLrs ey < C(p,d) |Vullppgay, — Yue WHPRY), (1.12)

ou p* = A ™ particulier, on a WHP(RY) C LP" (RY) avec injection continue.

d—p

Ainsi, une fonction u € LP(R?) est aussi dans LP"(R%) dés lors que son gradient au sens
des distributions est aussi dans LP(R?). Autrement dit, comme p* > p, une fonction de LP(R%)
est un peu plus intégralble qu’attendu, pourvu que son gradient au sens des distributions est

aussi dans LP(R?) .

Nous cherchons a démontrer un équivalent discret de l'inégalité (II1.12) pour les fonctions
de Hpt,0(€2) avec [ull1,p, m au lieu de || Vu|[ p(ra). Commengons par le cas p = 1. L'inégalité
(IT1.12) s’écrit :

||'1,L||L1*(Rd) < C’(d)||Vu||L1(Rd), Yu € Wl’l(Rd). (HI.13)
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Chapitre III. Analyse fonctionnelle discréte

Telle quelle, I'inégalité (II1.13) n’a pas de sens pour u € Hx,o(£2) car les gradients (au sens
des distributions) des fonctions de Haqo(£2) ne sont pas dans L' (R?) puisque ces fonctions sont
discontinues a travers les faces du maillage. Mais heureusement, l'inégalité (I11.13) s’étend a
un espace plus large que WH1(R?) qui lui contient 'espace Hpqo(R2). Il s’agit d’un espace
dans lequel les gradients sont contrdlés dans un sens plus faible que L'. Pour une fonction
u € LY(R?), on note :

Jullov = sup { (V. @) p. avee d € CERY) L[] Leun < 1}
Rappelons que par définition, pour u € L'(R%), on a (Vu, ¢)pp = —fQudiV ¢. On dit
qu'une fonction u appartient & Iespace BV(R?) des fonctions a variations bornées si u €
LY(RY) et |julgy < oo.

Remarque III.2

L’espace BV(RY) est I'espace des fonctions de € L'(R?) dont le gradient au sens des dis-
tributions est une mesure finie. En effet, pour u € BV (R?), I'application ¢ — (Vu, ®)p' D
satisfait : V¢p € C°(RY)?, |(Vu, d)pr p| < [ulBv @l (ray- Elle peut étre étendue en une
forme linéaire continue sur C°(R?) par le théoréme de Hahn-Banach (voir les premiéres
page de [4]). Or, le dual de C°(R?) s’identifie aux mesures finies sur R? par le théoréme de
Radon-Nikodym (voir par exemple [21]). L'espace BV (R?) est donc I'espace des fonctions
de L'(R?) dont le gradient est une mesure finie sur R?. Il contient naturellement I'espace
WHHRY) puisque pour tout u € WHY(R?), on a |jullgy = IVl (gay, mais il contient
aussi I'espace Hp0(§2) comme nous allons le démontrer ci-dessous.

Montrons que (I11.13) est toujours vraie pour les fonctions de BV(R?) avec |u|gy au lieu
de [[Vully1 (ga). Pour tout u € BV(R?), il existe (voir par exemple [1]) une suite (u,) C L'(R?)
telle que u, — u dans L' (R%) et presque partout, et telle que [Vl gy = lunllBv — [JulBy.
La suite (||up]| 1+ (Rd)) est bornée et comme u,, — u presque partout, le lemme de Fatou donne
[[ull 1 (ray < lﬁgl_il_lolof [tn || 1% (may- En passant a la limite dans (I11.13) pour u, on obtient :

el ey < Tim inf ffun|poe o)
Hvun”Ll(Rd)

< C(d) lim
noo (I11.14)
= C(d) Tl

= C(d) ||lullpv-

Pour démontrer un équivalent discret de (II1.13), il suffit donc de démontrer que toute
fonction u de Hpqo(2) s’étend a R? en une fonction de BV(R?) avec ||ullpy < |Jull1, 1, m. Ce
résultat, qui est vrai sous contrainte de régularité sur le maillage, découle naturellement du
Lemme III.2 sur le contrdle des sauts des fonctions de Hpy o(€2).
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En effet, soit M un maillage de € tel que O < g, avec 8y > 0 et soit u € Hpyqo(£2). On
étend u par 0 en dehors de Q et on a alors u € L' (R?). Pour tout ¢ € C*(R%)?, on a :
Tt

Rdudivq’):—/ﬂudivq’):—;/l{udivd)
:;</I(Vu-¢—/m(u¢'n>

EK: </K Ve Ug(:m /U " nK’U) (I11.15)
;/Kvu"b_

> [l 6
<§K:/K|Vu| +Z/ |[u]0|)”¢||L°°(Rd)

IN

el
ocE’?
< C(d, 6o) l|lullr, 1, m [[@ll oo ray

par définition de la norme |jul|1,1, 0 et grace a l'inégalité (II1.7) (avec p = 1). En vertu de
(I11.15), une fonction u € Hpq () (6tendu par 0 en dehors de Q) est dans BV(R?) avec :

ullBv < C(d,0) [|ull, 1, m- (I11.16)
En combinant (IT1.16) avec (III1.14), nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition II1.6 (Injection W1 C LY discréte)

Soit M un maillage de Q tel que O < 0, avec 6y > 0. Il existe une constante C(d, 6p) > 0
telle que :

[ullp () < C(d, Oo)l|ull, 1,0, Vu € Hago(92). (IL.17)

On peut maintenant démontrer un analogue discret de I'inégalité de Sobolev (I11.12) pour
1 < p < d quelconque :

Proposition II1.7 (Injection WP C LP" discréte pour 1 <p < d )

Soit M un maillage de §) tel que Oxq < 0y, avec 0y > 0. On suppose que 1 < p < d. Alors
il existe une constante C(p,d,6y) > 0 telle que :

lulle @) < Cp,d, Bo)[ull1,pm - Vu € Haro(9), (IT1.18)

d,
ou p* = d , et on a C(p,d,0y) — +oo lorsque p — d.
p
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Par interpolation d’espaces de Lebesgue, on a le corollaire suivant, dont une conséquence
est une inégalité de Poincaré discreéte.

Proposition III.8

Soit M un maillage de §2 tel que 4 < 0, avec Oy > 0. On suppose que 1 < p < d. Alors,
pour tout q € [p, p*], il existe une constante C(p,q,d,6y) > 0 telle que :

”u”Lq(Q) < C(pv q,d, HO)HUHLP,/VU Vu € HM,O(Q) (11119)

Pour q = p, cette inégalité s’appelle I'inégalité de Poincaré discréte.

Démonstration de la Prop. (IIL.7): Soit p tel que 1 < p < d. Soit u € Hay,0(2) que l'on étend
par 0 en dehors de Q. Soit @ > 1 un réel. Comme u est réguliére sur chaque maille K, |u|* Vest
aussi et on a V|u|® = asgn(u)|u|*"Vu sur tout K. En reprenant le calcul (I11.15) appliqué
cette fois-ci a la fonction |u|, on obtient pour tout ¢ € C°(R4)?

(Vul” @ < ( /va|+§j/um blloe e

(111.20)
§j/|vw|+aO@J9wmmﬁmUgwmnnMywmww>

grace a U'inégalité (I11.8) du Lemme IIL.2. De plus, on a :

> [l <a S [ vl
KeM KeM
En appliquant I'inégalité de Holder sur 'intégrale puis sur la somme, on obtient (avec %—i— L=

p/
1):

Z/ |V |u)® |<a 3 / Jul?' (= 1’ Z / |Vu|p = allulfy g lullp -

KeM KeM

1

On injecte cette inégalité dans (I11.20) ce qui donne que pour tout u € Haq,0(£2) et tout o > 1,
onalul* € BV(R?) avec |||[u|*||pv < o (1+C(p,d, b)) ||u||§;(1a71) llull1,p, m. L'inégalité (I11.14)
appliquée a |u|* donne alors :

Hu”ga«l* Q) — ”lu'a”Ll* Q) < O‘C/(pv d, 90)”u| g;(la—l)(g) ||u||17p7M'
On choisit alors a tel que a.1* = p'(a — 1) i.e.a = p'/(p’ — 1*) ce qui donne (I11.18) avec

p*=al*=p'1*/(p' = 1*) = pd/(d — p). On a bien a > 1 et « C’(p,d, Hy) — oo lorsque p — d
car a — oo lorsque p — d. |

Enfin, pour p > d, on a le résultat suivant.
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Proposition II1.9 (Injection WP C L9 discréte pour p > d )

Soit M un maillage de ) tel que Oy < 6y, avec 8y > 0. On suppose que p > d. Alors
pour tout q €|p, oo], il existe une constante C(p,q,d,0y) > 0 telle que :

||u||Lq(Q) < C(pv q,d, HO)HuHLP,Mv Vu € HM,O(Q) (11121)

Démonstration: Soit ¢ €]p, 00 et soit 1 < p; < d tel que pf = ¢ (un tel p; existe toujours
car p; — oo quand p; — d). En appliquant la Proposition III.7, on obtient que pour tout
u € Ha0(Q), ullLa) < Cp1,d,00)|ull1,p,, m. Puis en utilisant I'inégalité de Holder, on
montre que ||[ull1,p,, m < C(Q,p,p1) |ufl1, p, m d’oit le résultat. |

Remarque II1.3

Dans le cadre continu, on sait que si p > d, alors WY (RY) C L*®(R?) avec injection
continue. Il serait intéressant de savoir si cela s’étend au cadre discret, i.e.s’il existe une
constante C (p,d, 0) telle que |ully ) < C(p,d,0)l|ull1,p, m pour tout u € Haq0(2) dés
lors que p > d. Il est en revanche impossible d’avoir I'injection W'?(R%) c C°(R?) puisque
les fonctions de Hpq,0(€2) ne sont pas continues...

III.5 Résultats de compacité

Dans cette partie, nous démontrons un analogue discret du théoréme de compacité de
Rellich & savoir que des suites qui sont bornées pour les normes WP discrétes sont rela-
tivement compactes dans LP(€2). Ces résultats se fondent naturellement sur le théoréme de
Kolmogorov qui caractérise les parties relativement compactes de LP(£2). Une démonstration
de ce théoréme ainsi que du théoréme de Rellich peut étre trouvée dans [4].

Théoréme I11.10 (Kolmogorov)

Soit  un ouvert borné de R%, d>1,1<p < oo et A C LP(Q2). Alors A est relativement
compact dans LP(Q) si, et seulement si, il existe un opérateur de prolongement :

P: A — LPRY
u — P(u)
qui satisfait les propriétés suivantes :
1. P(u) = u presque partout sur ), pour tout u € A,
2. L’ensemble {P(u), u € A} est borné dans LP(R%),
3. [|P(u)(. +y) — P(u)||pray — 0 lorsque y — 0, uniformément en u € A.
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II1.5.1 Famille bornée en norme W'! discréte : compacité dans L'

On commence par établir une estimation sur les translations des fonctions discrétes u €
Hat,0(9).

Proposition II1.11 ( Translations dans L')

Soit M un maillage de Q) tel que Oxq < g, avec 0y > 0. Alors, il existe une constante
C(d,0y) > 0 telle que :

lu(. +y) = ullui ey < |yl C(d,00)ull,1,m,  Vu € Hugo(), vy € RY,

ott u € Hpqo(Q) est prolongée a tout R? en posant u = 0 en dehors de Q, et |y| est la
norme euclidienne de y € R%.

Démonstration: Soit u € C>°*(R%). Pour tout , y € R on a :

(@ +y) — u(@)] = \/Olvwwsy) yds| < |y|/01 Ve + sy)| ds.

En intégrant par rapport & @ et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
(. + y) = ullga ey < Jyl / 19| =y [ Vel oy (111.22)
R

Par densité de C>°(R%) dans W' (R?), I'inégalité (II1.22) est aussi vraie pour les fonctions
u € WHH(R?). Puis en procédant comme dans la preuve de la Proposition I11.6, on montre
que I'on peut encore étendre ce résultat aux fonctions u € BV(R?) :

lu(- +9) = ulligey < lyllluley,  Vue BV(RY).
Soit maintenant u € Hpq,0(2) que I'on étend par 0 en dehors de Q. D’aprés (II1.16), on a
u € BV(RY) avec |ullgvy < C(d,0) ||lull1,1, m d’ott le résultat. |
On en déduit le résultat suivant, analogue discret de l'injection compacte Wh!(Q)

LY(Q) pour Q borné.

Théoréme I11.12

Soit (M™),,en une suite de maillages réguliére de ( i.e. satisfaisant O pqomy < 6o pour
tout m € N avec 6y > 0. Pour tout m € N, soit u(™ e HM(m)p(Q) que I'on prolonge par

0 en dehors de Q). On suppose qu’il existe C € R telle que Hu(m)Hl,LM(m) <C,¥YmeN.

Alors il existe une sous-suite de (u(™),,cn convergente dans L'(R?) et donc dans L'(€).

Démonstration: On applique le Théoréme de Kolmogorov & ’ensemble A = UmeN{u(m)}. L’hy-
pothése 1. du théoréme est bien vérifiée. De plus, la Proposition II1.6 montre que la suite
(u™),,en est bornée dans L' () et donc dans L'(Q) et dans L'(R%) puisque 1* > 1 et que
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Q est borné. L’hypothése 2. du théoréme est donc aussi vérifiée. Enfin, grace a la Proposition
IIL.11 et au fait que [[u™)]|; ; yem < C,¥m € N, on voit aussi que [u™ (.+y)—ul™ |1 ga) —
0 lorsque y — 0, uniformément en m € N. On peut donc appliquer le Théoréme de Kolmogo-
rov, ce qui donne Pexistence d’une sous-suite de (u("™),,cn convergente dans L'(R%) et donc
dans L1(Q). [ |

I11.5.2 Famille bornée en norme W'” discréte : compacité dans L?
Théoréme II1.13

Soit 1 < p < oo. Soit (M™), N une suite de maillages réguliére de () i.e. satisfaisant
0 pqomy < b pour tout m € N avec 6y > 0. Pour tout m € N, soit um e H ) ) que I'on
prolonge par 0 en dehors de Q. On suppose qu’il existe C' € R telle que ||[u(™ ||17p,/v1(m) <C,
Vm € N. Alors il existe une sous-suite de (u(™),,cy convergente dans LP(R?) et donc dans

L7 (Q).

Démonstration: Comme (2 est borné, I’hypothése ||u(m)||17p7M(m> < C,Vm € N et I'inégalité de
Holder, montrent que la suite (||ju(™ 1,1, m0m)) est bornée. On en déduit que la suite (™) men

est bornée dans L' (Q) et donc dans L'(Q) et dans L'(R?). On peut donc appliquer le Théo-
réme de Kolmogorov, ce qui donne ’existence d’une sous-suite de (u(m))meN, toujours notée
(u") men, qui converge dans L' () vers un certain u € L'(Q).

On conclut de la maniére suivante. En invoquant la Proposition II1.7 ou la Proposition
I11.9, on a que (u(™),,en est aussi bornée dans LI(2) pour un certain ¢ > p. Quitte & extraire
A nouveau une sous-suite, on peut supposer que u(™ — v avec v € L4() et par unicité de la
limite au sens des distributions, on a u = v i.e.u € L4(£). En interpolant L? entre L' et L9,
on obtient (voir [4]) :

B B

[ut™ — ulleg@y < u™ = ullfy g, 4™ = ulliz ),

ou g € [0, 1] vérifie % =0+ %. Ceci prouve que u(™) — v fortement dans LP(€2). |

I11.5.3 Reégularité de la limite

En continu, la limite forte dans LP(§2) d’une suite de fonctions bornée dans W(l)’p () obte-
nue par extraction grace au théoréme de Rellich est en fait dans Wé’p (€22). Nous démontrons
un analogue discret de ce résultat qui suppose que le pas de la suite de maillages considérés
tende vers zéro.

Théoréme I11.14

Soit (M™),,en une suite de maillages réguliére de ( i.e. satisfaisant O pqomy < 6o pour
tout m € N avec 6 > 0. Pour tout m € N, soit u(™ e H () o(€2). On suppose qu'il

existe C' € R telle que Hu(m)Hl,p,M(m) < C,Vm € N. On suppose aussi que hm) — 0
lorsque m — +4o00. Alors :

47



Chapitre III. Analyse fonctionnelle discréte

1. 1l existe une sous-suite de (u(™),,cy, toujours notée (ul"™),,en, qui converge dans
LP(Q) vers un certain u € LP(Q).
2. La limite u appartient a W(l]’p(Q) avec ||Vl pqe < C.

3. La suite (V yqmu'™),en converge faiblement vers Vu dans LP(Q)?.

Démonstration: Le fait qu’il existe une sous-suite de (u(m))meN, toujours notée (u(m))meN, qui
converge dans LP(£2) vers un certain u € LP(Q), est une conséquence du Théoréme II1.13. Il
reste donc a montrer que u € Wy?(Q) avec [ Vullrs ()¢ < C. En prolongeant u(™ et u par 0

en dehors de €, on a aussi u("™) — v« dans LP(R?). Comme u = 0 en dehors de €, il suffit pour
que u soit dans W () de monter que Vu au sens des distributions s’identifie a une fonction
de LP(R%)?. Montrons pour cela que V 5 emu(™ converge faiblement vers Vau dans LP(R?)?.

On a
IV g w™ [l @y = [V agom ™ [0y = 0™ 1 p pgom < C.

De plus pour tout ¢ € C°(R4)4

/ Y pom ™ - p = /Vuon ,
R

KeMm)

Z / m)d1v¢—|—/ (m)¢.n)

KeM(m)
=— / u™ div ¢ + R(u™), ¢)
Rd
avec
Z / ‘MKo = Z / m) ¢ (]5(.’130)) NK,o,
oce&lm) ge&(m)

car intégrale du saut u(™ € Hpy () a travers ¢ est nulle. Par I'inégalité de Hélder’s, on
voit que pour tout 1 <p < oo :

R o< (X o [elr) (X [ S o - glenl)”.

oeg&lm) oce&(m)

1
I

En remarquant que p’ = p/(p — 1) en utilisant I'inégalité (II1.7) on obtient :

1
Iy

R0 < Clod t0) [ spsar (3 [ bl = dlan))”.

oeg&lm)

Commeg est réguliere, on a |p(x) — d(xo)| < hpgom) |V |lLe (ra) pour tout « € o. Donc, pour
tout 1 <p < oo:
[R(u™, )| < Chpgm,

et on démontre un résultat similaire pour p = 1. Comme u(™) — v fortement dans LP(R%), on
obtient que pour tout ¢ € C°(R4)?
/ Vumu - ¢ — —/ udiv ¢, lorsque m — +oo0.
R4 Rd
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Ainsi, VM(m)u(m) — Vu au sens des distributions. Comme la suite (VM(m>u(m))meN est
bornée dans LP(R%)?, elle admet donc une sous-suite qui converge faiblement dans LP(2)4,
mais aussi dans D'(2)?, vers une fonction w € LP(R%)?. On en déduit que Vu = w donc
Vu € LP(R)* avec en outre |Vulppgaye = [Vullpsgye < C. Comme u = 0 en dehors de Q,

ceci implique que u € W, (Q) avec [Vulrr )y < C. |
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Chapitre IV

Discrétisation sur grilles décalées pour
les équations de Navier-Stokes
compressibles

L’objectif de ce chapitre est d’étendre au systéme des équations de Navier-Stokes com-
pressibles barotropes le schéma numérique par éléments finis de Crouzeix-Raviart introduit au
chapitre II pour le probléme de Stokes stationnaire. Cette extension se fait en discrétisant le
terme de diffusion grace aux éléments finis de Crouzeix-Raviart (comme pour le probléme de
Stokes), et en introduisant une discrétisation par volumes finis des termes de convection. On
parle alors de méthodes hybrides volumes finis — éléments finis. L’intérét d’une telle extension
est d’obtenir pour le modeéle compressible une méthode numérique qui soit stable dans les
régimes de faible compressibilité, voire qui dégénére vers un schéma éprouvé et stable pour le
modéle incompressible lorsque la masse volumique discréte est constante. On parle alors de
méthodes numériques préservant l’asymptotique bas Mach®.

Le schéma que nous décrivons dans ce chapitre appartient a une classe de schémas nu-
mériques pour divers modéles de mécanique des fluides, comprenant des discrétisations spa-
tiales structurées ou non, prenant en compte des maillages tétraédriques ou hexaédriques
[2, 17, 3, 10, 12, 11], et des discrétisations temporelles diverses [13, 15, 22|. Tous ces schémas
ont en commun une discrétisation spatiale sur “grilles décalées”, au sens ou les degrés de liberté
des quantités scalaires (pression, masse volumique, énergie interne) sont associés aux centres
des mailles tandis que les degrés de libertés de la vitesse sont associés aux faces des mailles.
La stabilité de ces schémas dans les régimes faiblement compressibles voire incompressibles
est directement liée & la propriété inf-sup discréte vérifiée par cette discrétisation sur grille

N

décalées. Cette condition inf-sup discréte fournit un contréle de la pression en norme L? &

1. Le nombre de Mach est un nombre sans dimension qui exprime le rapport de la vitesse locale du fluide
|u| & la vitesse de propagation du son dans ce méme fluide donnée par 2= ©'(p) pour un fluide barotrope.
Lorsque ce nombre est trés petit, les compressions dues aux variations de pression peuvent étre négligées, et
I’écoulement peut étre considéré, en premiére approximation, comme étant incompressible. Voir par exemple
les articles [19, 6, 7].

o1



Chapitre IV. Discrétisation sur grilles décalées pour les équations de Navier-Stokes
travers le controle de son gradient en norme H™!.

IV.1 Quelques propriétés des équations de Navier-Stokes com-
pressibles barotropes

Soit T € R*T™ et Q un ouvert connexe de R? avec d € {2,3}. On considére le systéme
des équations de Navier-Stokes compressibles barotropes qui décrit ’évolution sur l'intervalle
de temps [0,7") d’un fluide visqueux occupant le volume €2, et dont la pression locale est une
fonction uniquement de la masse volumique locale du fluide. En I'absence de forces volumiques
extérieures s’appliquant sur le fluide, ce systéme s’écrit :

Op +div(pu) =0, (IV.1a)
O(pu) +div(pu @ u) — div(T(u)) + Ve(p) = 0. (IV.1b)

On compléte le systéme (IV.1) avec des conditions initiales ainsi que des conditions aux
limites lorsque € est un ouvert borné (supposé régulier) :

Plt=0 = Po; Uji=0 = Uo, ujpn = 0. (IV.2)

La condition aux limites uj9o = 0 est appelée condition de Dirichlet homogene. C’est la
condition aux limites naturelle sur la vitesse pour un écoulement visqueux. Elle exprime le fait
que le fluide adhére a la paroi immobile 0€). D’autres conditions aux limites sont envisageables.
La condition de Neumann homogeéne par exemple s’écrit Vu sg - n = 0, elle exprime la non
pénétration du fluide a travers la paroi, mais elle autorise un glissement tangent a celle-ci. On
peut aussi considérer des conditions aux limites différentes selon les zones de 0f2.

Dans la suite, on démontre quelques propriétés qualitatives des solutions du systéme
(IV.1)-(IV.2) lorsque celles-ci sont supposées réguliéres.

IV.1.1 Positivité de la masse volumique

La premiére propriété attendue pour les solutions régulieres de (IV.1)-(IV.2) est la posi-
tivité de la masse volumique. Plus précisément, on s’attend & ce que si la masse volumique
initiale py est positive, alors la masse volumique p(x,t) reste positive pour tout & € Q et
pour tout t € (0,7). La méthode classique pour démontrer cette propriété est de suivre au
cours du temps une particule fluide se trouvant en Xg € 2 a t = 0, dont la masse volumique
initiale po(X) est donc positive, et de montrer que sa masse volumique reste positive au
cours du temps. Notons X (t) le point de ot se trouve la particule a ¢ > 0. En tout temps
t > 0, la particule est animée de la vitesse locale du fluide au point ou elle se trouve, & savoir
u(X(t),t). On en déduit que la trajectoire de la particule ¢ — X () est une courbe intégrale
de la vitesse u i.e. qu’elle est solution de I’équation différentielle ordinaire :

{ X'(t) =u(X(t),t), telo,T],

X(0) = X0, (IV.3)
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IV.1. Quelques propriétés des équations de Navier-Stokes compressibles barotropes

Regardons ’évolution au cours du temps de p(X (t),t) la masse volumique de la particule au
temps t. Pour cela, dérivons p(X (t),t) par rapport au temps :

SpX(1,1) = X(0) V(X (1),1) + (X (1), 1)

) t
=u(X(t),t) - Vp(x(t),t) + 0p(X(t),t)  car X est solution de (IV.3),
= —p(X(t),t) divu(X(t),t) car (p,u) est solution de (IV.1).

En supposant que ||divul|pe < oo (ce qui est toujours vrai lorsque Q est borné si u est
réguliére), on en déduit que :

p(X (t),t) = po(Xo) exp <—/0 div(u(X(s),s)) ds> , vt e (0,7).

Ainsi, si la masse volumique de la particule est initialement positive, elle reste positive en
tout temps.

Comme w est réguliére sur € x [0, 7], pour tout X € Q, le théoréme de Cauchy-Lipschitz
assure I’existence d’une solution unique au probléme de Cauchy (IV.3) globale i.e. définie pour
tout t € [0,7]. Ainsi, les courbes intégrales de u forment une partition de © x [0, 7. Par tout
point (x,t) € Q x (0,T], il passe une unique courbe caractéristique ¢ — X (¢) solution de
(IV.3), telle que X (t) = x. Le pied de cette caractéristique X o = X (0) est forcément dans 2
car les courbes caractéristiques partant de JS2 sont stationnaires & cause de la condition aux
limites de Dirichlet homogene sur la vitesse ujgq = 0. On a alors :

plant) = pLX(010) = po(Xo) exp (- [ aiv(u(X (), ) s )

qui est une quantité positive. On a démontré le résultat suivant :

Proposition IV.1 (Positivité de la masse volumique)

Soit (p,w) une solution réguliére des équations de Navier-Stokes compressibles (IV.1). On
suppose que (p,u) vérifie les conditions initiales et aux limites (IV.2) avec py > 0. Alors
pour tout (x,t) € Q x [0,T], la masse volumique est positive : p(x,t) > 0. Si on suppose
que po > 0 alors p(x,t) > 0 pour tout (x,t) € Q x [0,T].

IV.1.2 Bilans d’énergie

Une autre propriété remarquable des solutions réguliéres des équations de Navier-Stokes
compressibles (IV.1), est que celles-ci vérifient des équations supplémentaires traduisant la
conservation de ’énergie. On commence par établir le bilan d’énergie cinétique.
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Proposition IV.2 (Equation d’énergie cinétique)

Soit (p,w) une solution réguliére des équations de Navier-Stokes compressibles (IV.1).
Alors (p,u) satisfait 'EDP suivante appelée équation d’énergie cinétique :

@(%p uf?) + div(%p uf? w) — div(r(u) - u+ Volp) u=0, (IV.4)

Démonstration: Pour tout couple (p,u) de fonctions réguliéres, on a :

div(pu @ u) =

0
Dz, (pu Uj)

1 J

M=

i=1,...d

<.
Il

0
U 8—%(0 Uj)

|
,M&

i=1,...d

d )
ot ; pu; aTj(ui)

(pu)+p(u-V)u.

1

J

IS
=
=

On en déduit 'identité vectorielle suivante :
O(pu) + div(pu @ u) = u(atp + div(p u)) + p(@tu + (u- V)u).

Si (p, u) est une solution réguliére des équations de Navier-Stokes compressibles (IV.1), I'équa-
tion de bilan de quantité de mouvement peut donc se réécrire :

p(@tu + (u- V)u) —div(7(u)) + Vp(p) = 0.

On prend le produit scalaire de cette équation par w ce qui donne :

|u/?

p@t(%|u|2) +p(u-V) (UT) —div(t(u))-u+ Vp(p) -u=0.

En sommant cette équation et 2|u|?x(IV.1a) on obtient (IV.4). |

On a aussi le résultat suivant :

Proposition IV.3 (Equation d’énergie interne)

Soit (p,w) une solution réguliére des équations de Navier-Stokes compressibles (IV.1). On
suppose que (p,w) vérifie les conditions initiales et aux limites (IV.2) avec pg > 0. On
note ‘H la fonction définie par :

P (s
Ho =p [ as

Alors (p,u) satisfait ’EDP suivante appelée équation d’énergie interne :

O (H(p)) + div(H(p)u) + p(p) divu = 0. (IV.5)
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IV.1. Quelques propriétés des équations de Navier-Stokes compressibles barotropes

Démonstration: Soit p — f(p) une fonction réguliére quelconque. On multiplie I’équation de
conservation de la masse (IV.1a) par f’(p) et on trouve :

3 (f(p)) + div(f(p)u) + (p f'(p) = f(p)) diveu = 0.

On choisit alors f solution de p f'(p) — f(p) = p(p), (i.e. f(p) = H(p) ==p J* K’S(,f) ds) ce qui
donne (IV.5). |

Remarque IV.1 (Gaz parfaits)

Si la pression p du fluide est déterminée a partir de la masse volumique a travers I’équation
d’état des gaz parfaits :

p(p) =Sp7,

ot 7 > 1, le coefficient adiabatique, est une constante dépendant des propriétés physiques
du fluide et ou S est une constante que I’'on prend égale a 1, alors la fonction ‘H est définie
par H(p) = plog psiy=1et H(p) = (y—1)"1pY siy > 1.

En sommant I'équation d’énergie cinétique (IV.4) et I'équation d’énergie interne (IV.5),
on obtient I'’équation d’énergie totale :

Proposition IV.4 (Bilan d’énergie totale)

Soit (p,w) une solution réguliére des équations de Navier-Stokes compressibles (IV.1). On
suppose que (p,w) vérifie les conditions initiales et aux limites (IV.2) avec py > 0. Alors
(p,u) satisfait ’EDP suivante appelée équation d’énergie totale :

050 1ul? + H(0)) + div( o lul® ut Hphu + plp)u) — divir(w) -u=0. (V6)

En intégrant I’équation (IV.6) sur Q x [0,t], on obtient :

/ ) ()2 + /’H —|—,u//|Vu|2 TESY // (diva)®

=5 [ bl + [ #) e D). qva)

Démonstration: On a :

/Ot/ﬂ—div(f(u))-u:/otA(MAu+(M+A)V(divu)) .

Par intégration par parties et en remarquant que u est nulle sur le bord de §2, on voit que :

/Ot/Q—div(r(U))m—u/ot QVu:Vqu(quA) /Ot/g(divu)z. (Iv.8)
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Ainsi, en intégrant 'équation (IV.6) sur Q x [0,¢] et en remarquant que Uintégrale du terme
en divergence s’annule (toujours grace aux conditions aux limites de Dirichlet homogeénes sur
u), on obtient (IV.7). |

IV.1.3 Solutions faibles

En rassemblant les résultats, on obtient les estimations a priori suivantes, vérifiées par les
solutions réguliéres de (IV.1)-(IV.2).

Proposition IV.5 (Estimations a priori)

Soit (p,w) une solution réguliére des équations de Navier-Stokes compressibles (IV.1). On

suppose que la pression est donnée par I’équation d’état des gaz parfaits p(p) = p7 avec
v > 1 et que (p,u) vérifie les conditions initiales et aux limites (IV.2). On suppose que
(po, wo) sont telles que py > 0, H(po) € L1(Q) et /poug € L2(Q)?, alors (p,w) vérifie les
estimations a priori suivantes :

e p=0,

o« s [ pfu(n <.
t€[0,T] JQ

e sup / p(t)” < oo,
tefo,1] Jo

T
| IV s < .

Il peut étre intéressant de considérer des solutions de (IV.1) qui ne sont pas réguliéres
mais qui vérifient tout de méme la positivité de la masse volumique et les estimations a priori
associées a I’énergie. Les dérivées temporelles et spatiales sont alors entendues au sens faible.
On a la définition suivante :

Définition IV.1 (Solutions faibles)

Soit (po, ug) tels que pg > 0 p.p. sur Q. On suppose que (po,ug) sont telles que H(pg) €
LY(Q) et V/Poug € L2(Q)%. On suppose que la pression est donnée par 'équation d’état
des gaz parfaits p(p) = p? avec v > 1. Une solution faible des équations de Navier-Stokes
compressibles barotropes (IV.1)-(IV.2) est un couple (p,u) satisfaisant les estimations a
priori de la Proposition IV.5 ainsi que les équations (IV.1a) et (IV.1b) au sens faible :

(i) Pour tout ¢ dans C2°(2 x [0,T)),

T
[ [ @@t + ue, ) Volw ) dzdt = [ po(e)o(z,0)de.
0 Q

Q
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IV.2. Schéma numérique : maillages et inconnues discrétes
(i) Pour tout v dans C°(Q x [0,T)),

T
/0 /Q<_P(:1:,t)u(ac,t) cOw(x,t) — (p(z, t)u(x, t) @ u(x,t)) : Vo(zx,t)
+puVu(z,t) : Vo(z,t) + (p+ A) divu(z, t) divo(z, t)

— p(p(x,t))div 'u(a:,t)) de dt = /on(a:)uo(:c) -v(z,0) de.

IV.2 Schéma numérique : maillages et inconnues discrétes

On suppose que ouvert Q C R? est borné, polygonal si d = 2, et polyédrique si d = 3. On
cherche a écrire un schéma numeérique pour approcher les solutions de (IV.1)-(IV.2). On va

s’'inspirer de I’écriture locale du schéma numérique vu pour le systéme de Stokes au chapitre
I1.

Définition IV.2 (Discrétisation spatiale sur grilles décalées)

Une discrétisation sur grilles décalées de ), notée D, est définie par un couple D = (M, E),
ou :

e M est une famille finie composée de simplexes K € M (triangles pour d = 2,

tétraedres pour d = 3) appelée “maillage primal” qui forme une partition de Q) :

Q = Ugem K. On suppose que le maillage est conforme i.e. que “toute face o d’un

élément K € M est soit contenue dans la frontiére 0S), soit égale a une face d’'un

autre élément L”, et on note alors 0 = K|L. Pour chaque K € M, on note £(K)

I'ensemble des (d+1) faces de K, et par £ I'ensemble des faces du maillage. On note

Eext resp. Einy I'ensemble des faces externes resp. internes : Eoxy = {0 € £,0 C 0N}

et Eint = & \ Eext- Le vecteur unitaire normal a o € E(K) et sortant de K est noté

nk . Dans la suite, la notation |K| ou |o| désigne indifféremment la mesure d ou
(d — 1)-dimensionnelle de K dans R* ou de o dans R,

e On défini un “maillage dual” associé aux faces ¢ € £ comme suit. On commence
par définir D , comme le céne de base o et de sommet le centre de gravité de K
(voir Figure IV.1). On obtient alors une partition de K en d + 1 sous-volumes de
méme mesure |Dg | = |K|/(d+1). Le volume D , est appelé la demi-maille duale
associée a K et 0. Pour o € &y, 0 = K|L, on définit la maille duale D, associée a o
en posant Dy, = D U Dy, » et pour 0 € Eox NE(K), on définit D, par Dy = Dk .
L’ensemble Uycg D, est alors un autre maillage de ) appelé “maillage dual” et est
associé a I'ensemble €. On note £(D,) P'ensemble des faces de D,, et € = D,|D,: la
face séparant les deux mailles duales D, et D,. Comme pour le maillage primal, on
note &y Iensemble des faces duales incluses dans le domaine Q et Eq 'ensemble
des faces duales situées sur le bord 0f2. Dans ce dernier cas, il existe alors o € Eex
tel que e = 0.
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FiGURE IV.1 — Notations pour la discrétisation sur grilles décalées.

Partant de cette définition, on propose une discrétisation sur grilles décalées des équations
de Navier-Stokes. Les degrés de liberté pour la masse volumique (i.e. les inconnues discrétes
pour la masse volumique) sont associés aux mailles du maillage primal M et sont notés :

{pK, K e M}

Quant aux degrés de liberté pour la vitesse, ils sont localisés au niveau des faces du maillage
primal, et sont donc associés aux cellules du maillage dual D,, ¢ € €. La condition aux
limites de Dirichlet homogéne sur la vitesse ujpq = 0 est prise en compte en fixant a zéro les
inconnues de vitesse associées a des faces externes, si bien que les inconnues discrétes pour la
vitesse sont notées :

{us, € R% o€ Eint }-

Aux inconnues discrétes nous associons des fonctions constantes par mailles comme suit.

Définition IV.3 (Espaces fonctionnels discrets)

Soit D = (M,€E) une discrétisation de § sur grilles décalées comme introduite a la
Définition IV.2.

e On note L (Q) C L2(Q) I'espace des fonctions scalaires constantes sur chaque maille
du maillage primal K € M. Pour tout q € Ly(Q2) et K € M, on note qi la valeur
constante de q sur K. La fonction q est alors donnée par :

g@)= Y qxlx(z) pptxzeq,
KeM

ou 1 est la fonction indicatrice de K.
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e On note He(2) C L2(Q) I'espace des fonctions scalaires constantes sur chaque maille
du maillage dual D,, o € €. Pour tout u € Hg(QQ) et o € &€, on note u, la valeur
constante de u sur D,. La fonction u est alors donnée par :

u(x) = Zug 1p,(x) p-p.t. x € Q.
oes

On note Hg(Q) = He(Q)?. Finalement, on note Hgo(Q) = {u € He(Q), u, =
0 pour tout o € Eext} et He o(Q2) = ng(Q)d )

Les masses volumiques discrétes seront des éléments de 'espace discret Ly (€2) tandis que

les vitesses discrétes seront des éléments de I'espace discret He (£2). Notons que nous opérons 1a
un changement de point de vue par rapport au schéma de Crouzeix-Raviart pour le probléme
de Stokes en ce qui concerne la représentation des vitesses discrétes. Au lieu d’associer aux

degrés de liberté {u, € R? o € &y} une fonction u € Hp(Q) affine sur chaque maille

K, nous lui associons une fonction constante sur les mailles du maillage dual. Ceci est plus
naturel lorsque ’on considére des méthodes de discrétisation par volumes finis, comme ce sera

le cas ici pour la discrétisation des termes de convection. Evidemment, les espaces H M(2) et

H¢(Q2) sont en bijection.

Définition IV.4 (Pas de la discrétisation spatiale)

Soit D = (M, E) une discrétisation sur grilles décalées. Pour chaque maille K € M, on
définit hx le diamétre de K (mesure du plus grand segment inclus dans K ). Le pas de la
discrétisation est défini par :

hD = max hK.
KeM

Définition IV.5 (Régularité de la discrétisation spatiale)

Soit D = (M, E) une discrétisation sur grilles décalées. Pour chaque maille K € M, on
définit o le rayon de la plus grande boule inscrite dans K. Le paramétre de régularité de
la discrétisation D est défini par

hi

Op = —. IV.9
L (IV.9)

IV.3 Le schéma numeérique pour le probléme de Stokes station-
naire

Rappelons I'écriture locale du schéma par éléments finis de Crouzeix-Raviart pour le pro-

bléme de Stokes stationnaire étudié au chapitre II. Ce schéma peut se mettre sous la forme :
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Trowver (u,p) € He o(2) X Lag,0(2) tels que :

— (Au)y + (VD)o = fo Yo € Ein, (IV.10a)
(divau) g =0, VK € M. (IV.10b)
avec
1
(AU)U = —m Z /I(VM’IAL.VCO—, Vo € gint7 (IVll)
7N Kem
(Vp)o = ’g’ | (L — PK)NK .0, Vo € &y, 0 = K|L, (IV.12)
1
(divau)g = & > olue -k VK e M, (IV.13)
ceé(K)
1
fo= / yes Vo € Ent. (IV.14)
’DU’ Q

Dans (IV.11), la fonction @ est la fonction de Hq0(€2) qui a les mémes degrés de liberté
que u € Hg o(©2). Autrement dit, si u = degim u,1p,, alors 4 = degim u,(, ol pour tout
o €&, (, est la fonction de forme de I’élément fini de Crouzeix-Raviart associée a la face o.

Nous allons étendre le schéma pour le systéme de Stokes stationnaire en un schéma pour les
équations de Navier-Stokes compressibles en s’appuyant sur cette écriture locale du schéma.

IV.4 Un schéma numérique implicite pour Navier-Stokes

On se donne une donnée initiale (pg, ug) et on cherche & approcher la solution des équations
de Navier-Stokes compressibles (IV.1)-(IV.2). Soit 6¢ > 0 un pas de temps que 'on supposera
constant pour simplifier. On suppose aussi que 7" est un multiple entier de §t, i.e. que T' = Nt
avec N € N. On note (p™,u") € La(R2) x He o(2) Papproximation de la solution (p,u) de
(IV.1)-(IV.2) au temps t, = ndt pour 1 < n < N. Et on considére un schéma numérique
implicite pour le calcul de cette solution approchée (p", u™)p=1, . N :

Initialisation :
En supposant que les données initiales sont dans Llloc(Q), on pose :

0 1

PK = 00 po(x) de, VK e M,
K| Jx
(IV.15)

1

0 uo(x) de, Vo e &n.

u, = ——
7 |Ds| Jp,
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Marche en temps :

Connaissant (p", u") € La(Q) x He o(€2), résoudre en (p" 1 um*1) € Ly (Q) x He o(Q)
le systéme discret suivant :

1 3 T n
= (PR = plic) + div(p" ) e = 0, VK € M,  (IV.16a)
5t (pg-i-lun—i-l pguug) + div(pn—i-lun—i-l ® un-i—l)a

—divr(u"™), + (Vp"th), =0, Vo € Ene. (IV.16b)

Définissons a présent les opérateurs différentiels spatiaux discrets apparaissant dans (IV.16a)
t (IV.16b). On va s’inspirer pour cela des définitions (IV.11) a (IV.13) des opérateurs diffé-
rentiels discrets pour le systéme de Stokes stationnaire.

IV.4.1 Discrétisation du bilan de masse

Etant donnés (p,u) € La(Q) x He o(2), le terme div(pu) est discrétisé en posant :

div(pu)x Z Fk o(p,u), (Iv.17)
K)

ol Fk o(p,u), le flux de masse numérique & travers une face o est, nul a travers les faces
externes o € &g conformément & la condition aux limites de Dirichlet homogéne sur la
vitesse, et est défini pour les faces internes de la maniére suivante :

Fro(p,u) = 0| po s - MK 5, Vo € &, 0 = K|L, (IV.18)

avec pour p, la valeur décentrée amont (upwind) par rapport a la vitesse transverse a o
Us N Ko :
PK, Sl uU'nK70207

po = (IV.19)
PL, si Uy NK o <0.

Lorsque p est constant égal & 1 dans toutes les mailles K, on retrouve la formule (IV.13) pour
la divergence discréte. Notons que (IV.17) est une formule de volumes finis avec Fi , le flux
numérique approchant la quantité fg pu-ng . En effet, pour (p,u) réguliers :

div(pu) Z Fro(p,u

1 1
%_ U -NKs = 7 u- -N = —— diV u).
S /,p Ko = TR o \Kr/K (o)

ce€(K)
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IV.4.2 Discrétisation du bilan de quantité de mouvement
Terme de diffusion :

On s’inspire de la formule (IV.11) pour la discrétisation du laplacien afin de définir une
approximation du terme de diffusion div(7(w)) par éléments finis de Crouzeix-Raviart. Etant
donné u € Hg ¢(2), on pose :

— divr(u), = ’ D ’ 3 / V.V, dw>
KeM
+ (p+ )\ / div(w)V{, dm) Vo € Ene.  (IV.20)
|D | K
ol au = Zae&m us1p, , on associe u = Zoe&m u,(, avec (, la fonction de forme de

I’élément fini de Crouzeix-Raviart associée a la face o € Ejy.

L’identification entre u € Hg(2) et & € Hp((2) nous permet de munir Hg () de la méme
semi-norme H' discréte que Hp(€2), définie pour tout u € Hg () par :

llf 2, 1 = Z / Va(z) : Va(z)dzx.

KeM

La semi-norme |. |12, pm est en fait une norme sur I'espace Hg o(€2) (et sur Hpq0(£2)). En
effet, si le paramétre de régularité de la discrétisation vérifie p < 6y, on peut montrer qu’il
existe C(6p) telle que C(fo)[ullizy < illiz@) < C(60) " ullz@). En combinant ceci
avec 'inégalité de Poincaré discréte sur l'espace Hpgo(€2) (voir la Proposition II1.8), on en
déduit une inégalité de Poincaré discréte sur I'espace Hg o(€2) : il existe une constante C(6p)
telle que :

H’UHLz(Q)d < 0(90)”“'”1,2,./\/17 Yu € Hg,o(Q). (IV.21)

11 est facile de démontrer que la discrétisation du terme de diffusion satisfait une version
discréte de la propriété de coercivité découlant du calcul suivant :

/Q—div(q-(u))-uzﬂ/ﬂVUiV’lH-(/HrA)/Q(diVU)22#/QVU3VU-

La forme bilinéaire associée a la discrétisation du terme de diffusion contrdle la semi-norme
H! discréte :

Lemme IV.6 (Coercivité de l’opérateur de diffusion discret)

Pour tout champ de vitesse discret uw € Hg o(2), on a :
> Dg| g - (= divr(u),)
gegint
=/ Z / Vau:Va+ (n+ ) Z / (div @)? >M”“Hl2/\4

KeM KeM
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Démonstration: On commence par remarquer que pour toute matrice A € My4(R) et tous
vecteurs u et v dans R? on a Au-v = Zl<i.j<n Ajjujv; = A : (v ® w). Ainsi, pour tout
oceé& ona (Vi.V() u, =Vi: (u, ® V(). On en déduit :

> Dg| t - (= divr(u),)

E€&int
=i Z Z /K(Vﬂ.Vca)-ung(quA) Z Z /K(divavgg)-ug

E€&int KEM E€&int KEM

=pn >y > / Vi: (e @ V) + (nt+A) Y Z/divﬂ(ug~V<g)
£t KeM 'K E€Ein KeM 'K

> / Vi Y (ue ® Vi) + (n+ ) Z/divﬁ > (U V).
Kem’ K £€Eim Kem’ K EE€Eims

Comme @(x) = ) ¢ UsCo (), il est facile de vérifier que Y o e (uy ® V(,) = Va et que
Ycce,, (U - V(;) =diva. On en déduit que :

> Do to - (—divr(u)y) =p Y /KVﬂ:Vﬂ—i-(pH—/\) > /K(divﬁ)22u||u||§2m,

E€&int KeM KeM

car 4t + A > 0. [ |

Gradient de pression discret :

On reprend la formule (IV.12) pour la discrétisation du gradient discret de la pression.
Etant donné p € L((2), la discrétisation du terme Vp(p) est définie par :

o]
D7)

(Vp)s (p(pr) — p(pK)) NK 0, Vo € &, 0 = K|L. (IV.22)

Ce choix de discrétisation particulier pour le gradient de pression satisfait un analogue
discret de la propriété de dualité entre le gradient et la divergence, vérifiée dés que u satisfait
des conditions aux limites de Dirichlet homogénes :

/deivqu/QVp-u:/QdiV(pU)Z/mp(u'n)z

Lemme IV.7 (Dualité gradient-divergence discréte)

Pour tous (p,u) € Ly(Q) x He o(€2), on a I'égalité suivante :

Z |K|p(px) (divu)k + Z |Dy| ug - (Vp)o = 0. (IV.23)
KeM o€€int
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Démonstration: En utilisant (divu)x = | K|~} Yoce(r) ol Uo Mk

> IKlp(pk) (dive)x = Y olox) Y lolus - ni,

KeMm KeM c€EE(K)
= > Joluo - (plox) — 9(pr))nK o
Uegint
oc=K|L
o D o] B
== > IDelus - 5 (len) = pler))mice
Uegint e
oc=K|L
==Y Dol us - (Vp)o
o0&y u

Terme de convection :

On décrit maintenant la discrétisation de 'opérateur de convection 0;(pu) + div(pu @ u)
dans I’équation de quantité de mouvement discréte. Cette discrétisation est définie de maniére
& pouvoir reproduire au niveau discret le calcul continu suivant, crucial pour ’établissement
du bilan d’énergie cinétique :

O(pu) +div(pu @ u) = u (@p + div(p u)) —|—p<8tu + (u- V)u)

=0

I1 faut donc choisir les quantités pgjl, P et div(p" T u"t! @ u™t!), de maniére a avoir

une équation de conservation de la masse satisfaite sur toutes les mailles duales D,, 0 € Ejyt.

Soient donc (p,u) € La(2) x Hgo(2) des champs de masse volumique et de vitesse
discrets. La valeur de plgn pour k =n et k = n+1 est une interpolation de la masse volumique
discréte du maillage primal vers le maillage dual définie par :

Do 0, = Dol plic + |Drol s Vo € Eingy 0 = K|L. (IV.24)

Pour le terme en divergence, afin de pouvoir considérer d’autres discrétisations temporelles
(schémas semi-implicites), on définit 'approximation d’un opérateur de convection de vitesse
plus général a savoir div(pu ® v). Etant donnés une masse volumique discréte p € L (€2),
et deux champs de vitesses discrétes u € Hgo(2) et v € Hg (12), cette discrétisation est
construite comme suit :

Z F,.(p,u) ve, Vo € Eing. (IV.25)
aeé_'(Da)

div(pu ® v), = Dyl

F,o(p,u) est le flux de masse a travers une face ¢ de la cellule duale D,. Sa valeur est fixée
A 2610 si € € Egxt. Pour € € Eing, F,.(p,u) est une combinaison linéaire des flux de masses
Fk +(p,u) sortants de la maille K contenant e. Plus précisément, les flux duaux sont calculés
en vertu de la définition suivante :
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Définition IV.6 (Flux de masse duaux)

Les flux & travers les faces du maillage dual sont définis de maniére a satisfaire les trois
contraintes suivantes :

(H1) Les flux duaux (F,.(p,u))sck inclus dans K sont solution du systéme linéaire sui-

vant :
_ Dol
Fro(p,u) + Fyo(p,u) = x| Y Frolpu), Voe&(K)
e€€(Dy), eCK o’'e&(K)
(IV.26)
(H2) Les flux duaux sont conservatifs, i.e. pour toute face duale e = D,|D!, on a

Fa,a(pa u) = _Fa’,a(pa u)
(H3) Les flux duaux sont des fonctions bornées des flux primaux (Fg (p,u))sce(k)

|Fyo(p,u)| < max {|Fko(p,u)|, 0 € E(K)}, Vee&(D,), eCc K. (IV.27)

Exemple IV.1 (Calcul des flux duaux en dimension d = 2)

Notons o, o’ et 0" les faces d’une maille K. Etant connus les flux primaux F ,, Fi o, et
Fg on sortants a travers les faces de la maille K, on cherche les flux duaux inclus dans K.
Notons les ainsi : Fy, 5 le flux dual allant de Dy a Dy, Fyr on celui de Dy vers Dy et
Fyn 5 celui de Dy vers D,.

FK,U”

Par construction du maillage dual, on a ID‘?(’I = 1/3 (lorsque d = 2) pour tout K € M
et tout o € E(K). Ainsi, les hypothéses (H1) et (H2) expriment le fait que ces trois nombres

sont solution du systéme linéaire :
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1

FK,O’+FO',O” _Fa”,a = §<FK,U+FK,U’ +FK,J”)7
1

FK,J’ _FU,U’ +FU’,J” = §<FK,0 +FK,0'/ +FK,J”)7
1

FK,J” - FJ’,U” +FO'",O' = §<FK,0 +FK,0'/ +FK,J”)-

Ce systéme admet une infinité de solutions (faire la somme des lignes pour voir que les
équations sont liées). Une solution particuliére qui satisfait I’hypothése (H3) est donnée

par :

1 1 1
FU,U’ = g(FK,a’ - FK,U)a FJ’,U” = g(FK,U" - FK,J’)a FU”,U = g(FK,U - FK,J”)'

Pour compléter la définition du terme de convection dans la quantité de mouvement, il
reste & donner ’expression de la vitesse v, au niveau de la face duale . Comme déja mentionné,
une face duale se trouvant sur le bord de ) est aussi une face primale, et le flux & travers
celle-ci est nul. Ainsi, les valeurs de v, ne sont & définir que sur les faces duales internes. On

choisit une valeur centrée :

1
v = 5('00—1—1)0/), pour € = D,|D..

On a le résultat suivant, qui justifie ces choix pour la discrétisation du terme de convection
b b
et qui est crucial pour I'établissement d’une équation d’énergie cinétique discréte.

Lemme IV.8 (Conservation de la masse discréte sur les mailles duales)

Avec la définition (IV.24) de pfy et piyT* et la Définition IV.6 des flux duaux Fy o (p"+t, u™*1),
une équation discréte de bilan de masse est satisfaite sur toutes les mailles duales :

DU n n n n
Dol gyt Y Fre@™ =0, Vocgw. (V)
EE(E‘(DU)

Démonstration: Soit ¢ € &, avec ¢ = K|L une face interne. On écrit les bilans de masse
discrets vérifiés sur les mailles K et L :

K n n n n

%(PK—H - Pk)+ Z Fgo(p"t uh) =0,
c€e&(K)

L n n n n

Wl =i+ Y Fuorturt) =0
oce&(L)
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- o . D s D .
On multiplie la premiére équation par I i I’;‘l"l et la deuxiéme par | ‘z“"‘ puis on somme les deux

équations ce qui donne, en utilisant (IV.24), (IV.26) et le fait que Fi »(p,w) + Fr o (p,u) =0,
que (IV.28) est satisfaite. |

IV.5 Propriétés a priori de la solution du schéma numérique

Dans cette section, nous énoncons et démontrons les propriétés vérifiées par toute solution
du schéma numérique (IV.15)-(IV.16), sans préjuger de l'existence d’une telle solution.

On commence par la positivité de la masse volumique discréte, qui est une conséquence
du choix décentré amont pour la masse volumique (IV.19).

Proposition IV.9

Soit (po,ug) des données initiales telles que pg > 0. Alors toute solution du schéma
implicite (IV.15)-(IV.16) satisfait la positivité de la masse volumique discréte :

Pr >0, VK e M, ¥n=0,..,N.

Si po > 0 presque partout dans €, alors p > 0 pour tous K € M et n=0,..,N.

Remarque IV.2

La positivité de la masse volumique discréte est trés importante en pratique car souvent,
la pression (p) n’est pas définie pour p < 0. Ainsi, s’il existe un p% < 0, le calcul de
©(p) renvoie un “NaN” et le calcul s’effondre...

Démonstration: Notons M = card(M) le nombre de mailles total. En ordonnant M, on peut
définir R" = (p%)kem € RM. Comme py > 0, on a que R® > 0 par (IV.15), ot I'inégalité
est entendue composante par composante. L’équation de discrétisation de la masse (IV.1a) est
équivalente au systéme linéaire (J + A) R"*! = R" ou J = (diag(|K|)) ke et ot A est une
matrice carrée de taille M x M qui vérifie les propriétés suivantes grace & la discrétisation
upwind (IV.19) : A; > 0 pour tout ¢ = 1,..,M, A;; < 0 pour 4,5 = 1,...,. M, i # j et
Eiﬂil Aij = 0 pour tout j = 1,.., M. Notons que la somme précédente est prise sur les lignes
et non les colonnes. On en déduit que la matrice (J + A)T est une M-matrice car elle est &
diagonale strictement dominante. Sa transposée J 4+ A est donc elle aussi une M-matrice, elle
préserve donc la positivité au sens ot pour tout vecteur R € RM (J+ A)R >0 = R >0
(I'implication est aussi vraie avec des inégalités strictes). Donc si R" = (J + A) R"*! >0, on
a aussi R"t! > 0 et on conclut par récurrence sur n. |

Nous démontrons ensuite un équivalent discret de ’équation d’énergie cinétique satisfaite
au niveau continu par les solutions (réguliéres) de (IV.1)-(IV.2) :

8t(%p \u!2> + div(%p |u|? u) —div(r(u)) - u+ Vp(p) u=0.
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Proposition IV.10 (Bilan d’énergie cinétique discret)

Soit (po,ug) des données initiales telles que pg > 0. Alors toute solution du schéma
implicite (IV.15)-(IV.16) satisfait une équation d’énergie cinétique discréte : pour tout
0 €&, et 0<n<N-—-1:

1 1
oGNS Ry w B DR G I
;62%2 (IV.29)
—divr(u" ), - 4 (Vp)it Lt R =
1
avec Ritt = —pt [ul ™t — ullf.

26t

Démonstration: On commence par démontrer un équivalent discret de l’identité vectorielle

suivante, vérifiée au niveau continu :

O(pu) + div(pu @ u) = u((?tp + div(p u)) + p(@tu + (u- V)u) (IV.30)
On écrit :
(o gt = )+ div(p" o w ),
= g (e =) +ut S T =) e DD Feelp !
e€&(Dy)
EZDU‘ ’

avec ul ! = (ult + M) /2 = w4 (uH — w?Y) /2 pour € = D,|D,, que l'on injecte
dans ’équation ci-dessus, ce qui donne :

o gt = g ) + div(p" o w ),

1 1
= (5 (o5 = ) + S Foelp ot gt
ec&(Dy)
EZDU‘DU/

1 1 " "

+op, = (up —ul) 4 o= Y Fo (o (it —u ),
5t 2D, & |

&S o

EZDU IDU/

5

| Dol

qui est bien un équivalent discret de (IV.30). Le terme entre parenthéses est nul grace au bilan
de masse discret (IV.28) vérifié sur les mailles duales. Ainsi, en prenant le produit scalaire
de Péquation de quantité de mouvement discréte (IV.16b) par I'inconnue de vitesse u?*!, on
obtient 'égalité TS — divr (u" ), - ul ™ + (Vptl), - ul™t = 0 avec :

1 1
T = (o, = (wit =) + ST Fee(p ) (it — ) gt
5t 9D, 4
(Ds)
E:Dg‘DUJ
1 1
= iy, (it — ) S Foelp ) (- )t
ot 2|Da| ec&(D,)
E:DG‘D ’

o
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Dans le premier terme, on utilise ensuite I'identité (a — b) - a = |a|?/2 — |b|?/2 + |a — b|?/2
avec @ = u”! et b= u” pour obtenir :

1 1
T(;:onv _ pDo 550 (| n+1|2 |un| ) + ﬁ |un+1 _ ug|2
1 1
_ F n+1 un-i—l un+l 2 F n+1 un-i—l un,Jrl . un-i-l.
—2|Do| Z re(P", Nug™ "+ 21D, | Z re(P", Ju, o
c€€(Do) e€€(Dy)
EZDU‘D(,/ E:DU‘D(,/
En écrivant que pfy [uft1? = pptHuntt? — (ppt — o )[ult1[2, on obtient :
1 1
T o (T P ) g X Fa
7' eeé(D,)
E:Dg‘DUJ
1 1 1 |lunti)?
gy b T =P (5 OB ) D R ) e
7 ec&(Dy)
E:Dg‘DUJ

En utilisant une deuxiéme fois I’équation de conservation de la masse discréte (IV.28) satisfaite
sur les mailles duales, on voit que le dernier terme est nul ce qui conclut la preuve. |

Nous avons aussi un équivalent discret de ’équation d’énergie interne satisfaite par les
solutions réguliéres de (IV.1)-(IV.2) :

(M (p)) + div(H(p)u) + p(p) divu = 0.

Proposition IV.11 (Equation d’énergie interne discréte)

Soit (po,ug) des données initiales telles que pg > 0. Alors toute solution du schéma
implicite (IV.15)-(IV.16) satisfait une équation d’énergie interne discréte : pour tout o €
Ent, et 0<n<N—-1:

1

= (HOGE) = H(oR) ) + div (M ) + (o) (divu™ )i + Ry = 0,
(IV.31)

avec !

1
R = o= H' (0 (0 = pk)?

20t
1 _
g 3 ol ) R (T -
o=K|L

on ppt e min(pit!, pi), max(pf !, o), Pt € [min(pptt, pit), max(pptt, )]
pour tout o € E(K), et pour a € R, a= > 0 est défini par a~ = —min(a,0). Si H

est une fonction convexe, ce qui est le cas si p est croissante, alors R?(H est positif.
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Démonstration: La conservation de la masse discréte (IV.16a) se réécrit pour tout K € M :

1 1
5 (0 = i)+ o (v e+ e D lol(op T = o gt e, = 0. (IV.32)

|K| c€e&(K)

Un développement de Taylor a l'ordre 2 pour H donne Uidentité H'(a)(a—b) = H(a) —H(b) +
$H"(c)(a — b)? pour tous a, b € RT, ol ¢ est compris entre a et b. On multiplie (IV.32) par

H'(pp!) et on utilise cette identité avec a = plit! et b = p% ce qui donne :

1 <o
= (HR) = o)) + M (oo (divu )
1

+
K]

3 '3 T n 1 =M T n
S ol H (R = ) e + 5o W) (05 = p)? =0,
oc€&(K)

ol ﬁ?jl est compris entre p K Let pn .. La méme identité utilisée dans la somme sur o € £(K)

avec @ = f?‘l et b = pt! donne (en observant que p2t! = p7t! si wlt! . mg, <0 et
+1 _ n .

poT = pi " sinon) :
1

= (H(3) = o)) + div(H(e™u™ ) i

T (p}?—lH (o) — H(p}?-l)) (divu™) g + R =0,

On obtient (IV.31) en remarquant que pH’(p) — H(p) = p(p) pour tout p. |

Enfin, nous démontrons un équivalent discret de 'inégalité d’énergie totale (intégrée sur

1) satisfaite par les solutions réguliéres de (IV.1)-(IV.2) :

3 | OOF + [ #0) +u//\w2 3 | polual + [ Hip0). vie.)

Proposition IV.12 (Bilan d’énergie totale discret)

Soit (pg,ug) des données initiales telles que pg > 0. Alors toute solution du schéma
implicite (IV.15)-(IV.16) satisfait un bilan d’énergie totale discret : pour tout o € &y, €t
0<n<N-1:

sr S0 Dol (o P = ol ) + 5 ST I (MO ~ 1))

o€Eint KeM
+ op R o R <0, (IV.33)

ot R =3 o Do RN+ 3 e g |K|R% > 0.

70



IV.6. Autres discrétisations en temps

Démonstration: On somme |D,|x(IV.29) sur les faces o € &g, | K|x(IV.31) sur K € M, et,
finalement, on somme les deux relations ainsi obtenues. Grace a la conservativité des flux
duaux (propriété (H2) de la Définition IV.6), le terme en divergence s’annule :

1
LS Y Rttt o

0€Ent e€&(Dy)
e=D,|D.,

Puis on utilise le fait que les opérateurs de gradient et divergence discrets sont duaux (voir
(IV.23)), et la coercivité du terme de diffusion (voir le Lemme IV.6) pour obtenir (IV.33). N

IV.6 Autres discrétisations en temps

Comme le schéma (IV.16)-(IV.15) est implicite, trouver une solution au schéma revient
a résoudre un systéme non-linéaire & chaque pas de temps. Grace aux estimations a priori
issues de I’équation d’énergie totale discréte (IV.33) et de la condition inf-sup permettant
un controéle de la pression, il est possible de montrer qu’étant donné un couple (p™,u™), il
existe au moins une solution (p"*!,w"*1) au schéma implicite (IV.16). La démonstration de
ce résultat, qui fait appel & la théorie du degré topologique, sort du cadre de ce cours.

Cependant, bien que des solutions au schéma implicite (IV.16)-(IV.15) existent, la mise
en ceuvre pratique d’un tel schéma est trés difficile car il n’existe pas de méthodes numériques
rapides et robustes permettant d’inverser un tel systéme linéaire. C’est pourquoi d’autres
discrétisations en temps sont utilisées en pratique dans les codes de calculs.

Nous présentons ci-dessous un schéma obtenu grace & un découplage partiel des équations
discrétes, et qui fait partie de la classe des schémas a correction de pression. Il consiste (aprés
une étape de remise a I’échelle du gradient de pression) en deux étapes. Dans une premiére
étape, dite de prédiction, une vitesse provisoire est calculée en résolvant une équation de
quantité de mouvement linéarisée dans laquelle le flux de masse convectif et le gradient de
pression sont explicites. Puis, dans une seconde étape, un probléme non linéaire sur la pression
est résolu, et la vitesse est corrigée de maniére & imposer une équation de conservation de la
masse discréte. Le schéma s’écrit :

Connaissant (p"~1, p", u") € Lam(Q) x Lym(Q) x Heo(Q), calculer p"tt € Ly (Q) et
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u™™ € Hg () a travers les étapes :

Mise a U’échelle du gradient de pression :

<n P oN1/2 n
(Vp)a = ( = > (Vp )Ua Vo € gint'

n—1

Pb,
Etape de prediction — Résoudre en a"t! e Heo(Q) -

1 _
S (@t — ) + div(p " 0 @), — dive(@ ), + (VB) =0, Yo € &,

E'tape de correction — Résoudre en p"*1 € Lyg(Q) et u™! € He o(Q) :

1 _

= 0, (ug ™ —agth) + (v, — (Vp)g =0, Vo € Ens.
1 n n : n n

a(pKJrl — %) 4 div(p" ") g =0, VK € M.

Un autre schéma semi-implicite est donné par :

Connaissant (p",u") € La(Q2) x Hg (), résoudre en p" 1 € Ly () et u™ ™! € He () :

1 T n : T n

g(pKJrl — %) + div(p" T g =0, VK € M,
1

5 (P ultt — pi—tul) + div(p"u" ®@ u"), — divr(u"), + (Vp"t1), =0, Vo € Ent.
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