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Rappel : pour dé�nir une suite un ou une fonction f , deux méthodes possibles :

1. u := n-> expression ou f := x-> expression, des valeurs s'obstiennent par u(10) ou f(1).

2. u := expression ou f := expression, des valeurs s'obstiennent par subs(n=10,u) ou subs(x=1,f).

1 Calcul de sommes de série

Pour calculer certains réels, il est parfois judicieux de trouver des séries numériques qui tendent

vers ce réel. Si la série converge rapidement, il su�t alors de calculer une somme partielle de cette

série pour avoir une valeur approchée du réel. Nous allons par exemple calculer ln(2) grâce à la série

harmonique alternée.

1. Véri�er avec Maple que

ln(2) =
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k

Ainsi, pour calculer une valeur approchée de ln(2), on choisit un entier n et on calcule �à la main�

Sn =
∑n

k=1

(−1)k−1

k
. Le choix de l'entier n se fait en fonction de la précision voulue.

2. En remarquant que 1
k =

∫ 1
0 x

k−1dx, montrer que∫ 1

0

1
1 + x

− Sn =
∫ 1

0

(−x)n

1 + x

3. Montrer que ∣∣∣∣∣
∫ 1

0

(−x)n

1 + x

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n+ 1

4. En déduire n pour que Sn donne une approximation de ln(2) à 10−4 près. Que vaut cette ap-

proximation ?

5. Au vu de la vitesse de convergence de la série, utiliser la série harmonique alternée pour approcher

ln(2) vous semble-t-il une bonne stratégie ?

6. Donner une série qui permette d'approcher ex. La convergence est-elle rapide ?
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2 Série alternée véri�ant le critère spécial à partir d'un certain rang

Soit un = (−1)n (lnn)2

n+ 2
et Sn =

∑n
k=1 uk.

1. Représenter graphiquement les 50 premiers termes de la suite (un).

2. Trouver le rang à partir duquel la suite (|un|) est décroissante.
Rappel : à partir de ce rang, le reste de la série Rn =

∑+∞
k=n+1 uk est majoré en valeur absolue

par |un+1| et Rn est du signe de un+1.

On souhaite déterminer le signe de la somme S =
∑+∞

k=1 uk.

3. Calculer S20,u21 puis S21,u22. Peut-on en déduire le signe de S ? A quelle condition pourrait-on

déterminer le signe de S ?

4. Ecrire une boucle qui calcule les sommes partielles Sn et compare |Sn| et |un+1|. La boucle s'ar-

rête lorsque l'on peut conclure sur le signe de S. On a�che alors Sn et un+1 et la valeur de n.

NB : On peut initialiser le calcul à S20 que l'on peut obtenir avec la command sum.

Ensuite, pour bien visualiser le rang à partir duquel on peut conclure, on a�chera [n, Sn, un+1]
pour les 10 dernières valeurs de n.

3 Courbe de Tagaki : une fonction continue mais dérivable nulle part

Pour x réel, on note g(x) = dist(x,Z) la distance de x à l'entier relatif le plus proche, et pour

k ∈ N, on note fk(x) =
g(2kx)

2k
.

1. Véri�er que x → fk(x) est une fonction
1
2k

-périodique d'amplitude maximale
1

2k+1
. Tracer sur

[0, 1] les fonctions f0, f1, f2, f3, f4 et f5.

2. Pour x réel, montrer que la série
∑

k≥0 fk(x) =
∑

k≥0

g(2kx)
2k

est convergente.

On peut donc dé�nir sur R la fonction somme : S(x) =
∑+∞

k=0

g(2kx)
2k

.

On notera Sn(x) =
∑n

k=0

g(2kx)
2k

la somme partielle et Rn(x) = S(x)− Sn(x) =
∑+∞

k=n+1

g(2kx)
2k

le reste.

3. Montrer que : ∀x ∈ R, |Rn(x)| ≤ 1
2n+1

. En déduire l'entier N pour lequel SN approche S à 10−4

près.

4. Tracer les sommes partielles d'ordre n = 2, 5, 10 et N sur [0, 1].

5. Soit x0 ∈ R. On cherche à montrer que S est continue en x0. Soit ε > 0. En remarquant que :

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, |S(x)− S(x0)| ≤ |S(x)− Sn(x)|+ |Sn(x)− Sn(x0)|+ |Sn(x0)− S(x0)| (1)

et en utilisant la majoration de |Rn(x)| et le fait que la fonction Sn est continue en x0, conclure

sur la continuité de S en x0.

6. Examiner la courbe de S sur [0.3, 0.4] puis sur [0.33, 0.34]. Regarder en d'autres points.

7. On prend x = 0.3. Calculer
S(x+ h)− S(x)

h
pour h = ±2−k avec k = 1..10.

Que suggèrent ces résultats ? On démontre en s'inspirant de cette méthode que S n'est dérivable

en aucun point de R.
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