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Question de cours 1 (4 points). Donner la définition de fonction Lipschitzienne et de fonction
convexe.
Donner ensuite un exemple de fonction convexe sur [0, 1] qui n’est pas Lipschitzienne et un
exemple de fonction Lipschitzienne sur [0, 1] qui n’est pas convexe.

Exercice 2 (5 points). Considérer la fonction f : R→ R définie par

f(x) = 10
3(1 + |x|)

+ 3x2 + |x|3 − 2.

Dire si elle est une fonction convexe sur R et si elle l’est sur [0,+∞].
Calculer ensuite min{f(x) : x ∈ R}, en justifiant rigoureusement si et pourquoi cette valeur
minimale existe.

Exercice 3 (5 points). Résoudre explicitement le système{
f ′(x) = − 2x

1+x2 f(x) + sin x
f(0) = 1.

Exercice 4 (4 points). Soit g : R→ R une fonction C2 satisfaisant l’équation différentielle

4t2g′′(t)− (2t+ 3)g(t) = 2t

et F : R→ R la fonction donnée par

F (x) =
∫ x2/2

0
g(t)dt.

Calculer F ′(x) en termes de g et démontrer que F est de classe C3. Calculer ensuite (explicite-
ment) F ′′′(1)− 3F ′′(1) + F ′(1) et F ′′′(2)− 3F ′′(2) + F ′(2)

Exercice 5 (5 points). Calculer, si elles existent, les limites de la fonction
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\ {0} → R, f(x) = sin(x3)− (sin x)3

tan(x3)− (tan x)3
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