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Introduction

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions, tout d’abord d’un point de vue analyse
numérique puis en rajoutant une contrainte u > —1, I’équation d’Airy mo-
nodimentionnelle, o,u + aiu = 0, et imposons a la solution d’étre pério-
dique en espace. Apres avoir rappelé quelques propriétés (conservation de
[’Hamiltonien, régularité du noyau), nous généralisons I’ étude numérique a
des équations dispersives a dérivées en espace d’ordre impair quelconque
oru + 8)2/7 1y =0 et démontrons la convergence des schémas numériques
pourvu que le pas de temps soit comparé au pas d’espace a la puissance
2p+ 1. Nous concluons ensuite sur le systeme contraint. La contrainte étant,
a priori, incompatible avec la vérification de I’équation d’Airy, nous nous
ramenons a considérer cette équation comme la formulation variationnelle
d’un probleme de minimisation. Introduire u > —1 revient donc a résoudre
un probleme d’optimisation sous contrainte.

Lorsqu’il s’agit de modéliser des écoulements de fluides, la théorie des systemes hyperbo-
liques est le plus souvent mise a contribution. Les équations d’Euler sont alors les équations
privilégiées pour décrire le mouvement d’un fluide, a partir de sa vitesse, de sa pression et de sa
densité entre autre. Cependant, cette théorie reste inachevée pour beaucoup d’écoulements. En
effet pour les écoulements sanguins par exemple, elle ne peut, a elle seule, expliquer les phéno-
menes comme ’absence de chocs. Il est donc nécessaire de prendre en compte un autre aspect :
le caractere dispersif des équations. La dispersion fait ainsi intervenir des dérivées spatiales
d’ordre 3 et le systeme d’Euler-Korteweg devient donc plus pertinent :

dip + dx(pu) =0,

(EK) 2, 02y e
0;(pu) + dx(pu” +p~) = €yp,

avec un écoulement monodimentionnel, p étant la densité et u la vitesse du fluide. Le systeme
d’Euler-Korteweg (dont le probleme de Cauchy fut initialement étudié par S.Benzoni-Gavage,
R.Danchin et S.Descombes [Benzoni-Gavage et al., 2006]) ne sera pas pris en compte tel quel
dans ce mémoire : une premiere simplification consiste a ne considérer qu’une seule équation
dispersive : I’équation de Korteweg-de Vries d,u +d3u+ ud,u = 0. Puis la linéarisation de cette
équation autour de zéro donne naissance a I’équation d’ Airy, équation étudiée dans ce mémoire.

ot +9u=0. (Airy)

En réalité, les équations de modélisation seules ne suffisent pas a décrire I’écoulement :
bien souvent, la configuration géométrique de 1’écoulement doit étre prise en compte (comme
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la hauteur des tuyaux par exemple). Mathématiquement, cela se traduit par un ensemble de
contraintes supplémentaires que la solution doit vérifier. Dans I’exemple de 1I’écoulement san-
guin considéré plus haut (ou de tout autre écoulement biologique d’ailleurs), la contrainte sera
la hauteur maximale des vaisseaux sanguins, hauteur que 1’écoulement ne peut dépasser. Au ni-
veau des équations, cela se traduit par I’assujettissement de la solution a rester dans un domaine
borné que nous modéliserons par

o+ 9u=0,

u>—1. 2

(Airy avec contrainte)

Comme la norme L? de la solution de I’équation d’Airy se conserve, la contrainte u > —1 est &
différencier de la contrainte introduite par F.Berthelin et F.Bouchut [Berthelin et Bouchut, 2003]
qui ont, de leur coté, étudié les équations de modélisation lorsqu’un réservoir d’eau ou une ri-
viere déborde, il y a donc perte de masse dans ce cas.

Dans ce mémoire, nous proposons une étude de 1’équation d’ Airy monodimensionnelle et
imposons a la solution d’étre périodique en espace. L’aspect analyse numérique est particu-
lierment développé, avec une généralisation aux équations dispersives a des dérivés en espace
d’ordre impair : d,u + aﬁl’ = 0, p € N, pour lesquelles un calcul de consistance et de stabilité
révele la convergence des schémas numériques a condition que le pas de temps soit comparé
au pas d’espace a la puissance 2p + 1. Une réflexion sur ’ordre de la convergence en fonc-
tion de la régularité plus ou moins forte de la condition initiale clot cette analyse numérique.
Ensuite, 1I’étude de I’équation d’Airy se pousuit avec le systeme (1). La contrainte est prise en
compte de deux facons possibles. Une premiere méthode repose sur le formalisme hamiltonien
de I’équation d’ Airy et notamment sur la conservation de I’Hamiltonien pour reconstruire une
solution contrainte de méme Hamiltonien. La deuxieme méthode reformule 1’équation d’ Airy
sous forme d’un probleme de minimisation, probleme auquel il est plus facile, par la suite, de
rajouter la contrainte u > —1. Il suffit pour cela de faire de I’optimisation sous contrainte.

Dans un premier temps, nous nous sommes attachés a rappeler les propriétés de 1’équation
d’ Airy : conservation de la norme L2, conservation de I"'Hamiltonien H (1) = fOL %(8 u(t,x))2dx =

3
2|0gu(t, )| \%Z (l0.0))> MOYau d’ Airy exprimé en terme de fonction d’ Airy Ai(x) = ﬁ IS Xt dg,
régularité € (R) de la fonction d’ Airy, etc. Une comparaison de quelques schémas numériques
s’ensuit : 0-schémas aux différences finies centrées, décentrées a droite, décentrées a gauche,
mais aussi un schéma symplectique qui assure numériquement la conservation de 1’Hamilto-
nien . Pour cela, nous avons adapté, a I’équation d’ Airy, le schéma présenté par H.Kanazawa,
T.Matsuo et T.Yaguchi [Kanazawa et al., 2012]. Dans une seconde partie, une généralisation
aux équations dispersives a dérivée en espace d’ordre impair quelconque J;u + 8,26’) My =0,
p € N nous permet de montrer la encore, la régularité ¥ (R) de leur noyau et d’étudier la
convergence des schémas numériques. La contrainte # > —1 sera introduite en troisicme par-
tie. Une projection qui conserve I’Hamiltonien, (i.e. une « symétrie » par rapport a [u?’,u? )
si u? +1>“"”?‘ +k—1 sont plus petits que -1), est la premiere fagon de prendre en compte cette
contrainte. L'utilisation de la formulation variationnelle d’un probléeme de minimisation sous
contrainte est une deuxieme facon, peut-&tre plus rigoureuse, de procéder.



Chapitre 1
Généralités sur ’équation d’Airy

Nous étudions la régularité de la solution de 1’équation d’Airy : contraire-
ment a I’équation de Burgers par exemple, ’effet régularisant assure ici a la
solution d’étre au moins dans le méme espace de Sobolev que uy. Nous com-
parons ensuite différents schémas numériques de résolution de cette équa-
tion.

Dans ce premier chapitre, nous étudions le probleme de Cauchy pour I’équation d’ Airy suivant :

Ou+0>u =0, (1.1a)

(Tinit non contraint)
U|,_o = HUo, (1.1b)
Nous recherchons une solution u« périodique en espace, de période L. De plus, uq est supposée a
moyenne nulle, de sorte que u(z,-) le soit également, pour tout ¢ € [0, T]. En effet, en intégrant
formellement 1 équation d’Airy sur [0,7] x [0, L] nous obtenons la conservation de [ u(z,x)dx.

Nous introduisons les espaces périodiques : Hrl,‘er([O,L]), pour k € N (dans lesquels nous

pouvons voir les fonctions comme égales a leur série de Fourier).

Définition. L’espace de Sobolev L—périodique d’ordre k, noté Hlfer([O,L]), est ’ensemble

des fonctions L—périodiques sur R, appartenant a L?([0,L]) et telles que leurs k premiéres
dérivées au sens des distributions appartiennent aussi 2 L*([0,L]). Nous le munissons de la

norme 1

||”HH§er = (;ﬂ”(l)”iz([e,q)) .

ST]

Les fonctions appartenant aux espaces ngr([O,L]) sont caractérisées par le comportement
de leur série de Fourier.

1 Régularité de la solution

Tout d’abord, familiarisons-nous avec des solutions non forcément périodiques.
Par la suite, nous utiliserons la transformée de Fourier en espace définie comme suit :
e Siu € L*(R) nous notons sa transformée de Fourier i(&) = [ u(x)e *dx.
e Si u est une distribution tempérée (u € ./(R)), nous notons ¥ (u) sa transformée de
Fourier, définie par Vo € .7 (R) < F (1), >=< u,® > .
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Lutilisation de la transformée de Fourier assure I’existence et 1’unicité d’une solution au pro-
bleme de Cauchy (Piit non contraint)- En effet, en « appliquant » la transformée de Fourier a
I’équation d’ Airy, nous obtenons

0i(1,§) + (i&)*al(1,§) = 0, ¥(1,8) € [0,T] x R.
Soit, en résolvant cette équation :
i(1,6) = fig (&)™, ¥(1,€) € [0,T] x .

D’oil, V(t,x) € [0,T] x R, u(t,x) = [ugx F ! (ei§3t)] (x), ot % est le produit de convolution en la
variable d’espace.

Définition 1. Nous définissons la fonction d’Airy comme suit,

1 NS
Ailx) = — / S HEGE xR,
2T JR
ainsi que le noyau d’Airy par

X
/3t

K, (x)

( ),Vx € R.

.
= WAl
La solution au probleme de Cauchy s’écrit :
u(t,x) = [uo*K¢(x),v(t,x) € [0,T] x R.
Proposition 1 (Régularité du noyau). Le noyau d’Airy est de classe € (R).

Démonstration. La preuve se trouve par exemple dans [Zuily et Queffélec, 2007]. [

a%p+l

Remarque. Si nous considérons une équation générale o;u + u =0, avec p quelconque

dans N. Nous définissons de méme 1’équivalent de la fonction d’Airy,

1 .§2p+1 .
A€ (x) = — / P HEry
() =5 e &
nous pouvons alors définir la solution comme
e si p est pair, u(t,x) = [ug* KE" (—)] (x),
e si p est impair, u(t,x) = [ug* K] (x),
ou le noyau KE" vaut

1
I{)jgen (x) — l Aigen ( X :

(2p+ 1)@ (2p+ 1))@

La fonction Ai®*" est, elle aussi, €= (R). En effet, en adaptant la preuve fournie dans le livre
de C.Zuily et H.Queffélec [Zuily et Queffélec, 2007 ], nous montrons que 2TAiE™" est limite uni-
forme lorsque € converge vers 0, de la solution de yézl)) (x) + (= 1)Pxye(x) + (= 1)P2ey,(x) =
0,Vx € R. Ce qui permet de montrer que 2TAIE™ est solution de y*P)(x) + (—1)Pxy(x) = 0, et
que A" a bien la régularité souhaitée.

Proposition 2. Ai est a décroissance rapide sur R™.
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Démonstration. Cette preuve se fait en deux étapes. Tout d’abord, montrons par récurrence
I’égalité suivante : VN € N, il existe P(y), polyndme en y de degré N, tel que

. -1 N i)c3 y—3 P y
Ai(x) = ( 21\/71 / 0TS 1 (2) 2Nd)’~
2niNx™ 2 /R (1+y%)

POUR N =0 : En faisant le changement de variable & = y/xy dans I’intégrale, I’équation
est vérifiée pour P(y) = 1.

3 3
3y 3
SUPPOSONS LA RELATION VRAIE POUR N : En remarquant que % (e’ﬂ(y+3)) = ix2(1+

[\S[o8]

3
y- N N £
(+3), nous avons, d’apres I’hypothese de récurrence

/
(eix% (y+y33)> »
() J

A =D /
X) = — y
omiNx T IR ix3 (14y2) (1+y7)2Y

(=N /eix%(er)f) ( P(y) )'dy
oo EQENE ) 1 £ 2)2N+1
2miNtlx™ 2 R (1+y?)

Dans une seconde étape, nous remarquons que 1’égalité précédente implique que, pour tout N
dans N, il existe une constante Cy telle que

yZ) eix

Cy

3N—1 °

2Tx 2

V>0 |Ai(x)| <

Proposition 3. Pour tout k € R, la norme H*([0,L]) de la solution d’Airy est conservée.

Démonstration. La norme L?([0,L]) est conservée (en multipliant formellement par u puis en
intégrant sur [0, 7] x [0, L]). Comme || - ||yt (po.1p) = [|(1+ &[2)2 “z2(0.1) 1a norme H*([0, L))
est bien conservée. [

2
Corollaire 1. L’Hamiltonien H(u) = [ |ax2M| (t,x)dx est conservé au cours du temps.

Remarque. Pour les solutions périodiques, nous avons aussi existence et unicité de la solution
puisque, i uo(x) = Yyez ci(0)e L, alors la solution u vérifie u(t,x) = ¥yez cr(0)e L) T,

Y(1,x) € [0,T] x [0, L]

2 Schémas numériques

La premiere étape de résolution numérique du probleme de Cauchy (Piit non contraint) €St de
semi-discrétiser en temps, avec un 6-schéma ici, pour ne manipuler que des fonctions d’une
seule variable : la variable spatiale. La fonction u sera donc connue seulement en les temps
" = nAt pour n € N, Ar étant le pas de temps. Nous approchons donc u(#",-) par u”(+), solution
de I’équation d’une seule variable

un—i—l —u"

— (01" + (1 —8)u™)" =0, avec 8 € [0, 1].

Il faut ensuite déterminer une approximation de la dérivée troisieme en espace : utilisation des
différences finies (décentrées a droite, centrées, décentrées a gauche), choix d’un schéma sym-
plectique... Leur comparaison fera 1’objet des paragraphes suivants.
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Approximation de la dérivée troisieme en espace par différences finies
Nous présentons dans le tableau suivant les schémas aux différences finies décentré a gauche,
centré et décentré a droite.



2

€mas numeriques

2

Sch

QJI0IP B SOQIIUAIIP 19 SOQNUD ‘QUONES € SOQNUAIIP SAMUY SAOUAINI :T°T ATV

1+dz(XV) 1z (V)T 1rdz(v) ~ (I
y N\ & N 0—1 y & |7 (") (1+ag)
A (1) ; R | et | g oy (P Y | sran | Py (1) p =
1+4¢/ 1 [+dg 1+dg) | 7 1492/ Tag
QNA»\QV ~ \
T\ ~ (1) (g
[+y—d
N QN
(V) ~ (I
In41-Inp— g4 1+ ny—ttin ~ A R.v Avvs
_ mmév mAévN MAEV ~ A\R.v n
_\\3\.\:m+~+.\=m\m+\: N\.\:\ﬁ\.\:N+~+.\=N\N+N: N\xx\ﬁ\\:m;}\:m\jﬁ\: ~ 1
(xv) ~ (I
ﬁ\\=+\.:N\~+\: ~ A‘R.v\\a
vV XV Xy ~ (I
p—_1+n I-Ip—1+ip 1-Ip—In ~ A.Rv\:
9QJIOIP © 91U3IIP 20U Oﬂozﬁw © 91U3d39p
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Pour mieux visualiser la différence de chaque schéma, nous avons affiché la dépendance en j
dans les figures suivantes. Les abscisses représentent I’espace (x; = jAx, j € Z), les ordonnées,
le temps (1" = nAt, n € L%J ). Dans chaque figure, le point entouré en vert (u;f“) est le point &
construire a partir des points entourés en rouge (ij—p—1,...,Uj, ..., Ujpi1 ).

fy _ f _ fa _
) ) )
At At At
e — e — e —
(a) schéma décentré a gauche (b) schéma centré (c) schéma décentré a droite
FIGURE 1.1: Approximation de u’(x;)
fa _ fa _ fa _
g g 7
At At At
i — &% — it —
(a) décentré a gauche (b) centré (c) décentré a droite
FIGURE 1.2: Approximation de u"’(x;)
S — = — = _
&4 ]At ’At ]At
iAlAgfasaa. T AGaasp| I8
— p+l , —_ p+1 T ptl i p+l
L s LS L = [
(a) décentré a gauche (b) centré (c) décentré a droite

FIGURE 1.3: Approximation de u(?**1)(x;)

Pour les dérivées d’ordre pair, nous n’utiliserons qu’une seule formule : celle centrée.
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A
Y
|
i
T

o

D p
I

I

Az Az

(a) Approximation de u” (x;) (b) Approximation de u®")(x;)

FIGURE 1.4: Approximation des dérivées d’ordre pair

L’équation d’ Airy totalement discrétisée devient donc, pour le schéma aux différences finies
décentré a droite par exemple :

+1 +1 +1 +1 +1
u? _u7—|—6 u?+2—3u?+1+3u’} —u’}_l (18 u;?+2—3u’}+1+3u?—u?_1 o
At (Ax)3 (Ax)3 ’

V(n,j) € [0,N] x Z avec N = ng
Approximation de la dérivée troisieme en espace par schéma symplectique

Les trois schémas numériques précédents ne conservent pas I’Hamiltonien de 1’équation d’ Airy.
Par contre, le schéma présenté dans [Kanazawa et al., 2012] est un schéma symplectique pour
I’équation de Korteweg-de Vries ; nous 1’avons modifié et adapté a 1’équation étudiée ici pour
qu’il conserve I’Hamiltonien d’ Airy.

Il s’agit d’un schéma de Crank-Nicolson (i.e. 8 = %), dans lequel les dérivées en espace sont
approchées par des différences finies compactes, notées 85!, ce qui fournit les approximations
suivantes :

j 3ujpr—uj—1 3ujgr—ujn l ujy3—uj—3
u' (x;) est approché par | [§17(U)); =5 / 2Ax] -3 / 4Ax] E#
u”(x ) est approché par 81> 0 851> (U)
ulP)(x;) est approché par §C<1> 08170, oSC<1>l(U)
p?gis

TABLE 1.2: Approximation des dérivées pour le schéma symplectique

Dans le tableau précédent, U représente le vecteur (1) jez. et dans ce qui suit, U" = (i) jez.



10 Généralités sur I’équation d’Airy

Le schéma s’écrit donc :

n+1 n

u' —u" n+1 n
J ]+ 60<]>080<l>08c<1> U +U :0,
At 2 ;

Y(n,j) € [0,N] x Z.
Proposition 4. Soit Hyym [’Hamitonien numérique défini par

Houm(U) = %(5§1>(U))§Ax

™=

ol X1, ...,Xy est une discrétisation de [0,L]. Alors, cet Hamiltonien est conservé par le schéma
symplectique :
Hoyum(U™) = Hyum (U™, V0 € [O,N].

Démonstration. La preuve repose sur I’égalité suivante (voir [Kanazawa et al., 2012]) :

~
~

Z 8<1> Z 8<1> WkAX

Soit n € [0,N],
J
Y % [(8§1>(Un+1))i_ (851>(U”))ﬂ Ax
J
= Y S 185 W), — (85 (W) (85 (1), + (85 (U7) ] A

J Un+1_|_Un
_ <1> (ymm+l gy <1>
_ Y (35 (U - um), (ac (—2 ))km

Un+l U
(Un+1 _ Un)k (8c<1> O5C<1> ( 2-1- )) Ax
k

_ i {Sfbo <6§1>06§1> (Un+12+ Un))] (8§1>06§1> (Un+12+ Un)) .
k k

Comparaison par rapport a la « solution exacte »
Afin de vérifier le bon comportement de ces différents schémas numériques, nous avons calculé
la solution exacte de I’équation d’Airy en partant d’une fonction chapeau périodisée (donnée
initiale pour laquelle les coefficients de Fourier sont facilement calculables).

0 L

FIGURE 1.5: Donnée initiale chapeau périodisée
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La série de Fourier d’une fonction ug chapeau périodisée de période L vaut

> 2y (2m —
S0 =5 ~ 5 & e

La série de Fourier de la solution de 1’équation d’ Airy avec donnée initiale uq est donnée par
i2mx

S(u)(t,x) =Y ez cm(u)(t)e L ,¥(t,x) € [0,T] x R, ou les coefficients ¢, (u) vérifient la rela-
tion ¢ ()’ (¢) + (im3)3 ¢, (u) (t) = 0, soit

em(0)(£) = em(itg) ™ ()

D’ou

o COS (2—“(2m—1))3t+(2m—1)2—”x
SUIRRLEE e !

2
2 m =
Comparons le vecteur discret obtenu avec les schémas numériques a cette solution exacte (en
réalité nous comparons les schémas numériques a Ssoo(u)(z,x), i.e. la série de Fourier tronquée
a la fréquence 500 de u). Les résultats font I’objet des figures suivantes. La série de Fourier
Sso0(u)(,x) est représentée en rouge, la solution discréte en bleu.

Parameétres : la période vaut L = 50, le nombre de maille / = 1000 (soit un pas d’espace

Ax = 2—10), le temps final vaut 7 = 0,01 et le pas de temps At = %. Nous appelons « nombre

22P At
(Ax)2p+1 s

numériques (c.f le chapitre 2). Ici, puisque p = 1 pour I’équation d’ Airy, ce nombre de Courant
vaut

de Courant » le rapport qui joue un rdle important dans la stabilité des schémas

2P At 64
(M)Z[H—l oo

Conditions aux limites : Puisque nous supposons u(z,-) L-périodique, nous imposons nu-
A1 g n— n n —
mériquement : ug = uj et u;, | = u'}, pour tout n € [0, N].

“0 s 10 15 2 25 30 3 40 45 80 0 5§ 1 15 20 25 3 3F 40 45 &0 0 5§ 1 15 20 25 3 3F 40 45 &0

(a) Décentré a gauche (b) Centré (c) Décentré a droite

FIGURE 1.6: Schéma de Crank-Nicolson, 6 = %
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0 5 @ 15 20 25 3 3 40 45 A0 0 5 @ 15 20 25 3 3 40 45 A0 0 5 @ 15 20 25 3 3 40 45 A0

(a) Décentré a gauche (b) Centré (c) Décentré a droite

FIGURE 1.7: Schéma implicite, 6 = 1

Sur la figure suivante, nous utilisons toujours les mémes parametres sauf pour I’image (d),
pour laquelle nous changeons le nombre de mailles : J = 538. Pour cette image, le nombre de

2
Courant vaut donc (Azx)l’% =0,997.

0 5 10 15 20 25 30 3B 40 45 &0 “0 5 w0 15 0 25 3 3B/ 40 45 &0

(a) Décentré a gauche (b) Centré
2 1
0.9
1.5
08
| 07
0.6
058 058
0.4
)
0.3
0.2
0.8
0.1
i 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 E|EI 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
(c) Decentre a droite, (d) Decentre a droite,
_4Ar 4At
avec )3 > avec a3 <1

F1GURE 1.8: Schéma explicite, 6 =0

Au vu de ces figures, il semblerait qu’approcher la dérivée en espace par des différences
finies décentrées a gauche ne permette pas de capturer la solution. L’utilisation des différences
finies décentrées a droite suppose une condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), comme

.. . ) , ) 2
I’indiquent les images (c) et (d) de la figure 1.8, du type « il est nécessaire que (Azx;%
avoir la stabilité (avec p = 1 car nous étudions I’équation d’Airy) ». Nous étudierons plus en

détails au chapitre 2 les conditions de stabilité L> pour chaque type de schéma.

<1 pour
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09 0.0389
0.0389
0.0389

0.0389

0.0389

0.0389

0.2 0.0399

01 0.0389

1) é W‘EI 1‘5 Z‘EI 2‘5 S‘EI 3‘5 4‘EI 4‘5 50 ) é W‘EI 1‘5 Z‘EI 2‘5 S‘EI 3‘5 4‘EI 4‘5 50
(a) Schéma symplectique (b) Conservation de Hyym

FIGURE 1.9: Schéma symplectique

[’Hamiltonien numérique est bien constant et le schéma symplectique semble précis, pour
T =0,01, At = <5, L=>50 et J = 1000 (soit Ax = ).

Comparaison des différents schémas
Nous effectuons deux types de comparaison : une comparaison de différents maillages pour
le méme schéma, puis une comparaison des schémas entre eux sur un méme maillage. Les
résultats sont représentés sur les figures suivantes. Nous utilisons une donnée initiale sous forme
de créneau suivante :

—0

-L - 0

o~
[Nl

FIGURE 1.10: Donnée initiale sous forme d’un créneau périodisé

malage J=100
12 —— =500 12
—— =100

maillage J=100
—— J=50
—— J=100

malage J=100
J=500

(a) Crank-Nicolson décentré a (b) Implicite décentré a droite, (c) Symplectique
droite, 6 = %, 0=1

FIGURE 1.11: Comparaison sur différents maillages

La figure 1.11 a été réalisée avec T = 1, un pas de temps Az = %, L = 50 et différents J :

e J =100 (donc Ax = %) pour la courbe bleue, soit un nombre de Courant égal a (Azxz)p% =
0,64,
e J =500 (donc Ax = %) pour la courbe verte, soit (Azxz)p% = 80,
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e J=1000 (donc Ax = %) pour la courbe rouge, soit (szz)p% = 640.
Nous n’avons pas affiché ici le résultat donné par le schéma explicite car ce pas de temps avec
les deux derniers pas d’espace ne vérifient pas la condition de CFL. Ce schéma explicite est
développé en fin de paragraphe.

Pour comparer les schémas les uns par rapport aux autres, nous fixons le nombre de mailles
a J = 1000 (la période vaut toujours L = 50, le temps final 7 = 1, et le pas de temps Ar = %)
Pour ces parametres, le nombre de Courant vaut 640.

Al
0 b .:,,:L:Aﬁf‘u““ iy 1]

02 i \’J ]

0 5 10 15 220 25 3 3IF 40 45 &0

FIGURE 1.12: Comparaisons des schémas numériques entre eux

La courbe bleue représente le schéma de Crank-Nicolson avec des différences finies décen-
trées a droite. Elle est visuellement proche de la courbe rouge (schéma implicite avec dérivée
décentrée a droite). Par contre, le schéma symplectique est beaucoup plus oscillant (courbe verte
sur la figure 1.12).

Pour voir le comportement du schéma explicite décentré a droite, nous avons changé le pas
de temps en fonction du pas d’espace de sorte a ce que le nombre de Courant soit toujours égal
a 1. Plus précisément, nous prenons toujours L = 50, T = 1, mais pour chaque J différents

(J =100, 500 ou 1000) Ar vaut maintenant Ar = @.

0 & Mm@ 15 20 2% 3 3F 40 45 &

FIGURE 1.13: Schéma explicite avec dérivée décentrée a droite sur différents maillages, avec
la condition de CFL respectée



Chapitre 2

Etude de la convergence des schémas
numériques

Nous déterminons [’ordre de convergence des schémas numériques pour
I’équation d’Airy, et généralisons ce calcul a une équation quelconque du
type ou + a)ch ™y = 0. Une distinction en fonction de la régularité de la
donnée initiale ug est effectuée.

1 Stabilité /2

Nous travaillerons dans ce chapitre sur tout R et considérerons donc que la solution discrete
U" du schéma est définie pour tout j € Z.

Rappels :
e Nous posons toujours U" = (u}) jez, dans I2(Z) que nous munissons de la norme suivante :

HUnHlZz =Y jez |“7|2A)C

e Pour (u}) ez € 12(Z), nous notons U"(§) := Ysez, uZezmk§ pour & € [0,1]. Alors U” €
L%(]0,1]), ott L?([0,1]) est un espace de Hilbert que nous munissons de la base hilber-
tienne (e2™%); 7. Nous avons de plus les égalités u = [} e 2T (E)dE, et ||U”| 5=

1o~

Ax fi 07 (©) e, -

e Enfin, nous définissons les deux opérateurs de décalage : STU" = (u'}y1) jez, avec STU nE) =
e 2MEYN(E), et STUM = (]_y) jez, qui vérifie quant & lui @(ﬁ) = 2y (E), VE €

[0, 1]. Plus généralement, @ (&) = e 2MEYR(E) V(1,E) € Z % [0,1].

JjEZ

1.1 Le 6-schéma aux différences finies décentré a droite

D’apres I’expression de 1’approximation de u(2?1) par les différences finies décentrées a
droite (voir le tableau 1.1), nous travaillons avec le schéma suivant :

2ol sl 1 2p+1 2p+1
G o (B N0 gy (B OO )
S+ (At +(1-9) (Axrl o
(7)€ [0.] % 2.
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D’apres le rappel précédent, nous avons (i )jez = (ST)P “Klyn ce qui donne :

p k+j+1
—— oAr 8 2p 41 ,
n+1 = _1\k,2in(p—k+1)§
. <1+<M)2p+1 (0o
2p+1
:ﬁ(§)< ( 2 flt pz+: ( ) )k —2in(p— k+1)§>
P

Lemme 1.
P+1) k —2in(p—k+1)E _ —ink . 2p+1
—1)*e p =e —2isin(wE)) P . 2.1
)y (e (~2isin(nZ) @

Démonstration. En effet,

2p+1 rn 2p+1 2p—k+1
PNk oim(p—k+1)E _ 2imp 2P+1 k( —2imE\ P
(7)) T (e (e

k=0
) , 2p+1
_ eZmpE; <e—2m§ N 1>

— ¢~ (—2isin(nE)) !

[
Donc, en notant A (&) le coefficient d’amplification, nous obtenons :
(1 e i 2sin(ng) )
Untl(g) = TR U (E). 2.2)
(1+ pere ()21 (2sin(xg)) )
Al®)
Deux cas sont a considérer, selon la parité de p.
1.1.1 Dérivée spatiale B)ZCP 1y avee p pair
Dans le cas oll p est pair, nous avons (—i)2?+1e=% = —je=m — _jcos(nE) — sin(n). La

stabilité est donc assurée si |[A1(E)|*> < 1, ce qui se traduit par :

B _ —_0)2 2
% (2sin(nE))™" " (—sin(ng)) + % (2sin(mg))*" " (—sin(ng))*

+ % (25in(n§))4p+2 cos(n&)?

(Ax)4p+2
20 A2
< (aaprn (sn(a) ! (sin(a8)) + (L (s 2 (s
NI Sl 0% (Ar)? (2sin(n&))*"*2 cos(nE)?.

( Ax>4p+2
Soit encore,

2 2
(1-0)+ LS i) < 0+ 80 auin(ng) 7
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1+ @"sﬁ@sin(ﬂﬁ))zp - ﬁ%(zsm(n&))zp <0,
2
(szj%(sm(”&))z')(l —20) < -

Si p #0, ceci est impossible quel que soit & € [0, 1],
(par exemple pour & = 0, -2 )pzﬁil (sin(n€))?P(1 —20) =0.)

A <,

Par contre, si p =0, %(1 -20)<—-1= %4- T

Conclusion :
e si p est pair et non nul, le -schéma aux différences finies décentré a droite est instable,

e si p estnul, le 6-schéma aux différences finies décentré a droite est stable sous la condition
CFL:0 >+ 4.

1.1.2 Dérivée spatiale a)%p 1y avee p impair

Dans ce cas, (—i)2 e ™ = je= — jcos(nE) + sin(n&). La condition [A;(&)> < 1 se
traduit donc par I’inéglité

o a2
(ZA(xlTpeJr)lAt (2sin(n€)) > sin(nE) + % (2sin(n€))*"*? sin(x&)>
20 A2
+ UL sin(ug)) 2 cos(a’
2
< (Ai?fptﬂ (2sin(ng)) > sin(n) + % (2sin(n&))*" " sin(nE)?
02(Ar)? . 4p+2 2
NI S o (2sin(wE)) cos(n§)

Ce qui, apres simplifications, devient :

—0)2 2
(1) + o sin(E) P < 0+ 1 (2sin(a)

1+ U2 i) <o,
mﬁﬁ@sin(ng))h)(l _29)< 1

o .02 . 2+l
La stabilité est donc assurée si ( Azx;ﬁil (1-206)<1,s0it6 > % — %'

Conclusion : si p est impair, et si la condition CFL suivante est vérifiée

2p+1
o> L _ (AT
2 2HIArT

alors le ©-schéma aux différences finies décentré a droite est stable.
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1.2 Le 6-schéma aux différences finies décentré a gauche

Dans ce schéma, la dérivée spatiale est approchée par :

2p+1 p+ n .
Y (2 1)( 1)ku(t ,Xp—k+])+ O (Ax)+ O (Ar).

a2p+1 ¢
Kl ) = (Ax)2p+1 Ax50 A0

Ce qui conduit au schéma numérique suivant :
1 n 2p+1 2p+1 k 1 2p+1 2p+1 k
u;%Jr _uj+9 Y (—1) u;fkﬂ (1-0) IS CARIES) Wy s 0
At (M)2p+l (Ax)2p+1 e
Y(n,j) € [0,N] x Z.

Ici encore, pour étudier la stabilité [2 du schéma, nous utilisons les séries de Fourier en
espace.

— 0Ar L op 41 Cin(n
Un+1(g) (l—i— e kzo ( Pk )(_1)ke 2in(p k)§>
- 2p+1
:Un(é)( ( 2pf1t pz ( P+ > )k —2in(p— k)§>‘

D’ou

o GAl‘ ) 2p+1 2 +1 )
n+1 2imE(p+1) P 1k, 2im(2pH1-k)E
v @(”wvwe G

T _ (1-0)Ar 2in&,(p+1)2p+] 2p+1\ Lk 2imE(2p+1-k)

En utilisant la simplification détaillée au lemme let en notant A»(&) le coefficient d’amplifica-
tion, nous obtenons :

i (1- Gmre™ (- 2zsin<n&>>2f’“)A&
unt = Ung). (2.3)
© <1+ "%f,ﬂemﬁ( 2isin(mE))*" " 1) ©

Az(&)

Remarque : La différence entre le 8-schéma décentré a droite et le -schéma décentré a gauche
se situe au niveau du moins dans e,

Ici encore, nous devons dissocier deux cas selon la parité de p.

1.2.1 Dérivée spatiale 92"y avec p pair

Lorsque p est pair : (—i)2P+1ei™ = —je™ = —jcos(nE) + sin(n&). La condition |4, ()2 < 1
revient donc a :
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2 snga sinee) + (L O inresinir
n % (2sin(n&))*"*2 cos(nE)>
< ﬁ% (2sin(n§))* " sin(n&) + &1()% (2sin(nE))* sin()?
n (Ax()ﬁ; jz (2sin(1€))*" "2 cos(&)>.

Ce qui devient :

(1—6)2At 5 02At
—(1-6)+ (A@—zﬂ(zsm(ﬂ&)) <6+ (AX)—QH@SHI(T@)
(1-20)Ar,_ . 2
2p (1-20)Ar b4 .
Si2 T < < 1, alors (2.4) est vérifié, quel que soit § € [0, 1].
Conclusion : Si la condition de type CFL suivante 6 > 5 1 %, et si p est pair, alors ce

0-schéma est stable en norme /2.

1.2.2 Dérivée spatiale 921y avec p impair

Dans ce cas, (—i)2P 1™ = jei™ = jcos(nE) — sin(n).
|A2(&)|> < 1 implique donc :

(1—0)%(Ar)?

2(1—-0)Ar

(A (2sin(m€))* " sin(nE) +

—20At¢

_ oar 0%(Ar)?
~ (Ax)rt

(2sin(n&))* ! sin(nE) + o

Ce qui revient a :

2
+ (Axe)%(zsmmg))lp

(1—6)2At

(1—9)+W

(2sin(nE))*” < -6
(1—-206)Ar

Or I'inégalité = )2p+1 (2sin(m€))* (1 —20) < —1 est impossible pour tout & € [0,1] et p
impair.

1+ (2sin(nE))? < 0. (2.5)

Conclusion : le 6-schéma aux différences finies décentré & gauche avec p impair est incon-
ditionnellement instable.
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1.3 Le 6-schéma aux différences finies centré

. S . . . 2 1 . . . . L.
La discrétisation de 1’équation o, u -+ 0y” u=0 par ce schéma puis I’introduction de la série
de Fourier en espace conduisent a :

AT A?c?%’“ i (_ 2isin(ng))21’“>

e (~isinng) P! — LBt e (isin(e) ).

o (E) (1 + ﬁ ¢ (_2isin(nt)) ! +

— 1—6
= Un(g) (1 - 2(“):)21)0-:1
Soit

0771(8) (14 gonepoos(a) (~2in(ae) 1) =) (1- 0 con(a) (~2sin(e) ).

I — {zomrcos(nE) (—
1+ gercos(nE) (—2isin(ng))

-~

A3(8)

2isin(ng)) ! _
2p+1 U”((%)

J/

Un—H (E‘,)

A3(E)]? < 1 implique :

(1-0)%(Ar)?

a2 cos(mE)?(2sin(nE) )P +2 < Mcos(né)z(2sin(7t2’;))4"”r2

— (Ax)4p+2

Do, 1-20<0=6> 3.
Conclusion : si 6 > % le 6-schéma centré est stable pour tout p (impair ou pair).

1.4 Tableau récapitulatif
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2 Etude de la consistance pour une équation générale

Afin d’étudier la consistance pour une équation générale du type d;u(t,x) + 9%P Hu(t,x) =
0, pour tout x € R, etz € [0,T], nous utilisons la notion des différences divisées. En effet, I’er-
reur de consistance se calcule a partir du schéma numérique dans lequel le vecteur discret u7
est remplacé par la solution continue aux points " et x; (i.e. u(¢",x;)). Une somme de termes
en u(t",x;) apparait donc, qu’il nous faut simplifier pour faciliter sa manipulation : ¢’est ce que
permet justement ’utilisation des différences divisées.

2.1 Résultats préliminaires sur les différences divisées

Notation et rappels : La différence divisée d’ordre k de la fonction f en les points xg, ..., Xk
sera notée f[xo, ...,xx]. Elle peut se définir par la récurrence suivante :

f[xj] :f(xj),\V/j € Z:
f[xla"'axk] _f[x()a"'axkfl]
Xk — X0

flxo,x1,..,x] = k> 1.

Les lemmes suivants permettent de simplifier I’écriture du schéma numérique quand on
applique ce dernier a la solution continue u.

Lemme 2. Pour tous (J,1) € N2, et x;, oy X147, J + 1 points régulierement espacés d’une dis-
tance Ax, on a

J
k;)(i) (=" £ (o)
flxr, Xy = — I .

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur J.
e POUR J =0. Soit / € N, f[x;] = f(x;), par définition des différences divisées. De plus,

¥ (V)1

k=0

ol = f(x;). La relation est donc bien initalisée.
e SUPPOSONS LA RELATION VRAIE POUR J, ET POUR TOUT [ € N. Par définition des
différences divisées,

St Xt = flx - Xy
f[xla"'7xl+f+l] _ [ +1y ey AT+ ] [ I s ]
Xi4J+1 =X
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En utilisant I’hypothese de récurrence, nous obtenons :

i <£> (=1 f(xgr41) — (J) 17K £ (xeq0)

k=0
J'(A)C) (Xl+]+1 l)
J

L m—1+7 ¢ (5 17 Fx
; (m_l)( 1) S ms1) ) 0( ) S (k1)
(J+1)!1(Ax)/+!

Lz;[(ki 1) + (i)](—l)kﬂﬂf(xkﬂ)

(J+ D)1(Ax)/H

J+1
J+1 1)/ Ik
( k ) S (k1)

f[xla ---,XH-]-H] =

+ f(xr140) = (=17 f(x)

_ k=0
(J + 1 J-H
[ |
Lemme 3. Soient j€Z, peN, etxj_p_1,....,Xj4pr1 2p+3 points régulierement espacés d’une
distance de Ax, alors les trois relations suivantes sont vérifiées.
L (2 L (2
14 14
() sn X ()0
e Xjap] = — == 2.6
Tbsmp e tinal = EHS
)y ( pk )(_1)k+1f(xk+j—p) )y ( pk )(_1>kf<xp—k+j+l)
_ k=0 _ k=0
f[Xj_p,...7Xj+p7xj+p+l] - (2p—|—1)'(AX)2p+l - (2p+1)‘(Ax)2P‘H ;
2.7)
2p+1 2 2p+1
p+1 2p+1
Y ( X >(_1)k+1f(xk+jp1) Y ( r >(—1)kf(xpk+j)
_ k=0 _ k=0
Fjmp—1,%j—ps e Xjip] = (2p+ 1)1(Ax)2r+1 - (2p +1)!(Ax)2P+1
(2.8)

Démonstration. Tout se base sur le lemme précédent.
e PREUVE DE LA RELATION (2.6). 1l suffit d’appliquer le lemme 2, mais en remplagant
J par 2p et [ par j — p. Le changement de variable [ = 2p — k dans la somme prouve la
deuxieme églité de (2.6). En effet, une fois le changement de variable effectué, I’égalité

devient : )
L ( 2p ) 2p—1
Y (=) f(pi+))
=0 <2p —1 e

(2p)!(Ax)>P

f[xj,p, ...,Xjer] =

Nous concluons avec (212)” ) = (le ).
e PREUVE DE LA RELATION (2.7). Nous appliquons le lemme 2, avec J =2p+1letl =
Jj — p- La encore, pour obtenir la deuxieme égalité de la relation (2.7), nous faisons le
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changement de variable [ = 2p 4+ 1 — k dans la somme, ce qui nous donne le résultat

escompté.
2p+1 2
p+1 2p4+2-1
_1)2r L
T (o) L) 0P i)
TBj=ps s Xjtps Xjpr1] = (2p + 1)!(Ax)2p+1 :

e PREUVE DE LA RELATION (2.8). La premiere égalité s’obtient en remplacant J par 2p+ 1
et/ par j—p—1 dans le lemme 2. Quant a la deuxieme, elle s’obtient grace au changement
de variable [l = 2p + 1 — k dans la somme.

|

2.2 Approximation de la dérivée spatiale

Nous allons appliquer la proposition suivante a la fonction u(#",-), ol u est la solution de
I’équation de départ d,u(t,x) + 93" u(t,x) = 0,Vt € [0,T] et Vx € R.

Proposition 5. Soit xg, ...,xy une suite de J+ 1 points distincts deux a deux. Soit f une fonction
de classe €’ (R) alors, il existe & €]min(x, ...,x;), max(xo, ...,x;)| tel que

_YE
f[x()v"'vxf] - J
Démonstration. La preuve repose sur I’utilisation répétée du théoreme de Rolle, voir par exemple
J.P. Demailly [Demailly, 2006]. [

Notation : Nous notons u(#", [xo, ..., x;]) la différence divisée d’ordre k associée a la variable
d’espace, i.e.

u(t",[x;]) = u(t",x;),¥j € Z,

ut" [x0ortms1]) = u(t" [xq,y ey Ximg1]) — u(t ,[xo,...,xm]), Vm> 1.

Xm+1 — X0

Nous obtenons donc I’égalité suivante :

Pout tous ", p et j, et pourvu que u € E([0,T],%*""2(R)), il existe &} €]x;—p, x4 p11] tel
que

1
M(tn,[Xj—p,.,,,Xj+p+1]) = (2p+1)'a)ch+]u(tn7§7)
_ 1 2p+1. . /.n 1 2p+2 n  n\(gn
- (2p+1)'ax l/t(l 7xj>+ (2p+1)'ax M(t vyj)(&j_x])a

pour un certain y; € [min(x;,&7), max(x;,&})].

Différences finies décentrées a droite :

La partie spatiale du schéma aux différences finies décentrées a droite donne donc :

2p+1 2 +1
) (pk )(—1)ku(l",xp—k+j+1)

k=0
(M)Zp—i—l

= 03"l x;) + 0P (" V1) (8] —x;)),
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avec &% €]x;_p,xjpr1[ et ¥} € [min(x;, &%), max(x;,87)], et

N A [V

k=0

_ 2p+l1 1 2p+2 +1 +1 1
e = U )+ 2 (e - )

— 92PN u(e" x;) + 0,927 (T, x ;) At +
a)2cp+2 (n—i—l "'H)(é'?"'l_x.)

8%
avec &;HJ E]xj*pvxj+p+l[’ y’}+1 S [min(xjv§?+1)7max(xja&?+l>]7 T}} € [tnvtn—H]'

Différences finies décentrées a gauche :

Pour le schéma aux différences finies décentré a gauche, nous obtenons :

2p+1 2 +1

3 A (ST

k=0 aZp—H ( )+82p+2 (tn —rg)(&n__x.)
(Ax)2P 1 VNG X))

avec & €]x;_p1,Xj1p[ et ¥ € [min(x;,E"), max(x;,E")], et

2p+1 2
p+1
3 G (SIS
k=0 -
(Ax>2p+l :a§p+1 (tn+1 ) a2p+2 (n+1’y;z+l)(§7+l_xj),

avec E’}H Elxj—p—1,Xj4p; )7;?“ € [min(xj,é’}H),max(xj,E;fH)], ce qui redonne lieu au méme
développement que précédemment.

Différences finies centrées :

Pour le schéma aux différences finies centré, nous avons la relation

(7 - ()] e 1>ku<r",xp-k+j>] i)

u(tn7-xp+j+1) +

k=0
2(Ax)21’+1 -
2p+1 2 2p+1
p+1 n 2p+1 n
Y (—=D)Xu(t" xp—krj+1) Y (—Dfu(t" xp—s1))
1 =0 k 1 =0 k
) (Ax)2p+1 2 (Ax)2p+1 :

B[ )- ()] o] e

2(Ax)217+1

1
() + AUl )+ Sl 57) € —x,).

Pour #"*!, nous obtenons de méme, la demi-somme des développements des schémas décentré a
droite et décentré a gauche.
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2.3 Calcul de ’erreur de consistance

Dans ce paragraphe, nous avons besoin d’une certaine régularité pour la solution u puisque nous lui
appliquons des développements de Taylor successivement. Nous reviendrons sur ces notions de régula-
rité de u au paragraphe sur I’ordre de convergence (section 3).

> s n A n n
L’erreur de consistance au temps " et en x; sera notée €]. Nous remplagons le vecteur (i), T ez

par la solution continue prise en les points (",x;) pour obtenir la relation suivante :

0-schéma aux différences finies décentré a droite :

2[7+1 2 1
L (7))

u(t™ x;) —u(r",x;) =0
+(1-9) ey

At

p+1
(70t )
k=0

+6 (A2 =¢g].

Soit encore, grace aux développements de Taylor précédents :

A
du(t",xj) + atzu(u?7XJ)5t +(1—0) (9 u(e" x;) + 057 2u(r", ) (€] —x)))

0 (02 ", x)) + 0 (e, ) A+ B 2y (& — ) ) =€),

D’ou:
=0

ou(t",xj) + aﬁp“u(t”,xj) +At (

u(u,x;
Orelsej i) + ea,aﬁl’“u(ry,xj)> +

(& —x))(1 = 0)a2u(t", yj) + (87" —x))00 Zu(" !,y ™) =&,

Or, [& —xj| < |xjspr1—xj—p| = 2p+1)Ax, avec s € {n,n+1}.

Donc

e?gAt

|07 u(u}, x)))|
2

+e\a,a§f’“u<r’;,xj>\> Fax(2p+1) (1 - )R 2u(r” )| + 82y )

R o 2p+1 2.
a condition que 9?u, 9,9;” et 957 u existent.

Conclusion : L’erreur de consistance pour le schéma aux différences finies décentré a droite et pour
une solution u € €%([0,T],% (R)) NE([0,T], €%’ (R))NE([0,T],€**+*(R)) est donc d’ordre 1 en
espace et (au moins) 1 en temps. Plus particulierement, nous avons la majoration :

2
e <|atuu§,x,->|

J +e|a,a%"+‘u<r'}7x,->|> +ax(2p+1) (1 -0 2u(r” )| + 813 2 i) )
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avec g/} € [¢",¢"1], ¥ € [1","+1], puis y?“ et y} tous deux dans Iintervalle ]x;—,—1, X pi1[-
Remarque. Dans le cas particulier du schéma de Crank-Nicolson, 6 = %, I’erreur de convergence
est d’ordre 1 en espace mais 2 en temps. En effet, en écrivant les développements de Taylor a un ordre

2 n ...
plus €leve en temps, nous obtenons une majoration de €} dont le coefficient devant Az vaut \M +

00,027 u (1" x 7). Or, ce terme correspond a 1" équation de départ dérivée en temps, 4 (d,u + 0%t y) =0,
— —

=0
ce terme est nul par définition de u.

0-schéma aux différences finies décentré a gauche :

Comme vu précédemment, les développements de Taylor pour ce schéma sont les mémes que pour
le schéma décentré a droite, nous obtenons donc la méme erreur de consistance : ordre 1 en espace et (au
moins) 1 en temps.

0-schéma aux différences finies centré :

Nous savons que I’erreur de consistance pour ce schéma est la demi-somme des erreurs de consistance
des schémas précédents. Cependant, si nous faisons la demi-somme des erreurs de consistance obtenues
sur les schémas décentré a droite et décentré a gauche, nous obtenons, ici encore, une erreur de consis-
tance d’ordre 1 en espace et (au moins) 1 en temps, ce qui n’est pas optimal.

Nous pouvons en fait montrer que le 8-schéma centré est d’ordre 2 en espace et (au moins) 1 en temps
(avec le cas particulier du schéma de Crank-Nicolson, qui est d’ordre 2 en temps). Pour cela, nous faisons
la demi-somme des schémas décentré a droite et décentré & gauche :

u(t™ x;) —u(t",x;
(" xp) )

1 , 1
At 5 @D [xjep, o Xjipaa]) + 5 2P+ D™, [xj-pot, 0 x51p]) = €

En utilisant la définition des différences divisées, nous avons donc

.S

”(’Hl)xj) —u(t",x;) n (2p+ 1>!(”(tnv Xty ees Xjpr1]) —u(t", [xj—py s Xjip))

J At 2 Xjtp+1l —Xj—p
i u(t", [xjpy oo Xjip]) —ult", [xXjp1, -~-vxj+pfl]))
Xjtp = Xj—p-1
u(t™ x;) —u(t",x;) | (2p)!
= JAt L+ 3 (", [Xjmpr1s oo Xjpa]) — (e i pots s X p—1]))

En utilisant la proposition 5, nous transformons u(t", [Xj—p41,...;Xj+pt1]) —u(t", [Xj—p—1, s Xjp—1])
en soustraction de deux dérivées en espace. Nous obtenons un ordre 2 en espace en utilisant les dévelop-
pements de Taylor.

Dans la suite du mémoire, nous noterons d’ordre (au moins) 1 en temps et (au moins) 1 en espace
pour englober les différents cas résumés ici :

décentré a gauche centré décentré a droite
0 # % 1 en temps 1 en temps 1 en temps
1 en espace 2 en espace 1 en espace
0= % 2 en temps 2 en temps 2 en temps
Crank-Nicolson 1 en espace 2 en espace 1 en espace

TABLE 2.1: Résumé des différents ordres pour les erreurs de consistance
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3 Ordre de convergence

3.1 Equation générale : o,u + Pl =0 pour une donnée initiale 1 €
HAr+3 (R)

Tout d’abord, la régularité de ug se transmet 2 la solution u pour tout temps, puisque la norme H*(R)
se conserve comme vu précédemment au chapitre 1. Donc V¢ € [0, T], u(t,-) € H***3(R).
Dans un premier temps, la régularité H*”*3(R) est utile pour pouvoir utiliser le calcul de consistance
fait & la section précédente. Comme H*(R) C ¢**(R) pour s > 5 + k, ces développements sont corrects
(u € €**+2(R)). Nous verrons dans un second paragraphe, comment s’affranchir de cette contrainte de
régularité.

Afin de pouvoir travailler avec n’importe quel schéma (différences finies décentrées a droite, centrées
ou décentrées a gauche), nous ne précisons pas I’ordre de consistance optimal, et écrivons (au moins)
d’ordre 1 en temps et (au moins) d’ordre 1 en espace. Nous supposons également que la condition de
CFL (si elle existe) est satisfaite.

Nous introduisons Ierreur globale ¢’} = u’; — u(t",x;j). D’apres la définition de I’erreur de consistance €]

J
et les équations du schéma numérique, 1’erreur globale vérifie la relation :

" " 2 +1 2 1 n 1 2 +1 2 1 n
¢ —e] o [ Eo CO)ED G | o [ Z2o G ED G\ _
YR (Ax)2r+! +{1-9) (Ax)2rH T

Nous avons ici explicité cette relation dans le cas des différences finies décentrées a droite, une relation
similaire existe pour les deux autres schémas, il suffit d’appliquer ces schémas a ¢’

Le 6-schéma aux différences finies décentré a droite
En utilisant ensuite la définition de U" rappelée dans le début du chapitre 2, nous aboutissons a :

At ~

; en .
1+ Gi(Ax)AﬁpH e~ (—2isin(nE))2P+! ®)

eTI(E) = A (£)eN(E) —

En utilisant la stabilité /> et en supposant que la condition de CFL est satisfaite, nous obtenons :
Gy —
e ]2 = VAx|le™ ] 12(0.17)

< VAIALE)F(©) 3.1y + VAXII- -~

+ 0 tere e~ 2isin(ng) 7]
1

1+ ewﬁfwe%&(—zz’sm(n@)%ﬂ

€| 12(0.1)

< VAX][e"(€)]| 250,17 + VAX(A1) |

(0,1 | 1€ 22(0.1)

1
] 1+6 (M)Az’pﬂ e~im5(—2isin(nE))2r+!

des schémas aux différences finies décentré a droite stables (avec une contrainte de type CFL a vérifier),
i.e. nous étudions les cas p impair, ou p = 0.

Dans le cas p = 0, qui correspond au cas de 1’équation de transport discrétisée avec les différences fi-
nies décentrées a droite, il est nécessaire de restreindre un peu la condition de CFL de stabilité et de

Ac 1| Ax : Tita 12 1
prendre 6 > max (%, 5 + 53, ), pour avoir la stabilité /* et la norme || 50— re (2 I[z=([0,1])

||z=([0,1)) est bien plus petit que 1 car nous nous sommes placés dans le cas

inférieure a 1.

Le 6-schéma aux différences finies décentré a gauche
Le calcul est identique en remplacant A; par A, e~ ime par €™ et en ne considérant que les cas p pair
puisque nous supposons notre schéma stable.
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Le 0-schéma aux différences finies centré
Dans le cas du 8-schéma aux différences finies centré, e~ est remplacé par cos(n&), et le coefficient
d’amplification A; par Az, mais les conclusions restent identiques.

Soit encore pour n’improte quel schéma (différences finies décentrées a gauche, centrées ou décen-
trées a droite) :
+1
el < le"]] 2 + At [e"]] 2

<

n
< 1112 + Y Al
k=0

Or, u(0,x;) = up(x;) = u?, donc e? =0,VjeZ.
D’ou

sup |e"]|p < sup ZAM&M—TsteW (2.9)
ne0,N] ne[0,N] k=0 ke[O0,N]

Il nous faut donc déterminer ||€¥||2, Vk € [0, N].

D’apres I’expression de 1’erreur de consistance 8?, nous avons :

12 < X (Ax) (A2 N02u(ety, ) g 407 (A0 1021 0,u(h, ) gy
JEZ

+4(2p+ I)Z(Ax)z(] - 9)2"aj2cp+2u(tn ) +4(2p+ I)Z(AX)ZOZHaJZCP+2u(ln+1, ) 2

’ ) ’ ‘Lm([xjfpfl X jtpt] ‘ ’Lw([xjfpfl Kitpti]) } )

Nous aurons ensuite besoin de la majoration 2.11 (que nous démontrons grace au lemme suivant).
. . s N2p+1 2p+2
Nous appliquerons (2.11) successivement 2 95" "' 9,u, 95" *u ou encore 02u.

Lemme 4. Soitv € H'(R), alors

1 1
[IVl1=) < V2IW1 gy V1172 ) (2.10)

Démonstration. 11 s’agit d’un cas particulier de 1’inégalité de Gagliardo-Nirenberg (c.f [Brezis, 2005]).
]

L’inégalité (2.10) n’est valable que sur R entier, or nous aimerions majorer la norme L*([xj,x41]).
Nous allons démontrer le lemme suivant :

Lemme 5. Soit v H'(R), et j un entier quelconque dans 7, alors il existe une constante Cy indépen-
dante de j telle que

C .
[Vl )y < @H"quxj,hxjﬁ])’ VjeZ. (2.11)

Démonstration. Afin de restreindre le domaine d’étude de R a [x;,x; 1], nous introduisons une fonction
cutt-off .

Définition 2. Dans toute la suite, ) sera une fonction cutt-off définie comme suit :

x € C(R),
0<xy<l,

X =1 sur|0,1],

x =0 sur[—1,2].
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FI1IGURE 2.1: Fonction cutt-off

X—Xj

A partir de cette fonction %, nous construisons j définie par x;(x) = (%) X; a donc la méme
régularité que celle de ¥, mais vérifie x; = 1 sur [x;,x;41], et x; =0 sur [x;_ ,x]+2] .
Nous étudions yjv. La définition de ¥ ; permet d’établir I’égalité (a) et I’utilisation de I’inégalité (2.10)
prouve 'inégalité (b).

1 1
ey o 1V ey < AV ey = V2Ll 2 106V 22

1 1 1 1 1 1
O, 1ty = M1y < Iy iy = 10 P
D’autre part, en remarquant que x ! Axx ( ) nous avons :

1 1
H(XJV)/HZz(R) < (Ihev' iz + vl ) 2

1

1 o —x
= <”XjV/HL2([xj1,xj+2D + HBX/( AXJ)VHLZ([XH,XJ-H}))
1
2

/ 1 !/
< (=@ [V 2y + 5 1 =@ 2 )

Puis, nous utilisons le fait que ||);||z~(r) = ||X||z=(&) = 1. ainsi que I'identité v/a+b < \/a+ /b, (iden-
tité vraie des que a et b sont positifs) :

1 1 1 1 1 1
\fz||XJV||22(R)||(XJV)/||ZZ < \[HVHLZ (Ixj-1.x542]) ((Ax)éHXIHZw(R)HvHZZ([Xj1,xj+2}) + ||V/||Zz([le7xj+2])>

Wi V2
< VRAMI s )~ ot (17120t + 1 221 500

1
HX/HZ”(R) 11 /
W + %7 ﬁ <‘ |vHL2([Xj71,Xj+2D + HV HLZ([xj,l,xHﬂ)) .
Sﬂ”"”[-ﬂ(

brj—1xj42])

Puisque Ax sera par la suite amene a converger vers 0, nous pouvons considérer Ax < 1. Donc

1
HxHLm 2||XHLw +H(Ax)2
V2l TV T T el
Soit en combmant les inégalités précédentes :
3 1
211y + (A)
(Av)?

||V||L°°([xj,xj+1]) = Hv”Hl([Xj,hXjJrz])'

Il ne nous reste plus qu’a poser
1
Cr =2/ || o) +1

C est bien indépendante de j, et I'inégalité (2.11) est bien vérifiée.
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Remarque. En suivant la méme preuve, nous montrons que

1 ‘Lm([xj—p—hxﬂpﬂ]) < @ [Ivl |H1([xj—3p—3vxj+3p+3])’

avec .
1|2

C = VAR gy +1

Vp+1 ’

et ce, pour tous j dans 7. C, est bien une constante indépendante de j.

En revenant a la majoration de I’erreur de consistance €’;, nous obtenons :

,C? ;
le"|% < Y (Ax { luaz o}, oy 407 (A0 L1920t (T ) s )
JEZ

+4(2p+ 1) (A02(1 - >2C2\|82P+2< )

HHI ([xj-3p-3.xj+3p+3])

C?
2 202 -2 2p+2 1 2
+4(2p+1) (Ax) 0 EHBXPJF u(["+ ,.)HH1([xj_3,,_3,x_/+3p+3})}.

Soit encore :
117 < 3(ANCE|[Fu(u}, )| |7 gy + 1267 (A1) CH|[F 1 pue(T], )71 )
+4(2p+1)*(Ax)*(1 —9)2@(6%6)\IBQ‘E”+2 (") 7 ) +4(2p+ 1) (Ax)?0%C3 (6p+6) |07 (" )17y

Nous obtenons donc la majoration suivante pour I’erreur globale (en remarquant que ata)%” y

— 937"y ainsi que ?u = 9Py et que T = NAY) :

sup [le"[[2
nel0,N|

T (3(At)2Cf| 103 20| (71 gy + 1267 (A1) *CR{ |03 a0 71
1

+24(p+ 1) (2p+ 1PCH(1 - 20+26) (A0 102 2o s )

< T max (wa 12021 [0 2y 24(p -+ 1)(1 - 20+260) 2 + 1)C2|!3§”+2uollm<ue)) (At + ).

Gs(|jod oz 2

uOHHl(R) MOHHI(R))

Donc 2 condition que uy € H*’*3(R), nous avons une convergence d’ordre (au moins) 1 en temps et
(au moins) 1 en espace.

Remarque. Au lieu d’utiliser le lemme 5, nous aurions pu utiliser I'injection continue de Sobolev
H*(R) < L*(R) des que s > % (i.e. il existe une constante C indépendante de u telle que ||u||;=r) <
Cl|ul|ps(r)) (pour une démonstration, voir le livre de C.Zuily [Zuily, 2002]).

Par contre, I’ordre de convergence obtenu avec cette injection est moins bon qu’avec le lemme 5 :

nous obtenons sup ||e"||p < TCy(-5= Y + Ax), out Cy est une constante ne dépendant que de p, de 0, de
ne(0.N|

103 2uo] |1 =y et de 103" 2uo 1)

3.2 Equation générale pour une donnée initiale moins réguliere 1° € H%(R)

Si ug est moins réguliere, le calcul fait précédemment pour déterminer 1’erreur de consistance n’est
plus correct : nous ne pouvons effectuer ces développements de Taylor. L’ astuce est ici d’introduire une
suite régularisante (¢%)e que 1’on convoluera en espace avec u. Comme dans le calcul d’ordre précédent,
nous étudions ici indifféremment les trois schémas aux différences finies, pourvu que la condition de
CFL (si elle existe) soit vérifiée.
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Définition 3. Soit ¢ une fonction telle que
o ¢ € ¢=(R), a support compact dans [—1,1],
o [rO(x)dx=1,
e >0,
1

Nous définissons une suite régularisante en posant ¢°(-) = ().

—1

. (=112 1
Un exemple d’une telle fonction ¢ est £ =ty

Jppery eI da
Notation : Nous notons
. R (o2 2p+1 R
e u la solution de I’équation générale d;u -+ 9" = 0, avec donnée initiale uy,
e u° la solution de 1’équation générale, avec donnée initiale ugx @%, out x représente le produit de
convolution,

o Uy = (u7 Jn<n,jez le vecteur discret fourni par le schéma numérique, avec donnée initiale u? =
uo(x;),Vj e Z,

o uj = ((u°)})n<n, jez le vecteur discret fourni par le schéma numérique, avec donnée initiale (ug)? =
(0 % 9%)(x)), Vj € Z.
Nous notons toujours €; = u(t",xj) — u'j erreur globale.
el = ¢ Y lu(e". ) — i A
k€Z
Z (e, xp) — uf (1", xp ) |2 Ax+ Z |ue (", xx) — (u)})[PAx+ Z | ()} — uf |2 Ax.
keZ keZ keZ
[a] [b] [c]
11 nous reste donc a déterminer une majoration de [a], [b], et [c].
POUR ld] :
al? <Y Ax|fu(r”, ) = ut (") e )
keZ
ce qui devient en utilisant I’'inégalité (2.11) :
Ct 2
< ZA‘X: || ) ( 7')‘|H1([xk71,)€k+2})
keZ
<33 u(r", ) — (1", ) By
Par conservation de la norme H'(R), nous aboutissons donc a
[a] < V/3C1[|uo — o * 9% |11 m)
Lemme 6. La différence entre ug et ugx ¢ en norme H'(R) est de I’ordre de <.
Plus précisemment,
2
o — 10050 ) < \ﬂenwoynm(m||<p||Lz(R>. 2.12)

Démonstration. Par définition de x et de ©f, nous avons

[ o) o)t = [ 1 [ fuolo) — ol =)o ()P

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :
€ €
[ o) = (o)) P < [ [ o) —uo(e =)y [ (0°() Py
—& —&€

(/[ [ o) - wta—Pasay) ; [ @¥csaz
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La deuxieme égalité se justifie d’apres le théoreme de Tonelli et le fait que @ soit nulle en dehors de
[—1,1].

1 nous faut donc calculer [ [uo(x) — uo(x —y)|*dx.

Puisque 1y € H!(RR), nous avons grice au théoréme de Cauchy-Schwarz :

/\uo ) —ug(x— y)\de</ (/x( 0) (z )dz)zdx
g/ y/ uo 2dzdx
<y [ o) @F / dxdz.

—

La encore, le théoreme de Tonelli permet de justifier la derniere inégalité. D’ou

2 5
/o= 0= )1 ey < 6% 0 e

ce qui implique que :

2
. 0 = a0 0%) (0P < S0 | e 9132 s

De méme, en suivant la méme démarche, nous prouvons que :

100 () = (0 97) ()P < 2€11u0) ey 10l e
Ceci termine la démonstration du lemme 6. [ |

POUR [b] : Puisque upx @° a la méme régularité que @%, nous pouvons appliquer a 1%, le calcul fait au
paragraphe précédent, lorsque la donnée initiale est suffisamment réguliere. Il existe donc une constante
C; ne dépendant que de p, de 6, de ||+ (ug * ¢F )i (w) et de 110272 (ug x @F M (r) telle que

[6] < TC3(110 2 (140 % @%) |11 ) 11022 (110 % ©%) | 11 ) (A + Ax)..

Or
10372 (0% 0%) 1 gy < ol lzey (1109 12z + 110 ™Y 2wy )

ce qui par définition de @F, fournit la majoration suivante :

1
Haierz(uO*(Pe)HH'(R) <|luollr2(r) ( H‘PMPH)HB(R) + 84ﬁ;H(PMPH)HU(R)) :

De méme, nous avons

1 1
10272 (10 % 0%) || g1 () < 10| 12(R) <32P+§ 102742 | 2y + M"@(2p+3)"L2(R)> :

84p+%

Les membres de droite de ces deux inégalités sont bien finis car ¢ € €°([—1,1]). Puisque € < 1, nous
obtenons finalement pour le terme [b] :

b <75

ST [[uo]] 12 (w) (AL + Ax),

avec Cs = max (v 3+126%C (||(P(4P+Z)HL2(R) + H(P<4p+3)||L2(]R)) V/24(p+1)(1-20+26%)(2p+1)C (H‘P(ZPH)HLZ(R) + H‘P(Z”H)HH(R))) :
POUR [c] En utilisant la stabilité /> du schéma, nous obtenons pour s € {1,2,3} :

[c] < 1A (&)l |1 ()° = ) o

0_ 0
§||(M8) —ulp

e) _
kgi )10 *) MOHLN (Pexxis1])?
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car u? = up(x;) et (us)g = (uo*9%)(x;), Vj € Z.

Nous concluons grace aux lemmes 5 et 6 :
[e] < ev2C ||(uo)' || 1 gy 912

Conclusion Nous avons donc la majoration suivante pour I’erreur globale :

sup [["[|2 < €2v2C1]|(u0)'|| 1 sy 1] 2 ) +

Cs
T—||u0H 2R (At+Ax)
nelo,N] ghr+3 A

1
. .. 9 . s
Ce majorant est minimal quand € est de ’ordre de (Ar + Ax)**2 . Le schéma est donc d’ordre
: 2
(au moins) gp9 €N temps et en espace.

Remarque. A cause de la majoration (2.12), nous avons besoin d’imposer uy € H 2(IR). Cepen-
dant ceci n’est pas optimal, nous n’avons en réalité pas besoin d’une aussi grande régularité
pour uy.

Tout d’abord, nous pouvons optimiser le lemme 6. En effet, nous avons besoin de connaitre de
taux de convergence de ||uo — uox 9%|| () . L'inégalité démontrée dans ce lemme 6 revient a
majorer||uo — uo * 9%|| 1 () par Cel[uol |H2 , ou C est une constante indépendante de € (mais
qui dépend de @). En reallte ce n’est qu’un cas particulier d’une inégalité plus générale :

Proposition 6. I/ existe une constante C ne dépendant que de @ et non de € telle que, pour tout
s > 1, pour tout up € H*(R) :

|0 — 140 % @%| |1 () < C&*[[wo |z )

Démonstration. Soit s fixé plus grand que 1. Nous introduisons une fonction y; définie comme
suit :

Xs € €7 (R),

0 S XS S la

XS(O) =1,
Xs(x)_

1 . . . N
;up(T) < 1, (ce qui est réalisé par exemple si ) est tres « plate » autour de 0).
eR

Nous pouvons poser ¢ = F -1 (X%s), ou F représente la transformée de Fourier. Dans ce cas,

0f = F~1(xs(e")), et on ala relation F (ug* %) (&) = x5(€€) F (up)(E), VE € R.

Dans ce cas,
[l — 110 5 @° [ 71 /Iél (s(€86) — 1)| F (uo) (8) |G,
o1y As(€8) —
=2 [ e A R () B) P
|

En utilisant la proposition 6 nous pouvons prendre ug moins réguliére que HZ(R) Jug €
H*(R) avec s > 1 suffit.

Ensuite, nous pouvons encore diminuer la régularité de ug en utilisant les espaces de Besov.

Notation. Nous notons Bp ¢(R) l’espace de Besov dont la norme est définie par ||u| |B% ®
D
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. 1
s
(Zjez (27| |Ajul ]Lp)‘1> !, o u=Y jcz Aju est la décomposition de Littlewood-Paley de u.
1
En prenant ug dans I’espace B; | (R), nous avons I’existence d’une constante C telle que ||ug || ;~r) <
C||uo| 1 (propriété des espaces de Besov qui joue le role de 1'inégalité de Gagliardo-
By (R
Nirenberg). Nous n’avons donc plus besoin de 1’inégalité du lemme 5 : nous travaillons di-
L x g1 .,
rectement dans [’espace de Besov. L’inégalité ||ug — uo* QF|| ;o sCe |[uo]| s (w), (C étant
BZ 1 )
une constante indépendante de €), permet de conclure sur le taux de convergence de ugx @ vers
uo.
I nous suffit donc en réalité de prendre ug € H*(R), pour s > %
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Chapitre 3

Equation d’Airy avec contrainte

Nous transformons le probleme de Cauchy (Piit non contraint) de départ en
un probleme de minimisation afin de pouvoir rajouter plus facilement une
contrainte inégalité sur la solution. Nous exposons trois problemes de mini-
misation possibles.

Cette derniere partie s’inscrit dans une série de travaux récents sur la prise en compte de
contraintes unilatérales (cf [Berthelin, 2002], [Berthelin et Bouchut, 2003] par exemple, ou en-
core [Després et al., 2011] ou une contrainte convexe est introduite). Nous prendrons dans ce
rapport une contrainte générique du type contrainte inégalité, ce qui conduit au probléme initial
suivant :

O+ 3u = 0,
(fpinit contraint) u\,zo = Uup,
u>-—1.

Nous recherchons la encore une solution L—périodique et imposons a nouveau a la donnée
initiale de vérifier [ uo(x)dx = 0.

Toute la question est de donner un sens a ce probléme (Piit contraint) PUisque I’équation et

I’inégalité sont incompatibles. Plus précisément, la solution non contrainte de 1’équation d’ Airy
ne reste pas forcément supérieure a —1 au cours du temps; et la « solution » contrainte ne
vérifie plus I’équation d’ Airy. Le travail présenté ici est trés prospectif et présente linéairement
quelques idées et méthodes testées, sans prétendre €tre exhaustif.
Nous verrons tout d’abord comment adapter 1’étude faite au chapitre 1 pour prendre en compte
cette contrainte, nous étudierons nottamment certaines projections a rajouter aux programmes
informatiques. Cependant, devant la difficulté a savoir vers quoi la solution discrete converge,
nous ramenerons I’étude a un probleme de minimisation, probleme pour lequel rajouter une
contrainte est moins délicat. Ceci fera I’objet de la seconde section.

1 Projections et conservation de I’Hamiltonien

L’idée intuitive est de rajouter la projection suivante aux programmes informatiques permet-
tant de résoudre 1’équation d’Airy : P;(U") = max(U",—1) (U" représente toujours le vecteur
(u’}) jez). La figure 3.1 illustre cette projection pour un pas de temps Ar = 11—0, un pas d’espace

Ax = 21—5 et une donnée initiale ug(x) = 1cos(&x) + %cos(‘%x).
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(a) t =40 (b)t=170 (c) t =100

FIGURE 3.1: Schéma implicite (6 = 1) aux différences finies décentré a droite et projection
Py (U") = max(U",—1)

La solution théorique non restreinte u(f,x) = %cos(—x%— (2 ) 1)+ %cos( x4 (4%)31) est
représentée en rouge tandis que le schéma numérique est représenté en bleu.
Cependant, il existe une autre projection, plus spécifique a I’équation que nous étudions puis-
qu’elle se base sur une de ses propriétés : la conservation de I’Hamiltonien. Numériquement, la
donnée a conserver est

1 (g —uy 2
- )/ 1
Z > ( Ax Ax, 3.1

keZ

pour le schéma numérique aux différences finies décentré a droite.

Proposition 7. La projection P, assure la conservation de I’Hamiltonien numérique ainsi que
la contrainte u'; > —1,Y(j,n) € Z x [0,N], oi P, est définie par

[P2(U")]j = upy + thyy — Upg

Projection IP; : M =min(l > j,u} > —1),
— | avec
m=max(l < juj > —1).
Démonstration. e Siu;>—lalors M = j, m= jdonc [P>(U")]; = uj.

e Par définition de M et m, nous avons

M-1 M—1
2
Z([]PZ(Un)]jH [P( Un Z Upg + Uy — Uy j—17 — Uy + Upg j)
j=m j=m
M—1 5
= ) (g —u )™
k=m

L’Hamiltonien numérique est donc bien conservé,
e deméme que [P,(U")]; > —1—14+1=—1,carujy, > —1,up > —letuy,, ;<-1
[ |

Remarque. Graphiquement, la projection P revient a considérer le parallélogramme de la fi-
gure 3.2. Les points (u ) jez initiaux sont représentés par les croix bleues. Une fois projetés, ces

T
points deviennent les croix rouges. L’orientation et la longueur des vecteurs u 1” (vecteurs
gris) sont préservés (vecteurs verts), ce qui conserve I’Hamiltonien numérique.
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% X
_v_fl b4
X X

(a) Unseul jtel que (b) Plusieurs j tels que u;‘ <-1
u;’ <-1

FIGURE 3.2: Projection P,

Avec cette projection, nous obtenons la figure 3.3 lorsque nous prenons les mémes pas
d’espace et de temps que pour la projection Py ainsi que la méme donnée initiale.

1
' ' '
05 05 05
0 0 0
05 05 05
' '

K E
= w0 15 ;2% W ® A 5 o 15 a2 W B 4 5 w15 2 % W B 4

(a) r=40 (b) t =170 (c) t=100

FIGURE 3.3: Schéma implicite (6 = 1) aux différences finies décentré a droite et projection
P,(U")

Le schéma numérique est toujours représenté en bleu, alors que la courbe rouge représente
la solution exacte non contrainte.
L’erreur relative entre les deux solutions obtenues avec les projections Py et P, vaut 22%. Sur
la figure suivante, la projection Py est représentée en mauve et la projection P, en vert.

nnnnn

)
5w 1w % W B4 i96 187 198 199 20 01 22 23 M4

(a) t =100 (b) zoom

FI1GURE 3.4: Projection P; (mauve) et P, (vert)
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2 Problemes de minimisation

Ne sachant pas quelle équation doit étre vérifiée par la solution contrainte, nous ne pouvons
déterminer quelle projection est la plus judicieuse parmi celles proposées. Nous recherchons
donc une formulation intrinseque a I’équation d’ Airy afin que le traitement de la contrainte soit
inclu dans la formulation : nous essayons ainsi de nous ramener a un probléme de minimisation.

2.1 Minimisation et enveloppe convexe

Nous cherchons u solution de (Ziit non contraint) COmme la solution d’un probléme de mini-
misation, il ne faudra alors plus que rajouter la contrainte u > —1. Nous posons u = d,v; le
systéme satisfait par v est donc le suivant :

{a,axv+a;tv —0,

axv‘t:O = u.

Remarque. La condition fOL uo(x)dx = 0 est justifiée ici : I'imposer permet a la fonction v
d’étre elle-encore L—périodique.

Nous allons introduire une méthode que nous réutiliserons par la suite : pour calculer v"*!

a partir de v, nous posons V7! = klim VoK avec (V%)< solution de
—>00
vn,O — vn’
Ky 0V 3.2
nk+1y(4) (™) = (") _ (-2)
(V) 4 — Q-0

n.k+1

Proposition 8. Si v est solution du probleme de minimisation suivant :

n B ' L (f//>2 (V”’k)/ o (v”’O)/
() vkl = a;g%;n/o T(x)—l— (A—t) (x) f(x)dx,

alors V1 est solution de (3.2).

Démonstration. Nous allons montrer que (3.2) est I’équation d’Euler-Lagrange du probleme
().

Soit @ une variation admissible, (i.e. ¢ € ngr), alors

d {/OL (k1) 4 g2 W+ (M

" 5 A ) (x) (V1 e0) (x)dx} =0.

le=0

Nous obtenons :

Vo € Hy,
L n.k\!' _ (,n,0V\/
[y (L) wetar—o
0
Nous notons 6.7 . ([0,L]) I'ensemble des fonctions de classe ¢, L—périodiques, nulles en
tous les kL avec k € Z. Puisque 6.7 ([0, L]) C ngr, nous avons alors

(vn,k)/ _ (V"’O)'

k414 (4)
(V)Y + Iy

=0, dans Z'.
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. (kY — (Y o . 2 ATl k+1 o g4
Mais puisque —— € L", nous en concluons, par la régularité elliptique, que V""" € H,

per
et que
(vn,k)/ . (vn,O)/

n,k+14(4)
(V) Iy

= 0, presque partout.

Nous étudions donc le probleme de minimisation sous contrainte suivant :

L ( £1\2 nk\' _ (.,n,0V\/
(21 contraint) prktl — argmin / @(x) + <w) (x) f(x)dx.
ferinf=-13/0 2 At

Implémentation. Pour traiter informatiquement la contrainte f/ > —1, une idée est de se
ramener a calculer une enveloppe convexe. Il s’agit plus particulierement de suivre la méthode
suivante, dite du gradient projeté. A partir de v, nous avancons d’un pas dans la direction du

. 1 . . . 1 Ay
gradient (nous notons v*¥*2 Ia solution) puis projetons v***2 sur ngr N{f' > —1} grice ala
projection P53 :

.. 1 Lo,
Projection P3 : v 1 = Py (v*A72) = (conv (v "2 +id))". (3.3)
Nous avons noté id : x — x, et conv(f) I’enveloppe convexe de f. Nous répétons en boucle cette

méthode pour atteindre la convergence de la suite (V*K);c7.

2.2 Minimisation sur un sous-espace affine

Une autre fagon de traiter la contrainte est de semi-discrétiser directement le systeéme (Lt contraint)

en temps et d’utiliser la méme méthode que précédemment pour avancer de u” 2 u"*! i savoir :

poser ™0 = u" puis si («*)icz converge, définir "+ comme klim u* ol (k) ez vérifie
—>00
n,k n,0
u 9 — u b
) LT (3.42)
At
ut > 1. (3.4b)

Nous traitons la encore dans un premier temps 1’équation sans la contrainte.

nk+HL solution du probleme de minimisation sur espace affine HL. N

Proposition 9. Soit u per

{Jo fx)dx= [y u" (x)dx} :

yktl — %/Lun(x)dx—f— gk
0

() L (£1\2
v = argmin / (fz) (x) — U™k (x) £ (x)dx,
feHN{ 5 fx)dx=0} 70
o U"* est une primitive de ”n’kA’t”n'O, alors w™**1 est solution de I’équation (3.4a).

Démonstration. Recherchons la formulation variationnelle liée a ce probleme.

Soit a définie sur ngr N{JE f(x)dx =0} x ngr N{ S £(x)dx =0} par a(u,v) = [ (x)V/ (x)dx.
Alors, a est une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive (avec 1’inégalité de Poincaré-
Wirtinger qui revient a I’inégalité de Poincaré ici car la moyenne de nos fonctions est nulle). De
plus, Hp}er N{ fOL f(x)dx =0} est un espace de Hilbert, nous pouvons alors appliquer le théoreme
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de Lax-Milgram.
1l existe donc i1 € Hy, N { JE f(x)dx = 0} tel que

L
[ @y e @) - U ety =0.0 € i ([ dr=0),
0
De plus, a étant symétrique, #"**! est aussi solution du probleme (22;).(Nous pouvons aussi
considérer ’équation (3.4a), comme [’équation d’ Euler—Lagrange du probléme (£;), obtenue
par le calcul des variations suivant : soit ¢ € H per N{ o f(x)dx = 0}, (¢ est une variation
admissible) alors

L un,k+1 l "2
& [/0 T - Ut ) <x>d"} -

Soit ensuite ¥ € ngr telle que ' = @, (ceci est possible car 0 = [ (x)dx = [/ (x)dx =
y(L) —y(0)), alors la formulation variationnelle devient

L
/ —nk+l \U” Unk )w (x)dsz,
0

soit encore, en prenant Y € 6¢° e, ([0,L]),

(@ 1" 4 (U™*Y (x) = 0, dans 2, ainsi que dans Lper,

Wik —yn,0

k Z . 7 7 . .
car “— € le)er Donc I’équation précédente a lieu aussi presque partout.

Lorsque nous rajoutons la contrainte, il suffit alors d’étudier le probleme

nk+l d nk+l
L/ Jdx+ i

‘ L [ £\2
(@2 contralnt) L_tn’k+1 argmin / (fz) (x)—U”>k(x)f(x)dx,
perm{jo ( dx O} 0
m{f>—f Lun(x)dx—1}

n,0

N e nk__
ott U* est une primitive de “ A

Remarque. Attention, il faut que — i ({‘ u" (x )dx — 1 soit négatif pour vérifier en méme temps

ces deux contraintes { [ f(x)dx=0}N{f > —1 L (x)dx — 1}, ce qui est vrai puisque [y u™(x)dx =
Lud(x)dx = 0.
Implémentation. La prise en compte de la contrainte est plus simple avec cette formulation

puisque I’inégalité porte directement sur I’inconnue @**! et non plus sur une des ses déri-
vées. Deux constructions sont possibles afin d’implémenter les conditions [ f(x)dx = 0 et
f>— u"(x)dx — 1.

La premlere projection est la plus intuitive mais converge tres lentement (et parfois, ne converge
pas du tout).

Bu() = max( [ ods -1 [Cwan-),

i =Py oPyoPsoPs0-- OP4( nk+2)

[ fois

Projection P4 :
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ot [ est déterminé pour que | o @+ (x)dx| <eet @ 1 > —1 [£u"(x)dx— 1, avec € la préci-

. R N . k)
sion voulue, [ peut étre trés grand car la convergence (quand elle a lieu) est souvent lente. i< *2

est la solution obtenue en effectuant un pas dans la direction du gradient. Nous recommengons
ce calcul de w***! en boucle jusqu’a convergence.

La deuxieme projection a I’avantage de converger en un nombre fini de fois, et pour n’im-
porte quelle donnée initiale.

Notation. Nous notons pour plus de lisibilité C = —% OL u"(x)dx — 1 et définissons feup et fint
pour toute fonction f, de la maniere suivante : f = flir o+ flir<c-
f: fi p
=Jsup =Jinf

Nous définissons alors :

( (i f # finr alors :
Jo (faup+ Cligy<cy) (x)dx
1o (1))

(f —min (inflfsup—C|, ))ﬂ{f>C}+C]l{f<C},

Ps(f) :=
Projection Ps : si f = finr alors :

| Ps(f) =0,

Akl — PsoPsoPsoPs0--- o]P’5(L_tn’k+%),

L q fois

ou g est ici toujours fini.

Démonstration. La projection Ps permet de projeter sur I'ensemble { fy f(x)dx = 0} N {f >
—1 Jo u"(x)dx—1}.
L
e Eneffet, siPs(f)=(f— Jo (fsuvflﬂ{fg})(@dx
L e (1111

C est automatiquement vérifiée ainsi que fOL Ps(f)(x)dx =0 car

)L{s>cy+ Clys<cy, alors la condition Ps(f) >

L L L L L
/0 Ps(£) (x)dx = /0 PO oy dx— /O Foup () dx — /0 CLyyecy(@)dx+ /0 C1 ey (x)dx=0.
:fsup

En une étape la projection est donc réalisée.
e Si Ps(f) = (f —inf|fsup — C)Uyp>y + Clyy<cy. Numériquement, fop représente un
vecteur, I’infimum est donc atteint en un certain indice j. Alors Ps(f) > Cet

Vk tel que fi = [fuplk, alors [Ps(f)]k = [fouplk — [fsup]j + C € [C, [ fouplu]:
Vk tel que fy = [fintlx, alors [Ps(f)]x = C,
[Ps(f)]; = C.

Le vecteur P5(f)sup a donc diminué d’un point. A I’étape suivante, ou bien nous sommes
ramenés au premier o, 1’algorithme a donc convergé. Ou bien nous diminuons encore
d’un point le vecteur Ps( f )sup, en au plus Jyyp itérations (ou Jyyp est la taille de fup) nous
avons donc obtenu : [Ps(f)]x = C, Vk nous sommes donc ramené a la définition de Ps
dans ce cas.

|
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Informatiquement, nous approchons fOL f(x)dx par 25:1 fjAx; la projection 5 est donc ef-
fectuée en au plus J + 1 étapes car a chaque passage dans la boucle, les valeurs égales a C ne
sont plus prises en compte, et si aucune valeur est différente de C, alors 1’algorithme s’arréte en
une seule itération : il suffit de soustraire 3 #***2 sa moyenne.

Afin de visualiser cette projection, nous avons schématisé les différentes étapes qui la consti-
tuent, lorsque L = 1, ce qui revient a intégrer sur le tore T. Considérons tout d’abord des données

c s £ £ - 1 <
discretes (représentées en vert sur la figure 3.5) correspondant a #**2 calculées avec un pas

L . _nk+1 o .
dans la direction du gradient. La moyenne de u';’lp > + C est symbolisée par le trait vert et la

) . . . . <o ksl ,
contrainte par le trait plein noir. Attention, ce n’est pas tout a fait la moyenne de #@"**2 que I’on
1

2

. N £is .o Tk .
calcule en vert mais une moyenne ou nous avons dé€ja projeté i, . * sur C car seuls les points

_n,k—O—l .
de iisyp > peuvent encore baisser, nous I’appellerons M.

1 . .
FIGURE 3.5: Donnée i#**2 avant projection PPs

Il s’agit ensuite de comparer la valeur a soustraire (ou ajouter) pour imposer M a zero (dis-
. , . nk+d
tance bleue sur la figure 3.6) et les valeurs possibles que 1’on peut soustraire a g, > avant

d’atteindre la contrainte C (valeurs marrons sur la figure 3.6).

.. _nk+4 P
FIGURE 3.6: Annuler M, diminuer i, > sans dépasser C

. . _n,k—l—l . _mk—ﬁ—l . L
Il faut ensuite projeter @ . * sur la contrainte, les valeurs isy, * restent donc inchangées

(ce qui se traduit sur la figure 3.7 par la superposition des deux couleurs rouge et bleu).
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(a)

(b)

1
FIGURE 3.7: Imposer #"*t2 > C

. . . . . . _n.,k+%
Puis nous recommencons la projection, mais cette fois en ne déplagant que les valeurs iy
(i.e. les valeurs rouges-bleues de la figure 3.8). Il faut a nouveau comparer les distances entre
chaque point et la contrainte (distances marrons sur la figure 3.8) a la valeur a soustraire pour

annuler la moyenne (fleche grise sur la figure 3.8).

(a)

(b)

FIGURE 3.8: Une nouvelle projection recommence

2.3 Minimisation de la partie paire

Nous allons chercher une formulation plus intrinséque encore de 1’équation d’ Airy. Nous
voulons en effet que la solution non contrainte vérifie directement un probleme de minimisation
sans passer au préalable par une semi-discrétisation, car rien n’assure la convergence de la suite
(¥ 7. Pour cela, nous faisons un rapprochement entre 1’équation d’ Airy que nous étudions
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et un systeme hamiltonien générique :

qg=r;

. . . . 2 . ., .
avec V convexe (ici, I’hamiltonien vaut H(q,p) = & + V(g) avec ¥ une primitive de V, et
2
le lagrangien L(q,q) = % — Y (q)). L’équation des ondes associée a ce systéme hamiltonien
est G+ V(gq) = 0. C’est I’équation d’Euler-Lagrange associé a la minimisation de 1’action 4

suivante :

T
q= argmin/ L(q(),q(t))dr .
q(0)=qo L0 _— ,

CI(T)ZQT -

Pour adapter cette méthode a I’équation qui nous intéresse, nous séparons tout d’abord les
parties paires et impaires de la solution d’Airy. Soit u = v+ w avec v la partie paire de u
pour la variable spatiale (i.e. v(¢,x) = v(t,—x), V(¢,x) € [0,T] x [0,L]), et w la partie impaire
pour la variable spatiale (i.e. w(t,x) = —w(t,—x), ¥(t,x) € [0,T] x [0,L]). Alors le systeme
(Pinit non contraint) €St équivalent a (nous notons vy la partie paire de ug et wy la partie impaire de
up) :

atv—’—aiw = O,

ow+9v =0,
(B)q "

V|z:0 =Vo,

W|[:0 =Wwy.

Nous imposons de plus la condition [ vo(x)dx = 0.

Remarque. L’équivalence entre ces deux systeme se montre comme suit :

= Si u est solution de (Pipit non contraint)> alors en séparant les parties paire et impaire de u nous
retrouvons bien les deux premiéres équations de (P,,,). La derniére relation vient du fait que
fOL wo(x)dx = 0 car wy est impaire.

< si (v,w) vérifie le systeme (‘P,,,) alors il suffit de poser u =v+w pour que u soit solution de

(?init non contraint>~

Donc pour résoudre (Piit non contraint)- il suffit de résoudre (‘?,,,), de poser u = v+ w et par
unicité de la solution de (Pt non contraint)» v+ W est bien la solution recherchée. Pour trouver v
et w, il suffit de rechercher 1’équation des ondes satisfaite par la partie paire de u, de calculer
son lagrangien pour connaitre 1’action a minimiser.

L’équation des ondes de (P,,,) est :

0*v—a% =0, (3.52)
Vo = V05 (3.5b)

fP . .
(pate pare) Ay, + 03w =0, (3.5¢)
on pose w = —8;38tv. (3.5d)

Nous imposons toujours fOL v(x)dx = 0. L’équation en v (3.5a) étant d’ordre 2, il est nécessaire
d’ajouter une condition pour assurer 1’unicité de la solution, c’est le but de la condition ini-
tiale (3.5¢). Nous nous sommes donc ramenés a étudier un probleme de Cauchy : le systeme
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(Ppartic paire)- Le lagrangien de (Ppartic paire) Vaut L(v) = %|8tv|2 — %]8)36\42, I’action & minimiser
est donc la suivante

T rL1 1
(23) v= argmin / / ~[0pv]* — < |93v|*dxdt. (3.6)
v(0)=vy YO JO 2 2
v(T)=vr
JEv(x)dx=0

Vv paire

Lorsque nous rajoutons la contrainte u > —1 (nous considérons (Pipit contraint) a0 liet de (Pt non contraint) )
cela revient a considérer (Pyartic paire contraint) :

(0%v—9% =0, (3.7a)

V|,_o = V0, (3.7b)

(Ppartie paire contraint) § 9rv|,_, +d3wo = 0, (3.7¢)
on pose w = —8;38,\), (3.7d)

(v—0,9,v>—1. (3.7¢)

Le probleme de minimisation associé est le suivant :

. Tkl 1
(@3 contraint) V= argmin / / —|alV’2 - —|8§v|2dxdt. (3.8)
v(0)=w o Jo 2 2

v(T)=vr
JEv(x)dx=0

Vv paire
v—0;30,v>—1

L’inconvénient de cette formulation est que 1’action n’est pas convexe. Or la recherche d’un
minimiseur passe par la recherche des points critiques, il y a méme équivalence lorsque la
fonctionnelle 2 minimiser est convexe. Si ce n’est pas le cas, comme ici, il faut encore prouver
que le point critique trouvé numériquement est bien un minimiseur recherché.
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Conclusion

Pour une équation dispersive a dérivée en espace d’ordre quelconque o;u + 8)2/’ = 0, pe
N, deux parametres principaux influent sur la convergence des schémas numériques aux diffé-
rences finies décentrées a gauche, centrées ou décentrées a droite.
Tout d’abord, la parité de p joue un grand rdle dans la stabilité de ces schémas : I’approxima-
tion de la dérivée spatiale par des différences finies décentrées a droite sera stable sous condition
CFL (du type 6 > % — % pour un 6-schéma) si p est impair, instable pour p pair. La conclu-
sion est inversée si nous utilisons les différences finies décentrées a gauche.
Ensuite, la régularité de la donnée initiale uq agit, elle aussi, sur 1’ordre de convergence. Il est a
noter qu’il s’agit ici de régularité H* : 1’ordre dépend fortement de 1’appartenance ou non de
a H*P3(R).

La prise en compte de la contrainte inégalité a fait I’objet de nombreuses projections pos-
sibles. Les projections P; et P, ont I’avantage d’€tre un peu plus intuitives et de vérifier une
spécificité de I’équation d’ Airy : la conservation de 1I’Hamiltonien (pour la projection [P»). Les
autres projections ont I’avantage, quant a elles, d’étre écrites sous forme d’un probleme de mini-
misation (probleme dans lequel la prise en compte de la contrainte est plus évident). La derniere
formulation (73 contraint) €St vraisemblablement celle qui se rapproche plus d’une formulation
intrinséque a I’équation d’ Airy car elle ne fait pas intervenir de suite intermédiaire (1*)cz et
permet d’éviter les cas ou cette suite intermédiaire ne convergerait pas ou tres lentement.
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