Optimisation

Algorithme de Newton a pas optimal

Soit f : R® — R une fonction convexe, C?, satisfaisant al < D?f < LI pour deux nombres L > a > 0.
On appelle z* le seul minimiseur de f. L’algorithme de Newton a pas optimal consititue une suite comme
suit : étant donné xy € R™ on définit

— dy = (D f (1) "'V f (1) 5

— tg := argmin{ f(z — tdy), t € R};

— Tk41 ‘= Tk — tkdk.
La valeur de t, est bien définie parce que la fonction f est elliptique, donc limyy_,o g(t) 1= f(zp — tdy) =
400 et le minimum existe; le minimiseur est unique car f est strictement convexe. Le t; optimal est
caractérisé par ¢'(tx) = 0, donc V f(xgs1 - dg = 0.
Théoréme 1. Sous les hypothéses citées, l'algorithme de Newton a pas optimal converge vers x*.

Si, de plus, f € C3, alors on a tp — 1 et, a partir d’un certain rang, |vp1 — x*| < Clay — ¥
Démonstration. Comme pour I’algorithme de gradient a pas optimal on utilise 'ellipticité de f pour écrire
@ e
flar) 2 f@rn) + VF(@pe) - (n = pn) + 5l - e’ = f(rr) + DL Tl

ou l'on utilise 'orthogonalité de V f(zr+1) et di. On a donc

N 0o

«

5 g |xg — xk+1|2 < f(zo) — f(zn41) < C et donc E |xg — xk+1\2 < 00
k=0 k=0

parce que la série des f(zy) — f(xg41) est téléscopique et f est bornée inférieurement par f(z*).
On en déduit ||z — xg4+1]| — 0 et, comme V f et L-Lipshitzien, |V f(zr+1) — V f(xg)| — 0 aussi.

Pour toute matrice symétrique définie positive A on définit la norme ||v|| 4 par ||[v||4 := V Av - v. L’inégalité
Av - w < ||v||al|w]|a est satisfaite pour tout v, w. En prenant Ay := (D?f(xx))~!, on consideére

IV f@)lla, = V() - de = (Vf(zr) = V(@ps) - de = di
= (Vf(zr) = VI @pa) - AV f(en) <V F(@np = V@)V F @)l ay-
On a donc
1 1
ﬁ”vf 7o
oil la norme sans indices dénote la norme euclidienne et ot 'on a utilisé les bornes sur D?f(x},) pour
obtenir +1 < Ay, < 17 et donc %HUH <|lv|]a, < ﬁHUHAk pour tout vecteur.

@)l < IV (@e)lla, SNV (@ep = Vi (er)lla, < =V (@e = V()]

On en déduit donc V f(zy) — 0. Comme les points xj, appartiennent au compact {x : f(z) < f(zo)} cela
implique xj, — z*. En effet, si cela n’était pas vrai, on aurait une valeur € > 0 telle qu'une sous-suite xy,,
satisferait ||zy, — 2*|| > e. Quitte & extraire, on peut supposer que cette sous-suite admet une limite
(par compacité), et par continuité on aurait V f(z) = 0, donc z = z*. On aurait donc une contradiction.

On sait maintenant que 'on a x; — z*.

Si on rajoute 'hypothese que f est C3 on peut supposer que ses dérivées troisiemes sont bornées dans un
voisinage B(z*, R) qui va contenir tous les points zj pour k suffisamment grand.

On considere d’abord la valeur de tj,. En utilisant 2,11 = x —t,dj, et le fait que f est C? et donc Vf € C?,
on a

IV f(zrs1) — Vf (zi) + D f (an)trdy|| < Ct7]|dy]|*.



On remarque que tg||di|| = ||zrs1 — 2k|] — 0 et que D%f(xp)dr, = Vf(xy). Donc ||V f(zpy1) — (1 —
te)Vf (k)| < Ct3||dg||?. En utilisant V f(zg41) - dx, = 0 on trouve

11— t| V£ (wr) - dil < Ctilldill.
On a Vf(xy) - di = Vf(xg) - (D?f(zp)) 'V f(zp) = dy - D f(x1)d), > a|dy||?, donc on trouve d’abord
11— tilalldil* < Ol dxl .
En supposant, ce qui est vrai a partir d’un certain rang, C|ty|||dx|| < $ et en divisant par ||dy||* on trouve

(6%
Q|1 - tk“ < §|tk|>

ce qui implique que la suite #; est bornée (parce que [tg| < 1+ |t — 1| < 1+ 3|t| et donc |tx] < 2). On
revient a l'inégalité précédente on trouve

1=t < Clldil] < C[IV f (x| = 0.

On revient maintenant a l’argument usuel pour prouver la convergence quadratique de l'algorithme de
Newton. Ici on a

Tpy1 — 2% = xp — 2% — tp(D2f(2x)) 'V f(z) = —(D?f (1)) (teV f (z) + D f (1) (z* — 21.)).

On utilise le DL ||V f(z*) — (Vf(zg) + D2 f(xp)(2* — xx))|| < C|lag, — 2*||? ainsi que Vf(z*) = 0 pour
trouver ||V f(x) + D?f(zx)(z* — z)|| < C||lzr — 2*||? et on écrit

k1 — || < Cltx = IV f(@x)l| + Cl[V f (1) + D?f(ag) (¥ = zp)|l,
oll on a utilisé & plusieurs reprises les bornes sur D?f(x},). Ensuite, on utilise
IVF@e)ll = IV f(zr) = V()] < Loy — 27|
ainsi que |1 — tg| < Cl|di|| < C||Vf(zr)|| < Cl|xk — z*|| pour obtenir 'estimation

lepsr — 2| < Oflzg — 2|



